ε » λα. αι «στ 


, πινακες 
οριζουσες 
πι το) 

ο στ ατα, 

' συναρτησεις 

λετε. 

» συνεχεια 

ο Τ ΤΑΤΤ 


ο νο το αντ Φφντ 
᾿ . Λ/συροκορδότου } τή 3δ.1δ ο α. 
᾿ νι 


10678. αθηνα 





πολ. γεωργιακακπς 


μµαν.γεωργιὀακακΏως 





ϱ πινακες 

πι . μοὈἤμματικςο 
ϱ συστηµατα 

ο στατιστική 

ο συναρτησεις 

φ ορια 

ο συνεχεια 


υια «ας Ὀξτσμηας 


ΦΝ150ΟΟο οσπασεσς 


ΕΚΔΟΣΕΙΣ ΑΡΚΑΔΙ΄ 
.αα Λουροκορδότου 7 τη. 16 36.007 


10678. ΑΘΗΝΑ 


Κάθε γνήσιο αντίτυπο φέρει την υπογραφή ενός απὀ τους συγγραφείς 


ΠΡΟΛΟΓΟΣ 


Το βιβλίο αυτό σκοπό του έχει να βοηθήσει µε τον καλύτερο δυνατό τρό- 
πο τους µαθητές και υποψήφιους της 4ης δέσµης. 

Προσπαθήσαµε σε όσο λιγότερο χώρο γίνεται και µε όσο µεγαλύτερη ακρί- 
βεια και σαφήνεια μπορούμε να καλύψουμε κάθε πτυχή των θεμάτων που πρέ- 
πει ο καθένας να γνωρίζει για να πετύχει στις εισαγωγικές εξετάσεις. 
Στο βιβλίο αυτό περιέχονται: | 


1. Πίνακες 6. ᾿Ορια συναρτήσεων 

2. Γραμμικά συστήµατα 7. Συνέχεια συναρτήσεως 

4. Στατιστική 8. Παράγωγος συναρτήσεως 
5. Συναρτήσεις 9, 700 Λυμένα παραδείγματα 


10. 800 Αλυτες ασκήσεις. 

Μέσα σ᾿ αυτές τις σελίδες περιέχεται συνοπτική θεωρία, πολλά παραδείγ- 
µατα μεθοδικά λυμένα και πολλές άλυτες ασκήσεις για εξάσκηση. 

Το αναλυτικό πρόγραµµα του σχολείου, αποτέλεσε βάση για την ανάπτυξη 
της ύλης, χωρίς αυτό να σηµαίνει ότι οι ασκήσεις και τα παραδείγµατα πε- 
ριορίζονται στα πλαίσια του σχολικού προγράµµατος. Προσπαθήσαµε να µην 
ξεφύγουμε πολύ απὀ τα όρια του σχολείου, οδηγώντας έτσι τον µαθητή και 
τον υποψήφιο σε θέµατα που πιθανώς θα αντιµετωπίσε’. στις εξετάσεις, 
Ελπίζουμε ότι το βιβλίο µας αυτό θα αποτελέσει ένα ΨΣγάλο βοήθηµα για 
σας, ακόµη και για τον καθηγητή 


Οι συγγραφείς 
Μανώλης Π. Γεωργιακάκης 
Πολύδωρος Π. Γεωργιακάκης 


Απρίλιος ᾿85 





-κεεραλαιο ᾱ----- 


πινακες οριζουσες 


γραµµικα συστηµατα 


1.Τ Ορισµός: Κάθε σύμβολο της µορφής: 


αι αι ασ ... ᾱν 11 αι; αι ... αν 
αι αἲτ ἆσιτ ... αει αἲτ ἄἆσῃη ε... ἄλν 
ο... .ὅ..... ή ου ἡ Δ . ία, ͵]. { αἱ 1,2, 
αμι αμ} αμ ... αι» αντι αλ αμι .ου ἅμν ονονῦν 1 . ο ο κο 


ονομάζεται πίνακας µε µ γραμμές και ν στήλες ἡ απλά Πίνακας µχν 

Οι αριθµοί που αποτελούν ένα πίνακα λέγονται στοιχεία του πίνακα. 

Π.χ το στοιχείο αι͵ βρίσκεται στην Ί - γραµµή και | - στήλη. Οι φυσικοί 
αριθµοί µ.,ν λέγονται διαστάσεις του Πίνακα. 


1.2 Είδη πινάκων. 

1. Ἱετραγωνικός πίνακας λέγεται εκείνος που έχει το ίδιο πλήθος γραμμών 
και στηλόν, δηλ. (µ -ν). Οι παρακάτω πίνακες είναι τετραγωνικής διάστα- 
σης ᾖ2κᾷ, 2χ2, 3χκ3 αντίστοιχα. 


... 
αι αι2 στ 
ή] ος ων -ᾱ. αρι 
-µ . 

Τα στοιχεία αιινα», ἡ Χ,ῶ, ἡ αιι,αχγναχι που βρίσκονται πάνω στην πρώτη 
διαγώνιο του τετραγωνικού πίνακα λέγονται πρωτεύοντα στοιχεία και η δια- 
γώνιος πρωτεύουσα ἡ κυρία διαγόνιος. 
2, Πίνακας γραµµή λέγεται ο πίνακας που έχει µόνο µια γραµµή δηλ. µ- 


Π.Χ οι πίνακες {αιι αι; ... αιν), ({ 2 3, ἵ-ί 0 4 8] είναι πί- 
νακες γραµµή. 
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3. Πίνακας στήλη λέγεται ο πίνακας που έχει µόνο µια στήλη, δηλ. ν - Ἱ,. 


αιι 1 0 
Π.χ Οι πίνακες: αι - | 2 
3 3 
Ἱ 
ανμι 
είναι πίνακες στήλη. 


4. Πίνακας στοιχείο λέγεται ο πίνακας που έχει ένα µόνο στοιχείο δηλ. 
µ.-ν - 1. Π.χ οι πίνακες (αιι ], [-3), [2] είναι πίνακες στοιχείο. 


5. Διαγώνιος πίνακας λέγεται ο τετραγωνικός πίνακας που όλα τα στοιχεία 
που βρίσκονται έξω απὀ την κυρία διαγύώνιο, είναι μηδέν δηλ. αι; - 0 µε 

1 ῥ0 

6. Τριγωνικός άνω λέγεται ο τετραγωνικός πίνακας που όλα τα στοιχεία που 
Βρίσκονται πάνω απὀ την κύρια διαγύνιο είναι μηδέν δηλ. αι͵ "Όμειίς 


7. Τριγ. κάτω λέγεται ο τετ. πίνακας που όλα τα στοιχεία που βρίσκονται 
κάτω από την κύρια διαγώνιο είναι μηδέν δηλ. αι -Όθμειί»ᾖ. 


8. Κλιμακωτός άνω λέγεται ο πίνακας για τον οποίο είναι αι, " 0 για κά-. 
θε { «{. Π.Χ οι πίνακες: 





αυ ο ο. 5” 
βνγ 0υ0ὐ οθτ10ουου 
ιτ εν τα είναι κλιµακωτοί άνω, 


». Κλιμακωτός κάτω λέγεται ο πίνακας για τον οποίο είναι αι, ” 0 για κά- 
θε 151]. Π.χ οι πίνακες: 

τσ. αιι αι αι αχ 

ϱ-ἶἹ 4 - αεΣ 29 αλι 
ϱ ο 3 ϱ 0 αι αχ.) είναι κλιµακωτοί κάτω. 


10. Μηδενικός πίνακας λέγεται εκείνος που όλα τα στοιχεία του είναι µη- 
δενικἀ. Π.Χ οι πίνακες 


0 [ ) [ο ο] [ ο 0 
0 ϱ0 00ου 
0 είναι µηδενικοί, 


Ἡ]. Μοναδιαίος πίνακας λέγεται ο τετραγωνικός πίνακας που τα στοιχείατης 
κύριας διαγώνιας είναι µονάδες και τα υπόλοιπα μηδέν. 
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Π.χ οι πίνακες [ η 
-- 


156ου 
ο το 
ϱ 0 1 είναι µοναδιαίοι. 


12. Συμμετρικός πίνακας λέγεται ο τετραγωνικός πίνακας που όλα τα στοι- 
χεία τα συμμετρικά µε την κύρια διαγώνιο είναι ίσα δηλ. αι." αι»! ὁ ὁ 


Π.χ οι πίνακες  -2 4 [ Χ 
“5. 45 χ 4 
4 5 7 είναι συμµετρικοί. 


13. Αντισυμμετρικός πίνακας λέγεται ο τετραγωνικός πίνακας που έχει αν- 
τίθετα τα στοιχεία που είναι συμμετρικά µε την κύρια διαγώνιο δηλ. 


αι," -αι,. Π.Χ οι πίνακες: 
ϱ κ -γ κ. 
-χ 0 ω . ΄ 
γ-ω ϐ είναι αντισυµµετρικοί, 


14. Ἀντίθετος του πίνακα Α λέγεται ο πίνακας -Α που τα στοιχεία του εί- 
ναι αντίθετα των στοιχείων του Α. 
Π.Χ του πίνακα Α - [2 3] αντίθετος είναι ο Α΄ { -ἲ -ἷ -3] 
του πίνακα ϐ - η 2 0] αντίθετος είναι ο Β΄ ! «2 
3 -ὂ -ᾱ -ᾱ 2 | 


15. Ανάστροφος του πίνακα Α λέγεται ο πίνακας Λ' που προκύπτει από τον 
Α αν οι γραµµές του Λ γίνουν στήλες και οι στήλες γραµµές µε την τάξη 
που είναι γραμμένες. 

Π.χ του πίνακα Αα. - ῄ β πο είναι ο πίνακας 


αι β: Υ 
Λγος . α αγ 
ὃς 
ια. 


1.3 Πράξεις µε πίνακες 

Ἱ. Ἡ ισότητα στους πίνακες ορίζεται όταν οι πίνακες έχουν τις ίδιες δια- 
στάσεις, 

Ορισµός: Δύο πίνακες Άν - ἴαικλ) καὶ Βμν - [Βιλὶ µε ν γραµµές και µ 

στήλες είναι ίσοι τότε και µόνο τότε όταν τα αντίστοιχα στοιχείατους εί- 
ναι ίσα, δηλ. Αρ.» Βρ»--αιι” Βιλ για κάθε κ - Τ,2,...Ν και λ - Ί, 

ος ο. 


ας ο. ο . τν ᾱ 
Π.χ οι πίνακες Άγει - αι βι γι και Βοκν - {ἱ Χι Υι 2ι 
α; βι }; κ; Υ; 2 


αι “Χι, βι - γι, Υι - 2 


είναι ίσοι αν: πο. 
α..” Χ., β; - γε, ὓ - 2 


2. Ἡ πρόσθεση στους πίνακες ορίζεται όταν οι πίνακες έχουν τις ίδιες δια- 
στάσεις. 
Ὀρισμός: ᾿Άθροισµα των πινάκων Α,κ. [αι] και Βαν - [βι, ] λέγεται ο 
πίνακας Γ,,ν " νο ] τουοποίου κάθε στοιχείο γω είναι το άθροισµα των 
αντιστοίχων στοιχείων του Α και ΑΒ, δηλ. 
Αμ» "μον - [ικν --- [αι 11[βι] - ἴνμ]ν 1, 
Π.Χ το άθροισµα των πινάκων Άγωι «ἶ 3] και Βρκι - ἡ 

Ί 


η 


Επίσης: ο. β ὃν ] . β2Υ 
ν δ) τω φ " Ίγω δοφ 


3. Ιδιότητες της πρόσθεσης πινάκων. 

Ισχύουν οι ιδιότητες: 

α) Αντιμεταθετική: Α:Β - ΒΛ 

Β) Προσεταιριστική: ΑείΒΗΓ) -(Α.8)4Γ 

Υ) Ουδέτερο στοιχείο ο πίνακος 0: 014 «ΑΗ - Α 
ὅ) Αντίθετος του πίνακα Α: ΑΛ -Α1Λ-40 

Τον αντίθετο του πίνακα Α τον συμβολίζουμε µε -Α 


Παρατηρήσεις: Ί. 0 αντίθετος του πίνακα -Α είναι ο Α δηλ. -(-Α) - Α 

Ζ. 0 αντίθετος του μηδενικού πίνακα 0 είναι ο ίδιος 

3. Το άθροισµα Α»(-Β) γράφεται Α-Β και ονομάζεται διαφορά του 8 από τον 

Α. 

”-- 4 κ [ς 3 -χ -γ α-χ ϐβ-γ 
αι βι ἃ . αι τω [ων 9 

4. Ισχύει η ιδιότητα της διαγραφής στους πίνακες µε ίδιες διαστάσεις, 


δηλ.'ΛΑΓ - ΒΗΓ..Α - Β και ΓΔ ς: Γ.β.«Λ- Β. 
5. Ισχύει η ιδιότητα: ΑιοΛγε,. «ΑΛΑ, 5 (ΆιαΛνε,,Λ 1) ΑΛΑ, Υν- 1. 
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1.4 Πολλαπλασιασμός πραγματικού αριθμού µε πίνακα. 

Ορισµός: Ονομάζεται γινόμενο του λΕΒ µε τον πίνακα Α- [αι] ο πίνακας 
Β « [βι;] του οποίου κάθε στοιχείο βι; είναι γινόμενο του αντίστοιχου 
στοιχείου του Α µε το λ. Δηλαδή λία,,] - [λαι] " [βι] ν 1 


-'-- β ν λα Ὦλβ | 





αι Βι Υι λα; λβι λγι 


. - «2 -ό 
αν ν) κ ᾽ 
Ιδιότητες της παραπάνω πράξεως 
1, λ(ΛΒ) - λΛ2λ8Β, λΕεΒ. 
5. (λεμ)Α - λλμΑ, λμεΕ. 


4. (λμ)Α - λίμΑ) 
4. Ί.Α - Α 


1.5 Πολλαπλασιασμός πινάκων 

θρισµός: Όνομάζουμε γινόμενο του πίνακα Αν, " [αι] µε τον πίνακα 
Βικρ” [Βικ] τον πίνακα Γνκρ ” [1] του οποίου κάθε στοιχείο Υ,, είναι 
το άθροισµα των Υινοµένων των µ στοιχείων της { - γραµµής του Α µε τα α- 
ντίστοιχα µ στοιχεία της κ - στήλης του Β. 

Δηλ. Ἡι. 5 αι ιβιν αι οβοι ..«αιρβιι Ἡ Τνκ 





Ἱα αν χ 
Αν Α - | και 8 - 
αι βι }Ἡι Χι Υι 
κε ελ 
μου ο-- ' 
ω.. 
τότε ΑΒ - Χι | γι 1». 
κ ' γ1 
δ.... ! 
αχ«βΧ1ΥΧ2 αγ» ΒΥ14ΥΥ: 
αιχηβιΧ1ΣΥΧ2 αι ΒΑΝ ΛΥΙΥ2 


Όμοια: { 2 3 2.193 -1) -ἲ 
ϱ ! {αι “[ ο,1(-1 | «| -ι 
-Ί 4 («1 4(-1) 

1.6 Πίνακες αντιστρέφιµοι. 
θα λέμε ότι ο νχν πίνακας Α είναι αντιστρέφιµος αν υπάρχει πίνακας Α΄ 
νχν τέτοιος ώστε ΛΑ’ «Α΄ Α- Ι, (1, µοναδιαίος).Είναι δε ο Λ᾿ μοναδικός 


και συμβολίζεται µε Αλ, 
ϱ αντίστροφος ενός πίνακα ορίζεται µόνο για τετραγωνικούς πίνακες, 
Αν οι πίνακες Α και Β είναι αντιστρέψιµοι τότε ισχύουν οι ιδιότητες: 


1. (ΑΛ 

2. (Α.Β)1 «ΒΑ 

3.Λ.8Β-Λ.Γ.:.8- Γκαιβ.Α- Γ.Λ.. 8 - Γ 

Π.χ Του πίνακα Α - σ ο. 2χ2 υπάρχει αντίστροφος Α΄ - ς 9 
2 0 γ ὅ 


δε ες 1-03 


τότε έχουμε: μη ο ͵ . . οἱ . 0 
2α 2β γ.2δ -γ 0 ) 


"Αρα έχουµε να λύσουμε τα συστήµατα: 


1,1: α-γ - Ἰ και Σε: α.2β - ἸἹ 
β-δ -0 -α-0ὐ 
ζα -0 γ125δ-0 
28 - Ἱ 1 


Τα οποία δίνουν την (διαλύσηα-θ, β - 1/12, Υ - -ἵ, ὅ - 1/2. 
επομένως ο αντίστροφος του Α είναι οΑ΄ «Α’ - ( . 
. -Ί 1/ 
Επίσης ο πίνακας Α - ς ) 2χ2 δεν έχει αντίστροφο γιατί αν υποθέ- 
2 6 
σουµε ότι είχε αντίστρφο τον Α΄’ - Ἡ 3 2χ2 θα είχαμε ΑΛΑ’ -ΛΑ ἐ[--- 
φ 


ο) 222 ο) 


ών, ( κηλω δή . ( ! ἳ 
2χ«δω 2Υ96φ ϱ Ί που είναι ισοδύναμη µε το σύστη- 
μα; ι͵ Χιλω -Ἰ χγδω -Ἰ 
γιφ-0ϱ -- γ.3φ -0 
2χξω «0 χελω «0 
2Υγ96φ - γν3φ - Ί/2 που είναι αδύνατο. 


Επομένως ο πίνακας ( ὃ δεν έχει αντίστροφο, 
2 
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Παρατήρηση: Ί. Για να είναι δυνατός ο πολλαπλασιασμός των πινάκων Α και 

Β πρέπει ο αριθµός των στηλών του Α να είναι (σος µε τον αριθµό των γραµ- 
μών του Β. 

2. Ὁ πίνακας Αι, «Βμκρ ” Γ θα είναι διάστασης νκρ. 


4. Αν Π. εἶναι το σύνολο όλων των τετραγωνικών πινάκων νχν, τότε ο πολ- 
λαπλασιασμός είναι δυνατός μεταξύ τους και ο πίνακας γινόμενο έχει διάσ- 
ἔαση νχν. 


Ιδιότητες πολλαπλασιασμού. 

α) (Α.8):Γ - Λ.(8:Γ) (προσεταιριστική) 

β) Α.(8Η} -ΑΒΟΑΓ, (8Γ)Α - ΒΑΓΑ (επιμεριστική) 
γ) Α.ῑν «ΙΑ. Α (µοναδιαίος πίνακας) 

δ) Α.0 -0-Α «0 (µηδενικός πίνακας) 

ε) λ(ΛΒ) -(λΛ)8Β - Α(λ8Β), λεΒ. 


Σηµείωση: Ί. Δεν ισχύει η αντιµεταθετική ιδιότητα στον πολλαπλασιασμό 
γενικά, δηλ. Α:Β  Β:Α. Αν είναι ΑΒ - ΒΑ οι πίνακες Α,8 λέγονται εναλλα- 
κτικοί. 

2. Αν Α:Β - 0 δεν συνεπάγεται Αα -0ή48-0, 

4. Αν Λ'Γ - Β.Γ δεν συνεπάγεται Α - 8 

4. Στο σύνολο των πινάκων νχν ορίζεται η δύναμις ως εξής: 

Λὸ ο 1, ΛΣ - Αι εεον Λ.Σ «Λ.Α 

5, Ἰσχύουν οι ιδιότητες: (Α”)” «ΑΠ, ΑΛ” «ΑΙ, 


ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΛΥΜΕΝΕΣ 
1. Να βρεθούν τα Χ,Υ.,Σω αν: χ3Υ Υ-3σ ς Ί 
( γ μ-ὁ πας . 
Λύση: Γνωρίζουμε ότι για να είναι δύο πίνακες ίσοι πρέπει τα οµοθέσια 
στοιχεία τους να είναι ίσα επομένως ἐχουμεέ για λύση το σύστημα: 
χ.Δγ «0 χ- -6 


γ-ᾷσ -Ἰ .«ὰ 
ντος 

γ-2 γ-2 

χ-ζω » -ἶ ω- -ᾱ 


μμ με νσμή 


Δείξετε ότι 2λ-8-7Γ-8Δ - 0. 
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Λύση: Είναι 2Α-8-2Γ-Δ -2 | | 1]. αἱ οἱ } |. ῄ δι. 
-' Σ] 4 7 ὅ Ἁ 7 -ᾱ 
[ο αἸ [1 -ᾱ η 6 [5 . απ πάκ 4-4,6-6 ο] 
45. Ὁὗὐ ἱωο ιῃι -2-3.12-7 1-70] {00 
2 μι 0 


3. Αν Α - 0 Ί 8 | . Να βρεθεί ο µεΒ έτσι ώστε ο Α να είναι 
ϱ μα -ὂ συμµετρικός. 


Λύση: Για να είναι ο Α συμµετρικός πρέπει: 


μ.2 -0 κε ον ανα ᾖπν --ᾱ 
μ”4 - 8 μῖ -4 μ.τ2 

ϱ λ -ᾱ 
4. Αν Λ- -ᾱ λ 

3 5λι 0 


Να βρεθεί ο λ ώστε ο πίνακας Α να είναι αντισυμµετρικός. 


Λύση: Για να είναι ο Α αντισυμμµετρικός πρέπει η κύρια διαγώνιος να έχει 
όλα τα στοιχεία µηδέν και τα συμμετρικά προς αυτήν στοιχεία να είναι αν- 
τίθετα. Δηλ.: {λε} -0Λδλε13 --λ-δ) «--(λ --ᾱ3λ6λ- -Ίθ])---λ --ᾱ 
ρα αν το λ - -ᾱ τότε ο πίνακας Α είναι αντισυμµετρικός. 


5. Να λυθεί η εξίαση: 2] ά. δν κ -0 (1) 
Ζ κ ω Ζω 
Λη! αν 2γ ῃ 1 .. μά 
."ζ-ω - 
ο» [ 2χ-κ-ᾖ μα [ο η]. κ-2 -0 κ. 2 
2791 -χ-ω 2ω-ω-]1 γ-κ-5 - “κ. υγ” 7 
Ζ-ω9! -0 Ζ-0 
ω-1 -0 ω - Ἰ 


"Αρα λύση της εξίσωσης είναι η τετράδα (Χ,Υ,Ζιω) (270,1) 
6. Να λυθούν οι εξιαύσεις: α) -Ί ο ὰ ας. ὴ . . λ 


ϱ { 3.χ. ς Ἅ -ᾱ Ἱ 2! ν ϱ -ᾱ 


13 


Λύση: Η (α)»- Ἓ η. ) : ἡ . 
3 -ἰ/) δή ϱ -ᾱ 





--[54 - ορ ρν κμά - Ἰ κ -ᾱ 
2.4 }Υ- αἱ πο Με ο 
υγ-Ί --ᾱ 


β) Αν υποθέσουμε ότι λύση της εξίσωσης είναι ο πίνακας Χ : 


Μιώτϱ ΑΕΔ 





-.(οη . ο κ) αἲ «-ὂ α - -ᾱ 
στ 
ϐ.Υ -ιδ 0 3 β4ἲ -- ν)1β-ἐ2 
γ8 -0 γ --8 
ὃ-! -3 ὅ -4 
"Αρα λύση της εξίσωσης (β) είναι ο πίνακας Χ . ἡ 
Ί λ 2 
7. θεωρούμε τον πίνακα Α - [2λε] . ου 
2 -ᾱλ 3 


Να οριστεί ο λ ώστε ο Α να είναι συμµµετρικός. 
Λύση: Πρέπει και αρκεί να ισχύει; μη. ιών. ο 
1247 - -8λ λ148λ.7 -0 
λ - -Ί λ- -ί 
- 9 
(λ1)(λ17) -0 λ- - ἡλ- -7 


κ κνκσν ϱἡ τς τῷ, Ἵ 


Λύση: ᾿Ἔχουμε: . 4 . : - -[. ας 
ζ ὐ 2294 6  -274,ω-6 


Γκ - 


χ κ 4. Υ 5 -ᾱ 
7 - -4 "ϱω- 6 (κο) (4 -δς-ᾱ 6) 


9, Έσω οι πίνακες: Α.Α { η και 8 - κ : 
-2 4 3 


Να δειχτεί ότι: 1. ΑΒ - ΒΛ, 1. Α΄ -Β{ -(Α.Β)(Α-8) 


πο 
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Λύση :ἶ . Ἔχουμε: ας 2 (4 4 ο πα ώψι 
. τι -2-391(-4) -λδ] 3) 


( ώ κ Τὰ )( ὃ {α1-) 3324 ) : 
Ὁ 1-10 -6 4 34 1-2 Ἱ -4.191{-2) -ᾱ-2ὰ 1 


. µν 16] -- Α.δ «Β.Α 
«10 -δ 


Π, Αἲ-β2 «Α.Α-ΜΒς{ 1. 2 ω ἡ . 4) {3 η ' 
2 ΤἹ) ἃξ τά 3) - 3 
ο 1) α 24 . -0] οι ( 3 
- - . - 
”-- “24 - 20 )) κ Ἡ 
(Α«Β)(Α-Β) - ς . . ον . .4 ( 3 
6 4  -ὂ 128 12-8 . Ἡ 
. ἡ (Λ9Β)(Α-8) -ΑΛ-Λ8.ΒΑ-07 -Αἲ-Β7, 


10. θεωρούμε τους πίνακες Α - ς : Β - ς ) «Να υπολογιστούν 


3 0 4 -ί 
{, Το ΛΑΒ 111, Το (Λ9Β)(Α-8) 
11, Το Α-8Β ἵν, Το Α:-8:, 


ο ΗΗ ΡΓΗΗΡΗ 
3 0 3 - 3.3 ϱ0-] 6 -ἶ 
κά.. [ «ς ]- 3 δ-! . | 
-.-α. 43 -Ί 1-3 0.1 
(ΛΑΒ) (Α-8) « ( λ(: η . ιο σα " ἴ 
6 110 1 (1) 0ο 6.1.(-τ).Ί 6 
1, ν-θ) εν.» { ) ι - ο 1 ι Ἱ . 
130 30 4} -Ί 3 -Ί 
ο. 1.292.0 .... ο. ντ (-ὂ) . ψ 
3190 -3 κνρκκ 3.09 (-1)3 3-11) (-τ)) 1 6) 
ὃν . : . . . ες ) 6 (ΑΒ) (Λ-Β). 
-3 4 33 6-4 6 2 
Ἡ1. θεωρούμε τον πίνακα Α » η . ἵα οριστεί ο Β, ώστε το γινόμενο 


Α.Β, να είναι διαγώνιος πίνακας. 
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Λύση: Επειδή ο διαγώνιος πίνακας θάναι τετραγωνικός θα πρέπει να έχει τη 
µορφή: Β - Γ οπότε; Α:Β - ᾗ ) [ ή . .. Υ,3ω 

Ζζ ω 2 4 Ζ ω χγάζ 2γ.«4ω 
που για να είναι διαγώνιος θα πρέπει: 2χιόΣ -0, γεω-0 --κ- -ὂ2χ, 


γ - -ᾱω, οπότε έχουµε: ϐ - ο. μ 
| ζ ω 


μην μμηλ»ς ν) Β - π κ 


{. Να υπολογιστεί το Α:Β 
Ἡ1. Να υπολογιστεί το Β.Α 


Λύση: Έχουμε Α:8 - ϱ 9 αν να ιο αᾱ) "ἶρς ) 
Ημ μηνα 


Παρατηρούμε ότι εν γένει έχουµε ΑΒ ἑ ΒΑ. 
πα 
13. θεωρούμε τον πίνακα: Α - ο | ) . Να υπολογιστούν οι 1} Α- και 


11) Αα. 0ο 1 
Λύση: Εχουμε: 


ια η .191.04900 11911900 1.091 «190. 
Α «ΛΑ «{0ο 1 1 ο ! ϱ «1910910 0.11 «1910 0-01 «191 «1 
ο 0 1/λο ο ! 0.140.010 0.190.110 0.090.191. 


σα τςᾳι τὰ 
Ην ΑΛ ΑΑ {ο 2][ο 1 τὰ 
ο 0 1/ 1ο ο ! ϱ 0 1 


14. Αν Νίθ) - ῄ ϐ}  δείξετε ότι: 1) Μία)ΝίΒ) -Νίανβ) 


14) Μ(α)Ν(-α) - ή ) 614) κ᾿(α) - Μίνα), νΕεΝ" 


μ.ο Μνκωκρτᾗς ὁῇ «ο 5) {ας 1 


. µ(α.β). 
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14) Μ(α)Μ(-α) - ᾗ ο ᾿ Ε 9 


ἡ και αν στην (1) θέσουμε όπου β το -α έχουµε Μία.β) » Μο) » [ ) 


144) θα αποδείξουµε επαγωγικάἀ την σχέση. Γιαν 5 Ἱ ισχύει γιατί Μία) - 


- Μία). ᾿Εστω ότι για ν - κ ισχύει Μία) - ί ἲἩ .. ] Ἡ 
α Ἱ κα 


. Μ(κα) (1), και θα αποδείξουµε ότι για ν 5 κε ισχύει: 


μ”1(6) - [ ο . ( . - Μ(κε! ]α) 
α Ἱ (κ»Ί])α Ἱ 


Από την (1) και την Μία) - { Ἰ) µε πολλαπλασιασμό παίρνουμε 
α 


Μ"(α)Ν(α) ” ι 1) α : . 1) ΄ νὰ 1) 


- Μί(κ«Ί]α). Δηλαδή Μ" 1(α) -Μί(κε]]α). 


. - -2 4 
15. θεωρούμε τους πίνακες: Α ” .1 : , ή. ο 
Να βρεθούν τα Χ.Υ ώστε Β42Α » 0 


Λύση: ΄Εχουμε: ο 4 { -: .«0- 
4 3ὙἨ.ί 2χ! γ 


ας ο 4χ ν{ 2 -]λ «0. νδχδ-ο,δ-θ -- 
4 3Χγ.ί 4χιΣ ὃὗ 
Φᾷ4«-ϱ . 4/2, γ- «ἲ/δεν (κο) (-ᾖ1,-[5) 


2 {ο -ἲτ 
κ. κο-ως εως κόπα:ἁ [ο ) - 9 .. Να ὑπολογιστεί 


α β 4 Ἰ 4 
ο. 3) ἀα κα τὸ 
ε 
Ί 4 - α 
Λύση: ᾿Ἔχουμε μαι τνσε[α 3 { 0 σ ὴ .0 
3 8 2 ε 
5-α β ο 0 .-α - 0 β-0 
ο 6δγ ᾖ3-ὔὐ τρ ο [αα τὸ Λ 1-δ-0ο ο 
Ίδ-ε 3ἃ-ζ Ίδ-ε-οθ 1-ζ-0 
--α.δ,β”Όμγ.δ,δ.3,ε” δες" αγε[ς 3) 


1 3 
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{7. Να βρεθούν οι τετραγωνικοί πίνακες τάξης (2Χ2) που πληρούν το σύστη- 





δε. γ - [ Ἰ 
μα: Σ: 3] 
--- ς 3 
οι 
άν ν ( 2 
Λύση: Το (Σ) -'- 3 -Ί 





-2χ-2γ --2 ἕ . 


ο... 
οἳ η 


Ἅς η α 3 


-ἲ 
Λύση: Πολλαπλασιάζουµε και τα δύο µέλη µε το συμμετρικό του Ἰ που είναι 
το 2 και έχουμε: 


νὰ 
2,1) ο ) φὰ ἕνα . 4 


0 
19, θεωρούμε τους πίνακες Α - : 3 
οο0 
Να δειχτεί ότι ισχύει: ΛΒ - ΒΛ. 


1ου 2 0ο . η. 
Λύση: Έχουμε: ΑΒ - ι 3 ) [ς -Ί ) 3 - -3 0] και όμοια 
ϱο0 νο 0 4 ϱ 08 
ο ο 
.- [. -3 ο) -- Α8 Ξ ΒΑ (1) 
ο 0ο 8 
Σηµείωση: Οι πίνακες που πληρούν την (1), λέγονται εναλλακτικοί,και γι 


18. Να λυθεί η εξίσωση: ΣΧ - μ. : 


. ο Ὁ 
ο 
Λ 
ασ 
ο Ὁ 
! 
ο - ο 
-” ο Ὁ 
ου κ 


αυτούς ισχύουν γνωστές αλγεβρικές ταυτότητες, 


20. Να δειχτεί ότι οι πίνακες Α - ᾗ ὴ Β- [ ) είναι εναλλακ- 
τικοέ.. 0 1 ϱ 1 
Λύση: Άρκεί να δείξουµε ότι Α8 «ΒΑ. 


κ τς ο) η- 
ος ο ο κος 


21. ΄Ἔστω οι πίνακες Α - σ ) β- 0 } 


β α χ 
Να δειχτεί ότι οι Α,Β είναι εναλλακτικοί. 


Λύση: Άρκεί να δείξουμε ότι ΑΒ - ΒΑ 


Ἔκουνε 48» ( ντ ') νώω αγ «βχ και 
β α Υγ κ Χναγ βγνα 


-- το . εωα χβ αὶ 
Υγ κ β α γα»χβ Υγβ «χα 


Ἑ. Να λυθεί η εξίσωη: ε- [1 - (ο) : 





“1. -ι 1 7 ι 
Χγζ 8 Χγεζ - 98 
Λύση: Η (Ε) «-- [2χ-γ.2 ."4 -- [2χ-γισ 4 «ο κχ- 1, ν - ᾱ, 
-Χ-γζ Ί -Χ-γεζ - Ί 
-5. 


23. Αν Μ(6) - . . Δείξετε ότι: ἵ) Μία)Η(β) - Μία.β) 
ημθ συνθ 
14) Μία)Μία) - ΜίΖ2α), 111) Μ΄ (α) - Μίνα) 


Λύση: 1) Είναι Μ(αγΗ(β) - [ουνα -ημαὶ - ων α 
ημα συνα ηµβ συνβ 
β ο... ο... . λρόο . 
ημασυνβ«συναηµβ -ημαημβ»συνασυνβ ηµ(α.β) συν(ανβ)/ 
- Μία.β) 


14) θέτουµε στην (1) όπου β το α και έχουμε: 

ηµζα συνζα 
444) Αποδείχνουµε επαγωγικά τη σχέση και έχουµε για ν - 2 ισχύει λόγω 
της (11). 


Ἔστω ότι για ν -Ξ κ ισχύει Μ'(α) - ο αν . Μ(κα) (1) 
ηµίκα) συν(κα) 


και θα δείξουμε ότι για ν - κ»! ισχύει; 


"πα (ον ο - Μί(κ»1]α) 
ηµίκ.εΊ]α συν(κ»Ί]α 


θεωρώ το γινόμενο Μ"(α)Μία) - - κ ρνή . . ͵ 
ηµίκα) συν(κα) ηµα συνα 


. ο... ον - 
ηµ(κα)συνα-συν(κα)ηµα συν(κα)συνα-ημίκα)ημα 


ο [ουν(κ»Ί)α κ. - Μί(κ»1)α) 
ηµίκ»ῖ]α συν(κ»Ί]α 


24. Να βρεθούν οι τετραγωνικοί πίνακες τάξης (2χ2) που πληρούν το σύστη- 





μα: Σ: ΜΗ. η 
-- 
νε 9 ος 





κο ο. ον 
[ο ος ον 
ο Ἅ δα τα 


25. Αν για τον τετραγωνικό πίνακα Α - κ ) ισχύει 
Συ 


ΙΙΙ «Ικ]κ]γ]ε]α]κ]ω[ δείξετε ότι: []Ἁ981ἱ 51] ]2Ι8/Ι όπου 8 2χξ 


πίνακας. 
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Λύση: Αν Β - ἡν : είναι Λ.8 - κψν Β 
υγ ὅὃ {92Υ οι 


ρα [1Α9Β/{ - [κναίκ)γβ!α1ζγ] κωδ και επειδή /α.β] ς αἱ «!β 
ν α,βΕΕ είναι: [19815 Γχκ[α[α] αγ] 1βί[σ)ε)γ) εἰω/κ/δί - ΠΙΑ Τ]ΒΙ| 
ρα Εἶναι ϱ[Α.85ς ΤΑΙΡΙ]. 


μλμκινκκω ϱ ο) }1. 
"Όπου Χ,Υ πίνακες τάξη κα π 3 | 5 
Λύση: Εστω χ - (ν) ” (ς τότε το σύστημα γίνεται: 
μονο ο) 3 
μονο ν μου. ἅ 


3χ-2γ-4-3ω - 10 
4χ- ὄγεζνω - -ᾱ 


27. Αν Α - [ 9 και Τ;,Ό είναι ο µοναδιαίος 2χ2 και ο µηδενικός 2χ2 


Δείξετε ότι: Α”42Λ-11Η1, -0 (1) 

Λύση: Το πρύτο µέλος της (1) γίνεται: 

[ ο] 2 ( ὴ πῄ . ᾿ ( ) ( κ αν ) 
4 -ᾱ 4 -ᾱ ο ! 4 -ᾱ) 4 -3/) 8 -6 0 -ἵή 

"[. ή )» -Ἡ μα ο, ο0 
4-12 8.9/ 8 - ϱ -/ 1-80 17-6-11 ο ) 


28. Αν Α - ο λ. αι -[ ωμό, υπάρχουν άπειροι 
ω 


2 
πίνακες Χ τέτοιοι ώστε ΑΧ - ΧΑ. 
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Μαη: Ν οχέση ΑΝ » 1 -- ᾖ 9 ς να ο) 9) 


σος ο μ .. η κ σαι 





ἀνάσ -3γ-4ω 1-Ἄω -224ω 
1-2 - 1-3 3-27 - 0 3-21 -0 
γ-ζω - 4Υ-2 Άγιω-2 «--- ο. ζω -Ἱ 
4χ-ἲ «1-ω ο [| Ἀτολω - 3 γεδω - 2 Ἀγ-2χ - 0 
4ω-3γ - 4ω-22 3γ-21 - 0 

ω - Ί-ζ 
“-- 2 ζ - τυχαίος 

γ.π1 


"Αρα για κάθε Ζ υπάρχουν ω, Υ και επομένως οι πίνακες Χ που επαληθεύουν 
την ΑΧ - ΧΒ είναι άπειροι. 


29. Αν Α και Β πίνακες 2χ2 και Α7 -Α, 87 - 8 δείξετε ότι (ΑΒ) - Λ.Β 
--- Λ8 - ΒΑ - ῦ. 

Λύση: Αν Λ8 - ΒΑ -0--(Α9Β)2 «(Α9Β)(Α:Β) -Α29Λβ:ΒΑΛΒ7 - 

- 198” - Α.Β, ᾿Εστω τώρα (Α.98)7 - Α98Β ---(ΛΒ)(Α:.8) - ΑΒ 

--- Α29ΛΒ«ΒΛ«ΒΣ - Λ.Β ----Λ.ΛΒ«ΒΛΑΒ - Λ.Β «-- ΛΒ.ΒΑ - 0 (1) 

Πολλαπλασιάζουµε τα µέλη της (1) από δεξιά και αριστερά µε Άκαι έχουµε: 

Α2Β«ΛΒΑ - 0 (2) και ΛΒΑ.ΒΑ: -0 (3). 

Η (2) και (3) γίνονται ΑΒ.ΑΒΘΑ -0 και ΛΒΑ«ΘΑ -0 -- Λ8 - ΒΑ (6). 

Από την (4) και (1) παίρνουμε ΑΒ - 0 - ΒΑ. 


30 .Δείξετε ότι για εόθε πίνακα Α - ἤ :) 22 ισχύει η σχέση: 
λ:-(αιδ)Λε(αὔ-βγ)1 - 0 (1). ἀ. 


Σε συνέχεια αν Α - ο . δείξετε ότι: ΑΛ ΛΑ" -0,νε2 (2) 
. ἃ- 


Λύση: Η (1) αν αντικαταστήσουμε τον πίνακα Α και κάνουμε τις πράξεις εί- 
ναι φανερή. 


ος) προ σπ ς) 


"ος 0) ο. .. ζνε ου 


αἲ «βΥ « .. [αἼ.αδ αλά « [αν 0}. 
αγ.νδ βΥ.5’ αγγ αδιδ' ϱ  αὔ-βυ 
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ο ο αβ»βδ-αβ-βδὶ .(0 0 
αγ»γδ-αγ-δγ ον κ 0) 

Αν στην (1) θέσουµεα - -5,β - -7, Υ- 3, ὅ - 4 παίρνουμε την 

Α19ΑΙ - 0 και αν πολλαπλασιάσουμε τα µέλη της µε τον πίνακα Α '' έχου- 
µε: ΑΙΛ(Α29Α9Ι) «0 - ΑΛΑ: 19Λ”Σ «0 


30α. Ἔστω οι πίνακες Ν (α) -ἆ- ο - Σ(κ) -ἆ κ ή 


"ημχ ουνκ 
µε χΕΜΒ. Δείξετε ότι: 1) Η (κ) ΣΣ (κ) -Ἰ, 11) Κα λυθεί η εξίσωση: 
.  Στ(κ)-Η (κ) -0. 


Λύση: {) Είναι Η7 (κ) - ο μα -- ν) α 


ημχ συν ημχ συνκ 


αἄ ο 2συνχημκὰ . 1 ημὂ2χ 
2ηµχσυνχ  ημ7χασυν2χ ημὂχ 


και Σ3(χ) . ο. ή π ῥ ο. -. 


-η'μχ συν -ημχ συνκ 
ἅ μα ρα] οἆ ( 1 -ὴ 
-Όημχσυνκ ημ7χεσυν-χ -ημᾶχ Ί 


Ἆρα μ” (κ) 1Σ1 (κ) «3 α Ἰ) {, ῇ) .Ἰ, 


ϱ 2 0 1 
11) Ἡ εξίσωση είναι ισοδύναµη µε την 2 ( Ἱ -ημξ - Ἱ .0 
-η”μᾶχ Ί ἡηἡμὲκ Ί 
- 3 ν . ο -- ημῖχ «0 --- ὂχ κ, κεζ 
2ημᾶκ 0 00 


κΠ 
-.κΧ "το κεζ2. 


308. Αν οι πίνακες Α,8Β 2χ2 ικανοποιούν τις σχέσεις ΑΒ - Α και ΒΑ - 8 δεί- 
ξετε ότι Α΄ -Α και Β΄ - 8. 


Λύση: Από την σχέση ΑΒ -Α..» (ΑΒ)Α - ΑΛΑ --Α(ΒΑ) «Αὖ-. ΛΑ - 2 
΄0µοια απὀ την σχέση ΒΑ «8 --(ΒΑ)8 «β΄ -» Β(Λ8) «Β2-.8 « βὲ, 


30Υ. Λε(ξετεότι αν οι”χ3 πίνακες Α,Β επαληθεύουν την σχέση: 
(Α-λΙ (8-11. } -(Β-ΛΙ (ΛΙ) -- Λ8 - ΒΑ όπου λΕἩΕ και Ἰ, ο µονα- 
διαίος 33. 


Λύση: ᾿Ἔχουμε (Α-λΙ 9) (8-λΙ9) - (Β.Δ) (ΑΛ) 
--ΛΒ-ΑλΙ λΙ 18 λ11,  ΒΑ-ΒΛΙΣ-ΛΙΝΑΡΛΙΣ -- Α8 - ΒΛ. 


1 
ο. Ί ) εκ μκίνλ. 
ο. 


4 ᾱ, Ἡν 
Λύση: ΄Εχουμε: Α΄ Α.Α” [1 | .... 
1 υ ντ 
191! 1! 11! 3 . 3 τη 
. {11 τν Τα] ῇ 3 αἱ -3 ΄ ἑ τπτ νους 
τν τι ντ] ο ο πα 
τῇ { 
Α. «ΑΛΑ 311 1 11 ο... 
το πα 
Έστω ιο δι δηλ. ισχύει γιαν «κ.» -.. 


32. θεωρούμε τον πίνακα | - τν ) .. Να υπολογιστεί ο ΑΛ’. 


Λύση: Ἐχωνε κ’ «ΛΑ» (2 δι. 1 ο. 4 π 
1) ᾖ-ὸ -ὂ) Ἅᾖ - 


Έστω Α’ «Λ.ν ΑΣ «ΑΜΑ «Α: « Α δηλ. ισχύει γιαν «κ! “Αλ” «ΑΛ. 


.ᾳ του 
5. κα τας αύπα:Α [ο Ί κ τουιο 
και 6 - ΛΙ. ο 0 1 0 1 
{. Να υπολογιστεί ο Β”, νΕΥΝ 
4. Να υπολογιστεί ο ΑΛ’, νΕΝ 


- ὦὉ 


οσσσωσωοσ- 
ιδ 
ο -- ο 
π 


ο 0 0 
Λύση: Β «Ίκαιθδ «β.«00 Τ]) -μρ-βθ.0 
ου0υ 


ϱ1) θε) 


ο ο - 


--νς:νβ -, 
11. Ἔχουμε Α" - (Β51)” -  ) Πβε(") ΓΙ” 33Β” - Ι41νβ. "η β2 
1 2 


-Α΄ -{0 1 ν 
ϱ 0 Ί 


34. κ τς ) και 8 ς ν)’ .εν». Δείξετε ότι: 
;.Ἡ αα 


{) Α’ 2", 1) 8 -2”" αλ. 


Λύση: Εφαρμόζουμµε τη μέθοδο της επαγωγής (1) για ν - Ί είναι ΑΣ - 2)Α 
-”-Λ- Α ισχύει. "Εστω ότι για ν - κ ισχύει Α" - 23:7Λ (1) και θα αποδεί- 
ξουμε ότι για ν - κ»! ισχύει ΑΣ - 2"3Α (2). Πολλαπλασιάζουµε τα µέλη της 
(1) µε Α και έχουµε: Α.Α - Α} - 2114 (3). 


αλλάαὶ - { σα Α.-(22 .., Ὦ} « 24 και η (3) γίνεται: 
{ τ) {τν 1) {ο ιά 


Α.Α 21312Α - 2Α επομένως η (1) ισχύει ννεΝ. 
11) ΄0μοια για ν - Ί ισχύει γιατί είναι Β -αβ - [α . - Β 


Ἔστω ότι για ν - κ ισχύει Β" - 2":1ᾳ"Α και θα δείξουμε ότι για ν - κε] 
ισχύει 839 - 2”α”31Α, 

Είναι όμως Β" 3 -β'Ββ - 2":1ᾳ3Λ8 - 2” Ἴᾳ1ΛαΑ - 2 Ἠ1ᾳ "142 «2 ὰᾳ "12Λ. 
- 2"α""1Α, Επομένως η (11) ισχύει Υ νεΝ. 


35. Αν Α ένας πίνακας 2χ2 και Α΄ - 0 δείξετε ότι: 
(1) Α(Ι ΛΑ) -Α (1; - µοναδιαίος 2χ2], ν ΕΝ. 


Λύση: Για ν - Ί είναι Λ(Ι)9Α) - ΑΓ 19ΑΣ - ΛΙ190 - Α και η (1) ισχύει. 
Εστω ότι για ν - κ ισχύει Λ(119Α)" -Α (2). 

θα δείξουµε ότι για ν - κ] ισχύει Α(Ι29Λ)" 1 «ΛΑ (3). 

Η (2) γίνεται Αί129Λ)" (119Α) - Α(119Λ) ---Α(19Α)" Σ - ΛΙ 9Α3 

--- Α(119Λ)" Σ - Α1.90 - ΛΙ, - Λ. 

Αρα η (3) ισχύει επομένως η (1) ισχύει για κάθε φυσικό ν. 


36. Αν Α ένας πίνακας ν«µ δείξετε ότι: 
1) 0-0 τι) (-Δ- -Λ 
11)λ0ο-0 τν) (-λ)Α - λί-Λ) 
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Λύση: {) Ισχύει (λ-λ) «0 -(λ-λ)Α -0Λ --λΛε(-λΑ) «0Λλ-»0 «ΟΛ γιατί 
οἱ πίνακες λΑ και (-λΑ) είναι αντίθετοι. 

4414) Ισχύει Α.0 -Α-ελ(Λ0) -λΛ-» λΛ9λΏ - λΑ --(-λΑ)(λΑ»λθ) - 

. (ΛΑ) (ΛΑ) --- {(-λΑ)9λΑ]9λ0 «-ἰ (λΑ)9ΛΑ]-.0 10 «0 --λθ - 0 

414) Είναι ΘΑ - 0 ---[(-Π)111Α «0 --(-1)νΑ «0 - 

-- [(-1)ΛεΛ]ε(-Α) - 0-Α --- (-1)Α[Λε(-Α) ]« -Α ο -1)Α0 - -ᾱ 

«ο (-Ί)Α - -Α. | 

{ν) Γνωρίζουμε ότι Υ λ,µεΒβ ισχύει µί(λΑ) - (μλ)Α οπότε µε µ --Ί και λΕΒ 
παίρνουμε: ((-1)λ)Α . λ(-1]Α - λ[ί-1)Λ] -λί-Λ). 


3]. Αν οι πίνακες Α και Β είναι αντιστρέφιµοι τότε: 
{} (48) 1 «ΒΛ Η) (ΑΛ 


Λύση: 1) Ἰσχύει (ΛΒ) ΑΒ)  - Ἰ και λόγω της (1) αρκεί να δείξουμε ότι 
(ΑΒ){Β:1Α 1) - 1 και λόγω της προσεταιριστικής ιδιότητας αρκεί να δείξου- 
µε ότι: [{Α8)8:1]1Α 31 «1 --.[Λ(ΒΒ"Σ)]Α} «1 -- (ΛΙ) ΑΣ ΤΑ). ]Ι 
που είναι αληθινό. 

"Αρα ο αντίστροφος του πίνακα ΑΒ είναι ο πίνακας Β33Α 3, 

: Γενικότερα ισχύει: ({ΑιΑ2...Λν) } - Α.Α... Δ.Α’. 

434) Επειδή ισχύει ΑΑ:: -Α”2Α - Ι τότε συμπεραίνουμε ότι ο Α:} είναι αν- 
τιστρέψιµος και ότι ο αντίστροφός του είναι ο Α δηλαδή (Α:1) 3} -Α. 


38. Αν Λ,Β.Γ πίνακες κχν και ο Γ είναι αντιστρέφιµος δείξετε ότι: 

1) ΑΙ -ΕΓ-.ΛΑ - 8 

11) Γ.Α -Γ.8Β -Α- Β (ιδιότητα διαγραφής). 
Λύση: {) Αφού ο Γ είναι αντιστρέψιµος υπάρχει ο Γ”, ᾿Ετσι αν πολλαπλα- 
σιάσουµε απὀ δεξιά τα µέλη της (1) µε Γ.Σ έχουμε: 
(ΑΗ  -(ΒΓΗ:.  -- ΑΓΓ 1) «Β(ΓΓ 7] «ΑΙ, -Ε8ἳ ΑΛ 8 
{4) Είναι ΓΑ - Γ8 -«Γ (ΓΛ) -Γ(ΓΒ) --(Γ ΓΙΑ «(ΓἍΓ]8-.Ι ΑΔ - 1.8 
-Α - 8. 


39, Αν Χ πίνακας 2χ2 αντιστρέψφιµος και αν Χ'"' - ᾳ ὴ . Να βρείτε τον 
πίνακα χ. 2 


Λύση: Επειδή ο πίνακας Χ είναι αντιστρέψιµος ισχύει 
-ἲ 
(ΧΑ .χ.ο . ὴ .χ 
-. ᾷ 
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Άρκεί επομένως να. βρούμε τον αντίστροφο του πίνακα ῇ ) που θα εί- 
ναι ο πίνακας Χ. ' 3 


Ας υποθέσουμε ότι ο αντίστροφος του ᾳ ) είναι ο πίνακας 


χ'- [ν ὴ τότε θα είναι: 
ω φ 


τσ) ή-(ς 59) 


. [ Ἡ) --- µε το σύστημα. 


αν 
ΧΥ - 1 χΧ- γ. ο. 
3 
ο. 3χ42γ -0 --- 5Υ --ᾱ «-- μα 
ωφ-0 ωςφ φ- 
34ων2φ -Ί δω - Ἱ ω. τ 


ο -ᾱ 
"Αρα ο πίνακας Χ - » 5 λ | 
1. 


1 
5 5 . 
40. Αν 0 -αὔ-βγ 0 κάι ο2χ2 πίνακας Α - . :) είναι αντιστρέφιµος τότε 
γ 
ισχύει: Αὶ --Ἡ- ς ά όπου Ὁ - Ἡ Ὁ - αὔ-βν 
Ύ α υγ ὅ 


Η Ὁ ονομάζεται ορίζουσα του πίνακα ΑΛ. 


Λύση: ᾿ἔστω Α΄ - ν ’) ο αντίστροφος του Α τότε ισχύει: Α΄Α «ΑΛ΄ -] 
ω ϕ 


(9) ᾖν τν τν ον) ων 


που ισοδυναμεί µε το σύστημα: 


αχ»ΥΥ - [α]κ/γ/ 0 [α]1/γ) 0 
βχ»ὅν -0 κ γ(αὔ-βν) - -β 
ωὐφ-ο  9-ΑΥιδ ο - |κ-λὰ ο“ 
γ --. 
{βω»ὅφ » ! ω- -ν ω. -ᾱ 
«109 οφ - αἱ. φίαὔ-βγ) -α 


07 
Ια]ήγ/ /0,0ο ἰαι2)γ! 0, 0 
«5 "ο ὃς 
Ἱ δ 
ο. "ταδ-δυ 
α 4 5 α 
ιν αδ-βυ 
ο. -- 








Ἔ τ ή Ἡ 
Ἅτ] ος σης . ἡ 

. - . πα α3 
. τη 


υγ «0,2 ἵνγ-θδ.ᾖ 
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Αν θέσουμε Α - ϐ Ἰ και 8 - ς ) τότε η (1) γίνεται: 
ϱ 1 ο. 
(α) ΑΧ - Β και επειδή η ορίζουσα του Α είναι Ὁ - Ἡ ! --τ40 
] 


υπάρχει ο αντίστροφος του Α και είναι Α᾿ - π ( η . ῄ ) 
ϱ -ἶ ϱ 1 


"Αρα η εξίσωση (α)--Α) (ΑΧ) «ΑΒ (ΑΣΛ)ΙΧ- Α.β--- ΙΧ - ΑΒ 


σα κ λνρκκα- 2 { λα 6 ς 
ο 1/31ο 3/ ϱ 3 
2. Ίος τρόπος: Με την αλγεβρική μέθοδο αναζητώντας ένα πίνακα 2κ2. 


2ος τρόπος: Ο πίνακας ων η είναι αντιστρέψιµος γιατί η ορίζουσα του 
-ἵ Ί 


-- 4 
-ἳ Ἱ 


ποπ οἱ) 963 


κ) -- 
: μη]. '. -ὂ 


πα ) ; π -- Χ- 9 λα. 

"νι. - αν -ᾱ-ᾱ ὁ -Ἱ 

3. ἴος τρόπος: µε την αλγεβρική μέθοδο. 

2ος τρόπος: Αν θέσουμε: Α - ["' 0 λα ο ντ [ ) 
2 1 . Ἡ 4 10 


τότε η εξίσωση γράφεται ΑΧΒ -Γ (1). 
Επειδή δε οι πίνακες Α και Β είναι αντιστρέψιµοι και είναι: 


ο ον προ οὰ 


Η (1) Αὶ (ΑΧΒ)Β" ΑΓ”) --(ΑΛΙΧΒΒ: -Α ΓΗ" 
---- ΙχΧβΗ”" «ΑΤΓΗ  - ΙΧ «ΑΤΓΠΗ ν -Αιβ-- 


σαν στ ς 3 
ν 





| --2)4 «2/0 


ϱ«. Χ- 
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4. Ίος τρόπος: Η εξίσωση ισοδυναμεί µε την μον - . ῄ )) 


6χ 7 6γ. 
7χδῖ - ἸἹ .. - η .--ᾱ 
δω 6 
-- |... κκ. ο 
θχ.7ζ «0 κ. --- κ --ᾱ 
ϐγ7ω - Ί υ- τἩ ω - τη 


"Αρα λύση της εξίσωσης είναι ο πίνακας: 


6 
μι ἴπ δι 4 Να 
Στ ο «ΧΝ 7 13 {ς 7 
13 13 


ὃος τρόπος: Επειδή ( ) [ ὴ : 1 ο πίνακας ἴ ὴ 


είναι ο αντίστροφος του ι ὴ που υπάρχει γιατί η ορίζουσα του είναι 


σσ σα ασ) το9 


5, Ίος τρόπος: Κάνουμε τον πολλαπλασιασμό και υπολογίζουμε τα Χ,Υ,Σιω α- 
πὀ την λύση του συστήµατος (το οποίο είναι αδύνατο). Άρα η εξίσωση δεν 


έχει λύση. 
2ος τρόπος: Με τον αντίστροφο πίνακα: 


Επειδή ο πίνακας Ἱ . δεν αντιστρέφεται γιατί η ορίζουσα του είναι 


0 η εξίσωση είναι αδύνατη ἡ αόριατη και επειδή ο πίνακας 


ῄ 3 1, ὃ η εξίσωση είναι αδύνατη. 
2 4 οο0 


6. Ίος τρόπος: Με την αλγεβρική μέθοδο 
Κάνουμε τις πράξεις και η (6) --- ο) . υ «-- µε το σύστημα 


ΧΥ 


οκ] δω υγ-2 
Χ3Υ - ϐὃ ΧΥ «6 χ- 4 


"Αρα λύση της εξίσωσης είναι ο πίνακας ϱ) ἳ κ 
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2ος τρόπος: Με τον αντίστροφο πίνακα: 
Επειδή η ορίζουσα του πίνακα ( . είναι | . |” 6/0 


υπάρχει ο αντίστροφός του και είναι ο 


1) μὴ) π . κ αώὠδιώνι 
ρ 


1 5 
( -5 απ -5 Γ { λὰ Γ () ν Ἡ 
. τ ντ αἃ ᾽) στ το ση / ᾿ 
7. Ίος τρόπος: Επειδή το δεύτερο μέλος της εξίσωσης είναι ένας πίνακας 


χ 4 
ππ 6) 1) 
2χ! θα πρέπει και το πρώτο µέλος να είναι ένας πίνακας 2ΧΊ. Επομένως θα 
πρέπει ο πίνακας Χ αν υπάρχει να είναι 2ΧΊ και έστω ότι είναι ο 


Χ ) τότε η (7) -ῄ ) (ν) . )-- 
γ -ᾳ γ 4 
. .. ΄ () --- µε το οὐστημα 
3χ9Υγ 4 

ῤ κ» 5 | χ- Ί 
3 δα 3Υ-4 

"ρα λύση της εξίσωσης είναι ο πίνακας ϱ) ) 

' γ 


1 
2ος τρόπος: Επειδή ο πίνακας ς Ἰ) είναι αντιστρέφιµος γιατί έχει ορί- 


3χΥ -4 γ-1 


3 


κα ιο 
, 8 -- 1 


ζουσα Ὁ 0 και είναι ς {] .ο4 Ἱ ώ η εξίσωση γράφεται : 


γΥ 5 


ὩὉαω ἵωώ--- 


3] 


ὃ ο Ἱἲ 
42. Να δειχτεί ότι οι πίνακες: Α σ 2 ) 
2 3-- 
13/48 -Ί/48 5/48 
και 8 - σ 1/6 τς) είναι αντίστροφοι.. 
1148 11/48 -7/48 | 


Λύση: Αρκεί να δείξουµε Λ:.8 - 1, 
3 -ἵ -ἶ 13/48 -Ί/48 5/48 
ὉΌμωςΛλβ-ί τι 2 3 ιν 1/6 1/6 . 
2 3 - 1/48 11/48 -7/48 
9/48.1/6.1/48 -3/48-1/6.11/48 Ἅᾖ15/48-1/6-7/48 ιο0οο 
./13/48-2/6.3/48 -Ί/48.2/6.33/48 Ἅᾖ5/4892/6-21/481 - 0 1 ) . 
26/48-3/6-2/48 -ᾱ/48.3/6-22/48 Ἅᾖ10/48.3/6.14 (48 0 0 1 


” ο 





: -ν ! ω -ν 
45. Να δειχτεί ότι οι πίνακες: Α»|, 8 το-γε ( ) 


είναι αντίστροφοι. 
Λύση: Άρκεί να δείξουµε 8 -ἹΙ,. 


.ω. ον -- 

0 β8 -[Χ χω-γ2 χω-γζ . 
Ζ ω 1 χ 
χω-γ2 χω-Υ2 


ἁ Ἱπ-.. ο δω, 
ΚΩ-ΎΣ  κὴ-γὲ χω-γΣ ΄ χω-γ: ( 0 
Ξ 5 .. 


πουν ο ο ᾳ 0 
Χω-γΣ  Χη-γζ χω-γΣ ᾽ χω-γΣ 
44. Αν χ "- ὴ) και |α/» ΙΒ], Ιδ]21ΥΙ τύτεο Χ είναι αντιστρέφιµος. 


Λύση: Άρκεί να δείξουµε ότι η ορίζουσα Ὁ » αὔ-βγ του Χ είναι 0. 

Ἔστω Ὁ » 0»-- αὖ -βν -- |αδἱ - [βΥ/ ---|α[/δΙ -ΙΒΙΙΥΙ (1) αλλά από 
τα δοσµένα µε πολλαπλασιασμό κατά µέλη παίρνουμε: |α[[δ[» ΙΒ! Ιγ/ (2). 
Από την (1) και (2) έχουμε το άτοπο, Επομένως είναι Ὁ ἑ 0 και ο πίνακας 
Χ είναι αντιστρέψιµος. 


45. Να δειχτεί ότι οι πίνακες: 


5 - 2 -Ἡ/3 -2/3 0 
λ- [-. 2 -ἲ και 8 - | -2/3 -ἲ -ἲ/3 είναι αντίστροφοι. 
2 -ι -ἲ ο -τ/} -2/3 


Λόση: Άρκεί να δείξουμε Α.8 ” τν 
5 -ᾱ 2 1/3 -ᾱ/3 0 
Όμως Α.8Β - - 2 -ἶ -./4 -ἵἶ -ι Ξ 
2 -ἵ -ἶ ο -τ/ -2/3 
ϱ/348/30 «10/34 -2/3 094/3-4/3 


- [4/1-4/3.0 Βϐ/3-291/3 0-2/392/3 . (0 
-2/3492/390 -ᾱ/ 3111 /3 0.1 /392/3 0 


- το 


ο - ο 
--οωο 


16. Δείξετε ότι ο πίνακας Α - συνθ»ημθ Ζημθ ) είναι αντιστρέφιµος. 
-ημθ συνθ-ημθ 


Λύση: Για να είναι ο πίνακας Α αντιστρέψιµος πρέπει η ορίζουσα του Α 
να είναι διάφορη από το μηδέν. 
είναι [9ημ ή | - συν”θ-ημ”θ.2ηµ”Θ « συν’θ»ημ’θ » 1 / 0 
-ημθ συνθ-ημθ 
"Αρα ο πίνακας Α αντιστρέφεται και ο αντίστροφός του είναι 
Αα” δα -2ηµ8 
ημθ  συνθηµθ 


47. Να λυθεί µε την µέθοδο των πινάκων το σύστημα: 2χ93γ 11 


κ 
Λύση: Το σύστημα γράφεται : . 5 φ» - ο) α . ) 
Χ-γ 7 κ γ 7 
τῇ κ (ην  ϱἩ .. 3 {χ κ 
! -Ί 7 { -Ἱ/ 1γ 7 
και αν θέσουμε: Α”- ῄ η όοπα 0) .... ο. το σύστημα γράφεται: 
| -ἲ Υ 7 
ΑΧ - 8 (1). Επειδή δε ο πίνακας Α είναι αντιστρέφιµος η εξίσωση (1) γρά- 
φεται Α” (ΑΧ) «ΑΒ -»(Α:Α)Χ - Α1β «ΙΧ -Α1β- χ-Α.8 (2) 


-Ί - 
| ”ἲ τσ - 1 ω 
είναι δε Α Ξ ς ) 


υἡ-- ὁἡ-- 
ον ὅὁνω 


ς 3 
Επομένως η (2) δίνει: Χ - : : ) - Χ | ὰ, κ "[ς) 
- -25 : 

5 5 τ 


"Αρα λύση του συστήµατος είναι ηκ- 2, Υ 5 -». 


ΑΛΥΤΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ 


1. Να γίνουν οι παρακάτω πράξεις: 
α) [2 3 -µ]-[-ι ο ϱ].[-2 ο 8] Απ. α: [1 3 ο) 


2 0 -Ί Ί 
β) ή : 3 β: |-5 
Ί -ἲ 3 5 
3 -ἲ 0 
γ) ἠν[ἷν Υ: δεν γίνεται. 
0 ο ἲ 
ο“ τα 3 3 . 1 {- 
5) 3 0 -ᾱ- -ἱ -ἱ ο ᾖ -ᾗ ὅτ ο -ᾱ -ᾱ 
] αι 4 ϱ «4 «4 
3 3 


ἆ «- 
2. ΛΑ [5 Ἱ ... .. Γ σε νε: 
.- 1 -ἲ -ἲ 0 2 -ἲ 
Να βρεθεί η τιµή της παράστασης Π - Α-3842Γ-4Λ Απ 

«1 10 


4. Αν Α «| ὁ Ἱ] , Να βρεθούν οι δυνάµεις Α.Α Α΄ ΑΛ. 3 η 
ϱ 4 0 10 


27. 37 175 

ϱ 64 0 256 

4. ΑνΑ-ἰ α Τι Να δείξετε ότι Α΄ - ο " 
ϱ α 0 1 


Ί 2μι 
5, Αν Α- | 3μ-2 5 σµ | . Να βρεθεί ο µ, ώστε ο Α να είναι συµµε- 
! μ’ 2 τρικός, α.μ.ς 


0 2 5 ] 
6. ΑνΑ- |-»2 λ-δ 10 | .. Να προσδιοριστεί ο λ έτσι ὡὧστε ο Α να 
-5 λ-δ΄ 0 
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είναι αντισυµµετρικός. Απ. λ - -ᾱ 
ΣΝ κ σι κ ο κν 
ὂὃτ -ω -ᾱ 4ω ΖΤ-ω 0 
Να βρεθούν τα Χ,Υ,ζ,ω Απ. (Χ.,Υ,ζιω) Ξ- (6,0, 1-2) 
-2 4 8 
8. Αν Α «{ "ὁ 8 και ϐ - ἡ 
2χ10 4γ -κ-2γ  - 
Να βρεθούν τα Χ,Υ έτσι ώστε Α-28 - 0 Απ. (ΧΙ) Ξί- στ ͵ 3) 
ορ μη. 
6 -ἶ -2 ἃ4 
Να βρεθεί ο πίνακας Χ. Απ. Χ " . ἡ 
.-α 
10. Αν Α - | ο“. οἳ ο Γκετ π ) δείξετε ότι ΑΒ ἑ ΒΑ 
ο -ι 2 Ἱ ια 6 
;.ὓ Απ. 31Λ8 , ἃ ΒΑ 


11. Αν οι τετραγώνικοί πίνακες Α και Ώ επαληθεύουν τις σχέσεις 


2Α:38 - κ η και Α-8 - | ν | . Να βρεθούν οι πίνακες Α και Β 
κ.α κε π . |. ην 
5 2 2 -ἶ 


ς ᾗ] 


ἀχ' -ᾱχ1 2 ἀχτ ε]κ 3χ7 «Εκ 
12. Δίνεται ο πίνακας Α -ἰ Ἰκ)-Ίδ94κ 3 -σχν2κ 
4 κ) ο λγ. χ' -θχ)ε{ 
Να βρεθούν οι πίνακες ΆΑςνΑι,Άλ,Άχ,Λι έτσι ώστε; 
Α -ΑιθΛικοΑικ7 Ακ ΣΑ". ἀχ" Οκ -ἀχλν ἀκλκῖκ ἀχ2βκ 
Απ. Είναι Α -ἰ Οχ97κ)νόκ:-ἲ2 3 -δχ" οκ | 





{ οχ”Οκ14χ290  θχεΙ2 κ'-θχ)εὶ | 


3500 00 -ᾱ 4 3 ο... [ευ ο] 

9 1 : 
.“.00-ικν]ιτο οι κ» 0 0, κ Τσο 2 | χι ]-12 3410: 
ο 0 | ϱ 0 -6ἱ ϱ 0 


{ 


ἰίο6 οἱ [οτι 1) 
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14. Να λυθούν οι εξισύσεις: 





.. Χέ 1] μα. .Ί 1) : Απ. ΤτΧ- (17] 
ο 1 
μμ εἰ. ἡ 
ο. ιο 3 
1. Χ . ἴ 
ε ή 3 υ αν 
α «ἵ 
ϱ 2 ν ας 
.[ε] ᾿ [4 6] 4: Αδύνατη 
γ 
! -ι 0 χ -ἲ 21 
51-34 2 νἱ5-ἱ 2 5: ἡ 10 
{. 4- 2 4 -5 
6, Χί-ι 3) - ϱ ε(-ἳ 4) 6: Αδύνατη 
μη ηµ η .ῃ 3] 7.12 2 
-6 ω ϱ 1 3 Ί 
ϱ -ἵ 6 
8. 2 ᾗ -: 3 μ4χ εἰ 2 4 8: Αδύνατη. 
Γι 4 τα 
ο 2 4 
14. Αν Α - 1 ϱ 2 και ἵν, 0 είναι ο µοναδιαίος και µηδενικός πίνα- 
.α 
20 
κας 33, Να προσδιοριστούν τα Χ και Υ έτσι ώστε: 
(Α- κ) (ΑΥΤ) Ξ0 Απ.: (Χ,Υ) 5 (2-1), (Χ,Υ} -(- 2) 


15. Αν ς ἠκνα]ι η. Να βρεθεί ο πίνακας Χ.Απ.: Χ" ο ὴ 
ο 3 ο 2 ίο 0 


16. Αν Λιβ - 1 δείξετε ότι ΑΒ -0»-- Α - Ά και 8’ 8 
17. Ας 4 δείξετε ότι 1 κα « 
0 α 


186. Ἱα λυθεί το σύστημα: 
η κ.[) ην] ν 
2 -ἶ --- -8 
ι ᾱ].. απ . ν.»| ἵθ 
4 -ὂ Ί Ἱ -3 
19. Ἰα λυθεί η εξίσωση ΑΧ - ΧΛ αν ισχύει Α7 -2Λ. Απ: Χ- Λ 


20. ᾿Εστω οι πίνακες ΛΑ - κ . 8 - - . | δείξετε ότι: 
κ ὅ ε 


1) ΑΒ - ΒΑ, Τ1) (Λ.Β)Σ - Α242ΑΒΑΗΣ, 111) (Λ.«Β)(Α-8) -Α2-β7 


21. ᾿Εστω ο πίνακας Α - | Όυνα ηµα να υπολογιστεί το άθροισµα 
-ημα συνα 


Σν ΑΛ) Λ19,. Λ' | ρα ἒ. συν (ντα) συν.) υ να] ημ-ς 
.. -- τα 
η Ἱ-ημ .) ".ημ συν (ντ) συν ον 


25. Δίνεται ο 2Χχ2 πίνακας Α τέτοιος ώστε Αξ1ΑεΙ, -ϐ 
1) Δείξετε ότι είναι αντιστρέφιµος 
11) Δείξετε ότι Α22ΛΙ111 - ϱ 


23. Αν Α ν η και Β . 3 ) » να βρεθεί ο πίνακας Α”1β 3} 
ϱ 3 


Απ.: -ς | 6 -ᾱ 
2 . .6 


24, ον. : να βρεθούν τα Χ,Υ έτσι ὡστε: Α2 - 1 
υγ κ 
μ.ο τ] [ να. η | ἡ 
. Ὁ 0 1 -ἵ 0ο 0 -ἶ 
0 μι 
25. Αν Α ή, ὴ .. Ί . Ἡ . Να βρεθεί ο πίνακας χΧ - Α(ΛΒ)-28 
αι ν] 
8 0 
26. Για ποιές τιµές των Χ,Υνω,φ οι πίνακες Λ {. ] και Β εν ἳ 
η ἳ φ 
αντιμετατίθενται. Λι Χ-Ξ Υ- 0, αφ τυχαία, κ - γζω-φ 


Ζ7. Δίνεται ο πίνακας Α | ε] » δείξετε ότι ικανοποιεί την σχέση: 
Α1-Λ-5.]- 0 


31. 
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λ1-5λ λ 
Για ποιές τιμὲς του λΕεΕΒ ο πίνακας Α - είναι αντιστρέ- 
ψιμος. νε 
Λα.: λ 
Αν ο πίνακας Α τάξεως 2χ2 ικανοποιεί την σχέση Α’ -Α29Ι τότε είναι 
αντιστρέψφιµος, Απ.: Είναι Α(Α7-Α) -Ἰ 
Να λυθεί το σύστημα: 


ΜΕ 
ὃ 1113 


Αν Λ,Β αντιστρέφιµοι και είναι Α ή : η και Α 8 ᾿ ο ' 
Ία βρεθεί ο πίνακας ὃ. πο 1 - ἡ 
-ἲ 
0 1 η | 1 1 121"1"“ 
[ία επιλυθεί η εξίσωσητι { 0ο Τ|.-ὰ τα .”. 
το) ΓΕ 


[ία λυθεί η εξίασηή ' ἡ .Χ- 


2 ϱ0 

Αν Μ(λ) - ϱ Τ λ δείξετε ότι Η(α)Ν(β) - Μία»β) 
υ 0 Ἱ 

και ότι ο Η(λ) είναι αντιστρέφιµος. 


αλ. 3] δείξετε:; 1) Α᾿ ην ν, 
ϱ 1 ο 


44} Α.νβλς ΛΣ 5 (Ον ΤΑ" 


Δείξετε ότι ο πίνακας Α Ἱ ' η επαληθεύει την σχέση Α2” "1921 ΆΛ-0 
όπου ν - 2ρ51,ρ ΕΝ" ο 3 

Αν ΑΔ «ΒΑ και Αἱ-83 - 1 δείξετε ότι ο πίνακας ΑΛ-8Β είναι αντιστρέ- 
Ψιμος. µπ.: (Α-0)(Λ98) -Ι 
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36. Αν {(χ) - χ2εδχ-11 και Α . ! οδείζξετε ότι (ΑΛ) -0 


39. Αν Α - λ η 8 Ί 3 : τότε να προσδιοριστούν τα Χ͵γ ὠώστε: 


0 χ γ 
Ἱν «) κκ κ.) η 
ϱ 1 
111) ΛΣ-2Λ"Α: -ϱ Λη.  χ- 0, Υ - 3 


40. Αν οι τετραγωνικοί πίνακες 2χ2 Λ.,Β,Γ και ικανοποιούν τις σχέσεις 
(1) ΑΒ - ΒΑ και ΒΑ - Γ2 (2) και είναι και αντιστρέψιµοι, 
Δείξετε ότι Γ; -(Λ:1ΓΑ)2, 


γραµµικα συστηµατα 


1.7. Γραμμική εξίσωση µε ένα άγνωστο λέγεται η εξίσωση της µορφής: 
αχ -β, α,βεΒ. 
Αν α { Ὁ π εξίσωση έχει µοναδική λύση την κ .5 


Β 0 η εξίσωση είναι αδύνατη 

Ββ - 0 η εξίσωση έίναι αόριστη 

Κάθε εξίσωση της µορφής αιχινα.κ29... Λας χΞ β λέγεται γραμμική εξίσω- 
ση µε ν άγνωστους. 


Αν α - 0 και 


Το σύνολο των γραμμικών εξισώσεων 
αι ινα Χρ... αιμΧ, Ξ βι 
αρ ιΧαας2Χ2..««ασκΧμ - βῃ 
ών κακό οκοαδοόο (1) 


ανιΧινα, 2... ἄν μΧ, Ξ β. 


ονομάζεται σύστημα ν εξισώσεων µε µ αγνώστους, Λύση του συστήµατος (1) 
ονομάζεται κάθε µ-αδα (Χι,Χ2,...,Χι) που επαληθεύει όλες τις εξισώσεις, 
και αν 5 το σύνολο των λύσεων ενός συστήµατος τότε: 

Ὦ) Αν 5 - 6 το σύστημα λέγεται αδύνατο 

11) Αν 5 { 6 το σύστημα έχει µια τουλάχιστο λύση και λέγεται συµβιβαστό, 
1141) Ἂν δύο συστήµατα έχουν το ίδιο σύνολο λύσεων λέγονται ισοδύναμα 
ν) Αν βι -βε " ... Ξβ,Ἔ- 0 το σύστημα λέγεται οµογενές και έχει πάν- 
τοτε την λύση (0,0,...,0). 

ν) Ανα. -αισ 5... Ξαννξ 0 και β, 6 0 το σύστημα είναι αδύνατο, 
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1.8. Νέθοδος των διαδοχικών απαλοιφών. 
θεωρούμε το σύστημα: ο, | (Α) 





61 Χ3ΒΙΥ 5 Υι 


Το σύστηµα (Α) γράφεται σαν εξίσωση πινάκων ς Β η . µ 
αι Ββι 11} γι 


αιχ»βιγγιζ - δι 
"θµοια το σύστημα: αακ»βα/γ1Σ δ, (8) µπορεί να γραφτεί; 
αι Χ4βΒΑΥΥ17 - δν 











αιβι Υι][ὰ δι 
αι β; 1] Υ - [5 κ.λ.π. Μπορούμε αντί να δουλεύουμε στο αρχι” 
αι βι ΥΣ δι 





κὀ σύστημα, να δουλεύουμε στον πίνακα: 
αι Βι Υι : ὃν 
α,. βε γε 1 δεί (Π) 
αν βι }; : ὅ 
του συστήµατος, που λέγεται και επαυξηµένος Μίνακας. 
Για τη λύση του συστήµατος (Σ) προσπαθούμε να φέρουμε τον πίνακα (Π) στη 
μορφή: { 0 0: κο 

ο { 0: γο] (πι) 

ϱ 0 Ἱ : 2ο Χ Χο 
οπότε η λύση του συστήµατος είναι η: γ]”- η 

: το 
5 Αν κάποια γραµµή είναι της µορφής (0,0,...ἰ 0) το σύστηµα είναι αόριστο 
και αν {0.0,... Ἰα) το σύστηµα είναι αὔύνατο. 

Για να πετύχουμε τη µορφή (Πιν) 
Μηδενίζουµε πρώτα τα [α,αι]προσθέτοντας στην η και τρίτη γραµµή κατάλ- 
ληλα πολλαπλάσια της πρότης, 
Μηδενίζουµε το β:, προσθέτοντας στην 2η γραµµή, κατάλληλο πολ/σιο της 
δεύτερης. 
Κ.λ.Π. 
Τα παρακάτω παραδείγματα κάνουν ποιό κατανοητή τη µέἐθοῦο. 


Ἔστω το σύστημα: αχ.βΥ " Υ - ο ν].ῄ ο 
αιχ.βιγ- γι αι βι: Υι ϱ Τ1τ}γι 





(κ) - (Χο,Υο) 


ο ουοτ.-λκ ο ο. 
Αν ϱἳ , αδύνατο. Αν ) -» αόριστο 


ΛΗΣΝΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ 


1. Να λυθεί το σύστημα: 


2 3:50 1 3 -ί 

πω ε1 -2 

Γ υ: 2ὰ 2 ( 
ω τν πα 


2. Να λυθεί το σύστημα: 








2 
0 


0: 


ι 








2χε 


δη 
3 


1 
1 


3γ - 
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5 
ὰχ-2γ - Ἱ 
Λύση: θεωρούμε τον επαυξηµένο πίνακα του συστήµατος: 


δο.., 


5 
13 


2χΗ5Υ - 3 
4χε ΤΟΥ - 4 
Λύση: Θεωρούμε τον επαυξηµένο πίνακα: 


{ ο. μ. ς 
4 10:4 νο. 


Επειδή η τελευταία γραµµή είναι της µορφής (0,0,...Ι α) --“αδύνατο. 


54 
0 : 


3) 


) κ. (κ) (1,1). 


Χ-γεζ - Ί 
1. Να λυθεί το σύστηµα |2χ-2γ.7 -0 
χι -5 
Λύση: Ἀλγεβρικά. ᾿Εχουμε: 
χΧ-γ»ζ - Ἱ μα] ' χΧ-γ.ζ - Ἰ χΧ-γεζ - ἸΊ 
2χ-3γ.ζ -0 - ... «Υ-τ - } --- - οὗ 
ἆχογεζ - 5 : 4γ-ο1 -2 . οᾱ 
Χ-γ.2 - Ἰ χΧ-γοζ -Ἱ 
γ.Σ - 2 η Ἵωστς ον 
Σ- ] πλω Σ Ξ Ί κ αἩἳ 


--- (ΧΙ) 5 (1191). 


Με πίνακες: Ξεωρούμε τον επαυξηµένο πίνακα του συστήµατος: 


ω. νο - 


.. 


-Ί 
-ᾱ 
] 


-Ί 
-Ἱ 


ας 
3 
4 


ά 


4] 


ου τους 

ο -ἵι -Ἱ: -ἶ [ -- 
΄ 

ο ος , 

“δ - Ί 

ο -ι -ἵ: -ἷ .. 

ο 0ο -ᾱ: -ᾱ3 -ᾱ 


{ -ἵ 1 -ἷ Ἱ Ἱ 
ϱ -ἵ 0: -ἵλ {ο 1ο: Ἱ- 
. το ῃ . ου Τα -ἲ 
ΠΠ Ἡ Ὁ χ Ί 
ο. απ. ὧν υγ] [1 -- (Χ,Υ2) 5 (1,11) 
ο», .Ἰ 2 Ί 
χ.2γ -4 
4. Να λυθεί το σύστημα: | ὰχ-γ -5 
ΕΧ4Υ - Ἰ4 





Λύση: θεωρούμε τον επαυξηµένο πίνακα: 


πο «ν ο. 
ο τημος {ο τη- 


η - (5) "() - (Χ)»(2,1) 
Ἱ γ Ί 


τσκ 


ϊ 
τω... 
ο 
-. αν 
- ᾱ 
πιω µμό 
4 
' 
Ρο 
ϊ 
ος. 





2χ4Υ Ξ 6 
5; Να λυθεί το σύστημα: | ὰχ-γ - 4 
Χ3Υ - 8 


ο τον επαυξηµένο μκε' 


το ο 
μ] ὴ ͵:].. 5: 10 .5 ωὲ 
Ί -ἵ : -το : (-1) 
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: 8) έχει το τελευταίο στοιχείο της 0 το σύστημα 


Επειδή η γραµµή (0 0 


είναι αδύνατο. 


κ-2γεσνᾶω - 3 
-Χογάτ-ω - 12 


Χηγεζω -7 
Λύση: θεωρούμε τον επαυξηµένο πίνακα: 


2χ-γ102σ-ω - 8 


6. Να λυθεί το σύστημα: 





2 
3 


, 


7 
-6 
-4 
19 


σ 


 Ἡ 
 ὁ: 
0 

5 


Ί 
-ᾱ 
-3 

2 


Ί 
0 
0 
0 


τί 


.-. 
3 


ν 


ο. ο σου 
στο 

-. τὸο-- 
! ! 

ο -- ο 


] 
-Ί 
2 
1 


1 
2 
ι 
] 


! 
-3 


1 
0 


7 
-0 


- Ἡ 
. ϱὃ 3 


1 
.3 


19 : 79 


0 


| [π 
στ. 
ὃ «6 : 45 


0 


0 


-- -- -- ο 


-ὁσο ο 


τα 


- ον οὉ 
. 


0ο 0: 
0 
1 


00 
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χ.2γ«Άσγδω -Ἰ 

7. Να λυθεί το σύστηµα: | 2Χ4/-2:3ω ”. -Ἱ 
Άχ-γεδχω - 3 

Λύση: θεωρούμε τον επαυξηµένο πίνακα: 
. 8 αγέι κ]. -3 1 
ο ι{ στι ] -- 0 
ἑή ἕπτιν υ-Ἡ 0 
ο.” Ὁτ ευ Ί 

ο «3 ο) ο! «8 4 - [ο 
κο τες 3 0 


: υ .ι1 1 

4 -Ἱ -: - - 
-Ἱ «Ἱ -Ί6: 0 .ο 
ο. ας. 
-ἲ -Ἱ 7: -ἶἲ - -Ί 
ϱ -4 -ἵ: - 1 


ο -- 


0 


. 5 5: 
τα 
ϱ 4 Ἱ 


! 
3 
ἃ 


Παρατηρούμε ὅτι υπάρχουν. άπειρες λύσεις που προκύπτηυν από τις εξισώσεις: 


ἁτνω - 3 


Στ -κ 


ο - 3-όκ 

Υ - 3-7κ-](3-4κ) - -18.21κ 
χ-1-2(-18.21κ)-3κ-δ(3-όκ) ” 1.36-42κ-ὰκ-Τ520κ - 
22-25κ όπου κε. 


Ἁγε]τεῖω - 3 -- 
χ2γΆσαδω - Ἱ 


2χ3γ-4χ -7 
5γ-τ -5 
3χ.7Σ -6 

Λύση: θεωρούμε τον επαυξηµένο πίνακα 
ὲ -ᾱ : 7 -4 

0 "5 


8. Να λυθεί το σύστημα: 





3 
5 
ο) 
2 
0 
0 
2 
0 
0 
2 
0 
0 


- 
. .. .. 


---(Χ,Υ,2) - (21.0) 
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χΧ2γ-47 -ϐ 

4χ.2Υ-727 - -ἲ 
9. Να λυθεί το σύστημα: κεγω8Σ - Ί6 

Χκ-γεζ - Ί 
Λύση: θεωρούμε τον επαυξηµένο πίνακα: 
Ἱ. 34 - τν -Ί 3 4: ϐ 
ὁ Ὁ ο οἱ 1 ο -Ἱο 9: -Ἱτ1 4 
Ι. 7 8: Ι6 - το 4 1: 16 
 ἵ τι: τι «--- πα εσ ἢἸ 
1 3 -ᾱ4: 0 . 34 -4: 0 
υ -ι0υ 9: -ί 2 ο -ι0 9: -Ι ὁ 
ο ο οἱ αλ -- ο ο 39: 39 39 
ο ο 5: {ή .]-5 ο ο -7: -7 -7 
Ί  -:. ὐ ] ὃ 4: 0ὐ . 
ϱ -ιο 9: - .. ϱ -ιο 9: -Ι Π λ0 
Ὁ να ας κε [4 
ϱ ο |! / ο ο ο:ο 
Ἱ 3 0: 4 ο ὅτε ] 
ϱ -ἶο 0: -ἶ0 -10 ο το0ο:1 -ᾱ 
ο. οἱ: 1 παν ο τε” αν 
υ οο:ο0 ϱο0ο60ὁ-:0 
ον ο. 
αν απ -- Ἅᾖ{ΥιΣ) ο (11.1) 
. ο ος. 
0υ00:0 

2χ-γεζ - 3 
10. Να λυθεί το σύστηµα: ; ἈΥΣ”0 

Αχεζγεζ - 4 

χ-αγιάτ -7 


Λύση: θεωρούμε τον επαυξηµένο πίνακα: 





ολ ο στο - 
Ἱ. τα κ. . {413 
. ο ου κ αν του 
ιο“ οτε. 5 -Ἱ: -Ἱτῖ 
ο ὉἩ ο τσ. 
τα Ἡ ἡ πα Ἡ ὰ, 
ϱ -Ἱ ϱ -6: -6 1-6 
ϱ 5 -7 ϱ -»: -6/ τ-2 
ὁ -ἶ 4 11ὸ 
0 ος ας τσ 
0 
0 


.. .. .. .. 
ω. ο. --ῶ 


ει ο ο 1 τ1 
ο ο στι 


Από την τελευταία γραµµή φαίνεται ότι το σύστημα είναι αδύνατο. 


χ.γΗΣ- 6 

χ2γιεᾶσ - Ἰ4 
ἀχ{4γΗ5Σ -λ 
Λύση: θεωρούμε τον επαυξηµένο πίνακα και τον µετασχηματίζουµε όπως φαίνε- 
ται παρακάτω: 


11. Να λυθεί το σύστηµα: 





 Ἱ τς ου ο τις | 
ο ο. τη 4 - ο 1 2:8 .. 
» ς οἱ ὰ 3 4 5) λ 
., ίσα σοι 
ων Σεα (-τ) ”-- ο ἵ 2:48 
ο 1 2: 1-18 Φ ϱ 0 0: λ-26 


{] Αν λ 26 το σύστημα είναι αδύνατο. 


44) Αν λ - 26 το σύστημα είναι αὀριστο, και όπως φαίνεται απὀ τον τελικό 
πίνακα το σύστημα γίνεται: 


χγζ - 6 χ -τ-ξ 
κ“ 
γ.2Σ - 8 ν - 8-2χ, 7 " τυχαίος 
"ρα οι άπειρες λύσεις δίνονται απὀ τις σχέσεις κ” -20,Υ 3" 8-21, 1ΕΕ. 


ΑΛΥΤΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ 








Με την μέθοδο του επαυξηµένου πίνακα να λυθούν τα συστήµατα: 


“0 


' Χν3γ -7 2 Κλκ μν 
. Απ.” (1, ) χδτν2ω - 5 ᾿ 
Ἀχκάγ - 1 3. Απ.: (12,01) 
3γ:8ζ-ω - 5 
χη-Σ ”- 2 χαθγεοςσ - 5 
2. 1ῶχμ4γ-ζ «6 Απ.ς (11,1) ωἁς νὰ 
χ.γωσ «3 ' Απ.: (3,1) 
4. 5χΥ - ἵ6δ 
χ-5γ»ζ - 0 7κνὰγ - 24 
5.1 4χ-2γ.2ε " 0 ο 
3χ-Όγν6σ - -ἶ 6-4 
6χ{Υγ 37 - Ἰ ὀχω]ν «2 Απ.: (αδύνατο) 


2χ-5γ.2-3ω -0 
χΧγ1γ.27-4ω - 0 
4χ-2γ3ζσ-ω - 0 
χ-γεζ-ω - 0 Απ.: (00,00) 


7. 


ακι Χρ Χα τΧι 3 

Χιακρ Χαντ 3 
8. 

ΧιοκονακατΧι 3 


ἘἛἝ -Ὢ. 


Χιαχ}κχγεαι 53 
ο 10. Να βρεθεί ο λ ώστε το σύστημα: 
ἆχ-δγ -! λχ{2γ2σ -Ἱ 

Χ(λ 1} -4 

10γ93 - -ἷ 

2χ-λγ-ζ - 5 να έχει λύση. 





9. 
Χ4Υ - 3 


2ΧΥ - 5 


11. Να λυθούν τα συστήµατα: 
Εχ-2γ«37-ω - 6 





[λχεγοζ Ξ λ 
1. αγιος" 0 δ. ὮχνλγεΣζ - 3λ 3.) 2:53: κ 
2χ45Υ.ΕΡ7 - 0 χογελε «2 -3χ9γ-2ω --ἶ 


ὄχι γ-σδω - -7 


12. Να βρεθούν οι τιµές του ΛΕΒ έτσι ώστε τα συστήµατα να έχουν: 
{) µια λύση, {1} είναι αδύνατα, ΤΤ1) είναι αόριστα. 


| ΧΑΥλζ - 2 
1. χεάγεζτ . λ Ἡ Χεζγνλζ - Ί 
2κ«3γ-2 - Ἱ 2χελν8σ - 3 


Απ.τ(1: κ 6 µια λύση, λ - 3 αδύνατο. 2: λ- 4 αδύνατο, λ {6 4 αόριστο) 
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οριζουσες 


1.9. ᾿Εστω ο τετραγυνικός πίνακας Α ” ς : 2χ2,ο αριθµός Ὁ - ῥ : 
γ γ 


3. αὔ-βν που αντιστοιχεί στον τετραγωνικό πίνακα Α συμβολίζεται µε Ὁ και 
λέγεται ορίζουσα Ζης τάξης. 
’ κ. 3 
Αν ο 3χ3 πίνακας είναι: Α- αι βι γι 
α; β; Υ: 
α β Υ 
τότε η ορίζουσα ᾿ αι β: " . «βιγα«βγιασ»γαιβ;-γβιαΣ-αγιβε-γλαιβ 
α; Βε Υὲ 
λέγεται ορίζουσα Άης τάξης του πίνακα Α. 


1.10. Αντίσίροφος πίνακας 2χ2. 

Έστω ο πίνακας Α η. : τότε γνωρίζουμε ότι αν Ὁ " “ Ἶ . 
γ γ 

-. αὔδ-βγ { 0 υπάρχει ο αντίστροφος πίνακας του Α και είναι: 


σης 


Οι Α και Ἀ”ὶ επαληθεύουν την σχέση ΛΑ”} - Α2Α -Ι. 
"Άρα αναγκαία και ικανή συνθήκη για να είναι αντιστρέφιµος ένας πίνακας 


λα 3 είναι όπως Ὁ «αὔ-βν 0. 
γ 


Επίσης αν του 2χ2 πίνακα Α Ἱ αλλ κο η ορίζουσα Ὁ ἑ 0 τότε ο αντίσ- 
ασι 11 
Ἔροφος πίνακας του Α είναι ο Α΄ .- Α: όπου Α” πς ν και ο Α” 
15 Άγ 


4ἳ 


ονομάζεται σχετικός πίνακας του Λ, τα δε στοιχεία Αι, του σχετικού πίνα- 
κα είναι προσηµασμένες ορίζουσες που αντιστοιχούν στα στοιχεία αι της 
ορίζουσας ϐῦ. 


ΠΑΡΑΛΕ ΙΓΜΑΤΑ 





1. Να βρεθεί ο σχετικός του πίνακα Α η : 


Λύση: ᾿Εχουμε: 
Α. - 9 κ όπου Αιι -(-1)1914 «4, εν -(-1)1922 - -ᾱ, 


Αιξ Ά2 
πο ο ο ἐκ, | ϕ 
3 -ι 0 
2. Να βρεθεί ο σχετικός του πίνακα: Α--Σ Ἰ Ἱ 
2 -ἵ 4 
Λύση: ᾿ἔχουμε ότι ο σχετικός Α” του πίνακα Α δίνεται απὀ την σχέση: 
Άιι Άι ΆΑιι 
Α. - | Αι; Άγ Άι2 
Αιν Άν Άν 


όπου Α.; ] τν | «441 «5, Λοι 3 (σή.] π η) .-η-4) -4 
-ἲ 4 4 


Λιι -(-τ) 1, 





- . "ση ε σαν Δεν ΟΡΜΟΣ ]- 
ο.” το 








. (-τ)(-8-2) - 10, Λε; - (μή. Ἱ | . -τ 3) - -ᾱ, 
Λε - (μή | «1, Λιν -(-1.ἱ ὁ Γἱ . ο] 
| 2 4 -- 

6 ϐ - 
Λωςθ,Λω-ί  -Ὁ Λ.Α] 10 12 -ᾱ 

ρε Ἡ 


3. Να υπολογιστεί το γινόμενο ΑΛ", όπου Α ο προηγούμενος πίνακας. 
4 -{ ϐ 5 4 -! 156-100 1241210 -ᾱλθ 
Λύση: ΑΛΑ: «| -» 1 τἱ Ἱτο 12 -ᾱἶ -ἰ -Ι091090 -θ2ί 2-34]. 
Εοαάσς ο αι Ἱ 10-100 8-12 -2εληά 


69 
500 τοσο 
«0590-50 1 οἱ -|ΛΗ, γιατί | 5 
ϱ 0 5 ϱ 0 ] 
Σηµείωση βασική: Η σχέση ΑΑ" - |Ν1 είναι γενική δηλ. τσχύει για τον 0” 


ποιοδήποτε τετραγωνικό πίνακα Α, 


Παρατήρηση: Ο αντίστροφος ενός πίνακα µπορεί να προσδιοριστεί µε τη µέ- 
8οδο του µοναδιαίόυ. ᾿Ετσι αν θεωρήσουμε το γινόμενο ΛΙ και µε γραμµι” 
κούς μετασχηματισμούς καταλήξουμε στον ισοδύναμο πίνακα 18, τότε ισχύει 
Β- Α”., 


ΠΑΡΑΛΕΙΓΜΑΤΑ 

Ἱ, Μα Λοθ9εί ὁ ἀνείσροφος του πίνακα: Α΄») 1] 

Λύση: ΄Εχουμε: (ΑΙ) . 3 Ἱ υπ  Ἰ 1 
4 2 0 1 ϱ -!θ -ᾱ ! 


(όπου πολλαπλασίασα την πρώτη γραµµή µε 4 και την αφαιρέσαµε από την δεύ- 
τερη. 


| ν ὴ 0 (όπου διαιρέσαµε την δεύτερη γραµµή µε -Τ0) 
ϱ τἸ 4/10 -τ/10 


ᾗ ϱ 1-12/10 .. (όπου πολλαπλασιάσαµε την δεύτερη γραµµή µε 
ϱ 1 4/10 -τ/ιο 3 και την αφαιρέσαμε απὀ την πρώτη). 


- ο. 3/10] . 10 [τί 3 
4/10 -]/ύ 4 -ἲ 


2. Να βρεθεί µε την μέθοδο του µοναδιαίου α αντίστροφος του πίνακα: 
πι 
Α- 2 Ἱ ο] 
Ἶ 
[Π ια. ο 


ιο0ου 0 
Λύση: Έχουμε: (ΛΙ) «12 10ουοιοπ]ο “Ί 2-10 
1 ο... η ο - ου. η 
όπου πολλαπλασιάσαμε την πρώτη γραµµή µε -2 και -Ἱ και προσθέσαµε στην 
δεύτερη και τρίτη. 
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ἑἉω ο ο... όπου πολλαπλασιάσαµε µε -2 τα στοιχεία της 
ορ τσ το. δεύτερης γραµµής και τα προστέσαµε στα στοι; 
ΑΚ .. χεία της τρίτης. 
1 1 -ἶ τ ο. 
.ἱ10 -ι 0ο οἱ -ἵ Ί προσθέσαµε τα στοιχεία της τρίτης γραµµής 
ὂ το του η στην δεύτερη. 
προς ο ας α αν 
μοι οσα ος Ἡᾳ προσθέσαµε την δεύτερη στην πρώτη γραµµή 
ο τα ο. ο, 
. 0ο -ι 2 -ἶϊ Ί το ο ο. Ὁυ,, 
εντ ἡὁ ο τα ντ ιν κα, -ἲ - (ΙΛ) 
ο. του τομ υ». ο στ -- 
1/12 0ο «1/2 
-Α - 11 - 
4/5 1 -τ 


1.1]. Λύση, συστήµατος µε τον αντίστροφο πίνακα. 
θεωρούμε το σύστημα: | αλβ ὃν 1) 


αρ Χ1βΟΥ 5Ξ Υ) 
το σύστηµα γράφεται: . βι η μι 
α; β; Υγ γρ 


και αν θέσουμε Α .. ον : : , . Ἶ ή] 


το σύστημα γίνεται ΑΧ - Β και αν ο πίνακας Λ είναι αντιστρέψιµος τότε το 
σύστημα έχει μοναδική λύση την Χ - ΑΒ, 


1. Αν δε η 0 Ξ αιβ;-α)βι ἑ 0 τότε ο Α είναι αντιστρέψιµος και το σύστημα 
(1) έχει μοναδική λύση την 


Ἱ ο α. 








και αν θέσουµε Όκ - γιβ;-γ/βι 5 ο) ο και Όγ - αιγ}-αργι «ἰ ο ὓν 
γ; ϐβ; α; }γ: 
τότε η λύση δίνεται απὀ τους τύπους κ - -- γ - . 


2. Αν Ὁ - 0 και µια τουλάχιστο απὀ τις Ὀχ,Όγ 6 0 το σύστημα είναι αδύνα- 
το. 


5] 


4. Αν Ὀχ - ΌΥ - Ὁ - 0 το σύστημα είναι αόριστο εκτός εάναι -ᾱαι ”-βι " 
-β, - 0 και ένας τουλάχιστο απὀ τους Υι»Υ2 { 0 οπότε είναι αδύνατο. 


αιχ»βιΥγιΣ 5 δι 
Ἔστω το σύστημα: α,χ»βιγγεΣ - δε | (Σ) 
αιχ1βΙΥΥγεζ 5 ὅ, 


σι Βι ΥἩ ΙΧ | 
Το (Σ) γράφεται: [α, βε η) ΙΥ 15 


ν 
σποτ 


αν βι Υι 
αι Βι γι χ δι] 
και αν Α-ἰα, βι γε), ΧΞ γ Β | δ; 
αι βΒι η Ζ 5.) 


τότε το σύστημα γράφεται: ΑΧ - 8 και αν ο πίνακας Α αντιστρέφεται το σύ- 
στηµα έχει µοναδική λύση την Χ - ΑΒ, ΄Ἔτσι: 
σι Βι γι 
{. Αν Όὂ- [α, βε Υε] {0 τότε ο Α είναι αντιστρέψιµος ο αντίστροφος 
αν, βι Υ) 


Λιν Άι Άι 
είναι ο Α} - ἆ πο π τα, προσηµασµένη υποορίζουσα του 
Άιν Άι Άγ 
στοιχείου αι. του πίνακα Α. Δηλ. Α: " ορ] . . ’ 
σι 


Βι Υπ] κ,λ.π.και το σύστημα έχει µοναδικἠ λύση την 


΄ Ἡλ 


χ δι ΑιιδινΑσιδαΆεαδ 
"1. ὔ τοι ο ὅ ΑιοδιΑσ1δ1Λα2δ9 
ζ δ, Αι ιδια Αλ 1δε Άν 1 
και αν θέσουμε Ὀχ Ξ ΑιιδινΑειδε”Άεδα, ΌΥ “ ΛιοδιΛα2δ1/Ά.259, 
ῦσ Αι ιδι Αλ εδ2 Άν νδ». 


Λιν 5 (-τ)" 








Η λύση δίνεται απὀ τους τύπους: κ .., γ ...-, χ κ. 


2. Αν Ὁ - 0 και µια τουλάχιστο από τις Ὀχ,ΌΥ,ὈΣ α 0 το σύστηµα είναι α- 
δύνατο. 

4. Αν Ὁ - Όχ - Όγ - Ὁσζ - 0 το σύστηµα είναι αὀριστο εκτός αν αι "ας" 
.αι-βι-β;-βι- γι γε” Υ) "0 και ένας τουλάχιστο από τους δε, 
δε,δ. { 0 οπότε το σύστημα είναι αδύνατο. 
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(β) Συστήματα δύο εξισώσεων µε δύο αγνώστους, ομογενή 





αχ.βυ -0 
αὐκβςυ -0 (1) 
β 
{, Αν Ὁ - αι βι ή Ό, το (1) έχει µια µόνη λύση, την μηδενική (προσφα- 
γής). 
{4,-Αν Ὁ " α β |- 0, το (1) έχει άπειρες λύσεις 
αι βι 


(Υ) Συστήματα τριών εξισώσεων µε τρεις αγνώστους, ομογενή : 
αχβγ.ΗΥΣ -0 

αι ΒΨΙΑ ΥΣ 0 (Σι) 

α1χ9Β/ΟΥΛΥ17 -0 











α β γ 
{. Αν Ὁ [αι βι γι; 0,το (Σι) έχει µία µόνη λύση, την μηδενική 
αξ Ββ γε] (προφανής). 


11. Αν Ὁ -0, το (Σ1) έχει εκτός απὀ την μηδενική, άπειρες το πλήθος, 


ΠΠ, Αν (Χο,Υο,Ζο) µια µη μηδενική λύση του (Σ1) τότε και η (λχολγα, 
λΣο) είναι επίσης λύση, λελβΒ. 


(6) Συστήματα τριών εξισώσεων µε δύο αγνύστους: 








σχ.8Υ - γ 
σιὰ.Β:Υ - 4, (1) 
σ1χ»β2Υ - Ἡ, 
ας Ἡυ 
1. Αν0Ό- 9 Βι γι] - 0το (1) είναι συµβιβαστό. (έχει λύση), 
αε βε νο 
εφ᾽ όσον | ντ 
αι βι 
ο... ἩὉ 
1. Αν 0». αι βι γι [ 0, το (1) δεν έχει λύση. 
α». βε γε 
(ε) Συστήματα δύο εξισώσεων µε τρεις αγνώστους, οµογενεί: 
| αΧΙΒΥΗήΥΣ -ὂ0 
αιχβΙΥΥΙΣ -0 (Σ1) 


Για το σύστημα (Σ1) ισχύει η πρόταση: 
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αν 1 Υ ο) α{ρκαι | Β [ο,το σύστημα: 
Βι γι γ αι αι βΒι 
αχ.βΒΥΗΥΣ -0 





χ κ 
αιχΒΙΥ2ΥΙ7 Ξ 0 β ν | Ἡ α 
Βι Υ γι . 
(Σταυροειδής πολλαπλασιασμός) 





(ζ) Συστήµατα ν εξισώσεων µε ν αγνώστους, της µορφής: 
αιχκι αρχ... Χν -ϱι 
βιΧινβοΧ29...ΗΡΝΧ, 5 ϱ2 π 


λικ 14λ2Χ24. - 3λ.Χκ, . ϱ͵ 


αι αᾱ; ... ἂν 
1, Αν Ώ . βι β; ... Β, 
λι λ; ... λ, 


Χι κ , κ. . ρε. Χς . » όπου: 
θι α} ... α, 


Ὀχ, . 07 β; ... βν Ν.... Όςε, . 
θν λ ... λ, 


6, το (1) έχει µια µόνη λύση την 





ᾱι 2 ε.. Ρ1 
βι β; ... 02 
λι λε... ϱ, 





44. Αν Ὁ - 0 και µια τουλάχιστο, απὀ τις Όχι ,Όχ,...νΏχ, 6 0, το (1) 
δεν έχει λύσπ. 
444. Αν Ὁ - 0 και Όχι - Όχ - ... 5 Ὁχ, - 0, το (1) έχει άπειρες λύσεις, 


(η) Συστήματα ν εξισώσεων µε ν αγνώστους, ομογενή : 
αικιναρκ2... αι κ, - 0 
βικι9β/Χ19...3Β.Χ, .. 0 (1) 


Ι λικινλ1Χλ..«Μλ,κ, 5 0 


ΛΥΜΕΝΛ ΘΕΜΑΤΑ 
{. Με την μέθοδο του αντίστροφου πίνακα να λυθούν τα συστήµατα: 
1. κ-2γ - Ί 2. ΧΑΛΥ - 2 
2κ-ὰγ -2 λκ-4λγ - 1λνά 








Λύση: Ί. Το σύστηµα γράφεται: 


(ιν) | ἳ τ) ή] Ἱ Ἱ και επειδή η ορίζουσα Ὁ του πένα κ 
2 -ᾱ 2 2 -ᾱ 
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είναι Ὁ - Ί 0 υπάρχει ο αντίστροφος του πίνακα τα και είναι: 


κα 
ΚΜΕ ΜΜΜΙΗ, 
Αμ κλπ - [ή 


ρα η λύση του συστήµατος (1) είναι η (κ) -(41,0). 


(ω Είναι 0 | ἵ ὅ μι ἁλή 
λ -ᾱλ 





α) Αν Ὁ 0 δηλαδή λ 6 0 και λ { -ᾱ τότε υπάρχει ο αντίστροφος του 


Ί λ τ Ί 
πίνακα Α - και είναι Α - . 
ἵ ή λ(λ] | 


"Αρα το σύστηµα έχει μοναδική λύση την χ ο, {κ 


2 


-«8λ-1λ2 αλθά πμ 
δηλαδή την κ - λα «οί, «Ν μάλ Άλ «].. 


ι 
' αι 3λνθ-λ . Ἅλν 
ιν τις στ ΚΗ πΙμη "- 
Β) Αν Ὁ - 0 δηλ. αν λ- 0 ή λ- -6 τότε: 
(0) µελ - 0 είναι Ὀκ-ο,Όγ ἑ 0 και το σύστημα είναι αδύνατο, 
(1) Με λ - -ᾱ είναι Ὀκ - Όγ - 0 και το σύστημα είναι αόριστο. 
Το αρχικό σύστημα µε λ - -ᾱ γίνεται: 
κ-όγ - 2 χκ-όγ -2 
-4χ»16δγ - -ᾱ | χκ-όγ -2 
Άρα οι άπειρες λύσεις είναι: κ -4γ«2 µε γεΒ. 
3χ39Υ-Σ - 10 
Χ.γΟζΣ - 4 
2γ93σ -3 
Να λυθεί µε την μέθοδο τοη αντίστροφου πίνακα. 


.. Λύση: Το σύστημα γράφεται: 





| --- κ-άγ»" 2ο χ- 4γ.2, ΥΕΕ. 


2. Δίνεται το σύστημα: 





ο 


κ Ἡ 1] κ 10 4 1 «ί κ 
π -. γ] {4 και αν θέσουεΑ-!ι τ Ἱ Τἱ) «Χ»Ι) 
.. 3 2 3 .. - ζ 


10 
και Β- 4 το σύστημα γίνεται ΑΧ - 8. 
3 


Επειδή δε η ορίζουσα Ὁ του πίνακα Α είναι διάφορη του μηδέν υπάρχει ο αν- 
τίστροφος του Α και είναι: 


Αιι Άι Άγ 
Απ΄ .ὖ Αις Άγ Αιεὶ µε Αιι -(-1) ᾗ | .Ί, Λει 5 (-1)) | : . -ᾱ 
Αιν Άι Άγ 3 υ 5 
-. μὴ]  Ἡ[ς δ, Αα - σ)] Ἱ ο ᾗ δι κ ο” η» 9 
1. . ὃν ϱ 3 
3 -ἲ --ᾱ4 
. ας 





Αν." «ο. | . -δ, Λιν” μὴ] Γκ | .2, Αι 5 (-1)) 
ο 2 . α 





Λιν («ή | -2, "ρα η μοναδική λύση του συστήµατος είναι: 


τη τΕ 
δη η η: 


» : είναι ῦ «0θοπί- 
3 6 


ου 


Λύση: Ί. Επειδή η ορίζουσα Ὁ του πίνακα Α 1 


νακας Α δεν αντιστρέφεται και επομένως το σύστημα είναι αδύνατο, 


2. να. Μ- ης : 


το σύστημα γράφεται ΧΛ - 8 και επειδή η ορίζουσα του πίνακα Α είναι 
ὓ ὴ ο. | - 2 0 υπάρχει ο αντίστροφος του πίνακα Α και είναι: 


Αλ ολ | ων συστήµατος είναι: 
",, Ξ και η λύση του είναι: 
τσ 


χ «ΒΑ -- χ- Τα. 2 
-ὂ -Ί 


ἕω Λο βοί--- 
.. 
ϱ 


- Χ,Υνω,Σ) - (2, 5 ᾿ .5, - ) 


΄Ἄρα η τετράδα (2, -ᾱ- μπδι-ὃ ) είναι λύση του συστήµατος, 


4. Με πίνακες να λυθεί το σύστημα: 3 λ 


2χ-γ - 3 
Λύση: Το σύστημα όνεται: [ η [] ηλ 
Σ"Ἱ)τν 3 
θιρούμε τον πέναια Ἱ ν (2) ας ε.α ή .. 
2 -Ί 01 ο -- -- τ] :(-3) 
ἰ ἕ Ἡ η ο 1 4 
2 
ο! 3 -ᾱ] ι-) 1 1 ά 


. 
Άρα η λύση του συστήµατος επι ὰ] { 5 μ. 
γ ο. 
. | Ελ . 
[2] |. το -- ᾖ(ΧΥ) - 41, σι) 
γ δι 


2κ-3γ - -5 
χΧ.δγ - 17 


Λύση: χουμε Ὁ .. . |" 1093 - 13 0, συνεπώς το (1) έχει µία µόνη 


5. Να λυθεί το σύστημα: (1) 





λύση, την κ κ. .Υ . » όπου Ὀκ - ο. ὀ | 5 -2595Ί - 26 και 
. . 


ον «|{ ο 


Χ4Υ Ξλ 
Χ9Υ - Ί 


6. Να λυθεί και να διερευνηθεί το σύστημα: 
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Λύση: ΄Ἔχουμε: Ὁ - 1 





Ἡᾗ. {-λ 
' 
1. Αν υ ον Τ-λέ0--- λ Ί, το σύστημα έχει µια µόνη λύση, την 
ο. 1. δ[ κ νο 
Ί 


κ» -Τκαι Υ - λε, 


Η, Αλ «ΤΝ ] 
Χ3Υ - 











--- ἆΧ4Υ - Ί, που είναι αόριστο. 





Χν(λΕΤ γ -2 
ον ο .5 


ο) ο ΜΗ 0 /-' 


7. Να διερευνηθεί το σύστηµα: (1) 





Ἱ 





Λύση: ΊΑνυο-- 


λε2 ον 
ἡλ -ἆ το (1) έχει µια µόνη λύση, την κ δν .. τὰ » όπου: 
Ὀκ "| ξ λ ."μ.... 
5 -(λ'-Τ) λ2 5 








8. Να βρεθούν οι τιμές του λ, σα Ἡν ονωι να τὸ σίνημη Ἀνάνην οὐ 
την μηδενική. λΧχ93Υ -κ (4) 
3Χ9ΛΥ "Υ 
χ(λ.1) «Άγ - 0 
βχαγ(λ-1) -0 
γές για να έχει λύση  (0,0}, πρέπει και αρκεί 0-0 -- 


λ-Ί 3 ο ο 
3 λ-] 


Λύση: Εχουμε: (1) - (2]. Επειδή το (2) εἶναι οµογε- 





9. Να λυθούν τα συστήµατα: 
1. λχν(λ-Ί)Υ -4 
(1-2) ΧΑΛΥ -λε2 


(1-1) κλΥγ - Ί 


θηλ .λ 
Χ.λγ - λ-ῖ 
Λύση: Ἱ. Εφαρμόζουμε την μέθοδο των ων. 


Είναι Ὁ - βὸ ΑΕΕ κ κτλ (λ-2) « κ’ -Νο4λ-2 - 4λ-2 


ι) Αν ”λ-2σ{0ς»λ {2/3 -«- ῦ 0 το σύστημα έχει μοναδική λύση την 


μμ... ««Υ 
χ»ῃ καιΥγ" ϱ- 


4 }λ-] 
λ2 λ 











όπου Ὀκ - 





| ς 4λ-λ1-λεὂ - -λ21λε2 


καιῦν εἰ 4 { « Νῤλ-όλιθ « λ' -2λΘ 





λ-2 λ.2 . , 
0 . ον αλ 4ὖλνα ας λ -2λνΒ 
Άρα η λύση θα είναι: χ πλ Υπ 


ει) Αν 3λ-2 -θ---λ .ὀ --- 0-0, το σύστηµα θα είναι ἡ αδύνατο ἡ αό- 


ριστο και επειδή για λ - 5 είναι Όκ 0 το σύστημα είναι αδύνατο. 


2. θεωρούμε την ορίζουσα Ὁ του επαυξηµένου πίνακα του που είναι: 


λιτ λ Ἱ λ-ϊ λ 
υπ, λίι Ἱ λ κ ο (1-1) κλ2λ(λ-1)-λ(λ- 1) -λ1(λ-1)-ἵ - 
. λ λι Ἱ Αλ 





(1-1) 1 (λ-Τ)(λΤ) ελλ - 1) -λ(λ-1)7- (1-1) 5 (1-1) (1-λ) ελ - 1) (λ11λ-λ2) 
-(λ- 1) Σε(λ- 1) (-λ2 92λ 1). 5 (1-1) {-Ν29δλ-1-λ2 «λε ς (1-1) (-2λ2κ4λ) - 
-Ολ(λ-Τ)(λ-2). 

ι) Αν 0/10 λ0,λΤ, λ {2 τότε το σύστημα είναι αδύνατο (ασυμ- 





βίβαστο). 
μι) Αν 0-0 λ -Οἡλς Νἡλ- 2τότεµελζ-θη 
"Ίο |ι 
υ 5 -ἵι Ἱ ϐὐ]-0 και επειήη ελάσσανα ορίζουσα της ο η Ξ-τ/ο0 
ΙΙ ὐ ο 8 
το σύστημα των εξισώσεων | ΓΑ Τ)Χ9Υ » 1 ιο "τα | αν 
(λ-Τ)κ9γ - λ «Χ2ΥΞ0 Υγ- -ἶ 





όπου η λύση αυτή επαληθεύει και την τρίτη εξίσωση του συστήµστος επειδή 
0-0. 

ΟΧ1Υ - Ί 

Αν λ - Ἰ τότε το σύστημα γίνεται: νο -Ί 

Χ3Υ Ξ 0 


και επειδἠ η υποορίζουσα της 0 ] | 5 -ἵ {0 το σύστημα των δύο τε- 
1 





λευταίων εξισώσεων έχει μοναδική λύση την κ - -ἵ, Υ - Ἱ που επαληθεύει 
και την πρώτη εξίσωση επειδή 0 -0, κ.δγ - Ἱ 
Αν λ - 2 το σύστημα και πάλι γίνεται: ον .2 

χΧ.2γ - Ἱ 


και επειδή η ορίζουσα | | Ξ Ἱ { 0 το σύστημα των δύο τελευταίων εξι- 
Ί 





σώσεων έχει μοναδική λύση την γ --ἵ, κ - 3 που επαληθεύει και την πρώ- 
τη εξίσωση επειδή 0 - 0, 
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10. Να βρεθούν οι τιµές των λ,μ για τις οποίες τα συστήµατα: 
(μ-Τ)χ.λΥ -Ί μοι -(με κεί) -2 
2κΥ "3 κα2γ -5 
είναι συγχρόνως αδύνατα. 


Λόση: Για να είναι αδύνατα τα συστήµατα πρέπει οι ορίζουσες ὃν, Ὁ; 

των συντελεστών των αγνώστων να εἶναι μηδὲν και κάποια από τις ορίζου- 

σες Όικ ΌΥ Ὀσχ,θαγ ἑ 0 

Είναι Ό; . μ η . μ-1-2λ και Ὁ, ” 

2 «οἱ 

"Άρα έχουµε για λύση το σύστημα: 
ι«θν { μη λος | ᾖ2μ-λ- 2 [νι 


-μ-ῖ λε 
2 


: -ὂμ-λ-λ 








ϱ, -0 -ὂμ-λ - 3 -ᾱὂμ-λ - 3 µ- -ἶΊ 


Τλ ην λαλο 
3 οἱ 3 »ἱ 


Επειδή δεµελ-μµ- -Ἱ είναι Όικ - 




















και Όὲκ - ᾿ ώ Ξ4 90 οι τιμές είναι δεχτές. 
11. Να λυθεί και να διερευνηθεί το σύστημα: 
ΧγΣ -6 
λχιδγΣ -5 
θχε(λ12)Υ92σ - 13 
Ί Ί Ί Ί 0 0 
Λύση: ι. Αν ΌΞΙλ 4 Ἱ .«{ἵ λ 4-λ 4{-λ “0 
ο λ2 2 6 λ-ά -4 
-Α 0 --- Δ(λ-4)κ(λ-δ)(λ-1) 06 --- (λ-4)(λ 3) 0 
λ-4 
άν ωακδ, γ- «ντ - 
ο. 1 το 4 . 4 6 
όπου ῦχ {5 4 Τ, Ὁ - ἨἩ οι - 
134 λ.2 2 ο τὉ- 6 λ2 13 











Χγ.ζ - 6 
εἰ. Αν λ - 4 το (1) γίνεται: | 4χ«ὔγεσ -5 που είναι αδύνατο. 
6χ.6Υγ92σ - 13 


εἰ. Αν λ --ᾱ, το (1) γίνεται (χεγεςζ - 6, -χοάγοςΣ » 5, δ6χ-γ.2Σ " 13) 
--- (χεγεΣ «6, 3χε3γ.3Σ «18, -3χεάγες - 5), που είναι αόριστο. 
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χ2γ-σ - 9 
12. Να λυθεί το σύστηµα: | 3χγ«21 - 7 (1) 
Χ-γ»5ζ - -6 
κα Ἡ 
Λύση: Εχουμεῦ- | 3 1 2]- -Ίδ 0, επομένως το (1) έχει µια µόνο 
{ -ἶ 5 9 2 -Ί 
λύση την κ --ὂ-, Υ «να -Ρὲ , όπου ὓχ - . στ. 
- -ἵ 5 
Ί 3 -ἶ . - ἩὉ 
υκι 3 7 2|--ὔ ο 1 Τ -Ίδ-ο κ-δγςἣἍ χο-!, 
' - 5 { -ἵ - 
Χ4γεζ - λε 


λκογ{(λ- 1] -λ 
Χ»ΛΥΩΣ - Ί /λελβ. 


13. Να λυθεί και να διερευνηθεί το σύστημα: 

















ον ᾳ  ᾳ 
Λύση: θεωρούμε την ορίζουσαθ- )λ 1 λ-1] «ἰλ 1-κ-τ]- | 15λ δι 
τή { λιο οἱ 0 


-λ-] 
Όχ 
ι. Αν λ 6 Τ, το σύστημα έχει µία µόνη λύση, την κ "τ.ν .-χ ο 





.- κ. αλλ ολ: .Υ "τν α « λ(λ.1) 
Χ.γεζ -2 
ες. Αν λ - Ἰ, το σύστημα γίνεται: | ΧΥ -Ί που είναι αδύνατο. 
Χ.ΥΩΣζ - Ί 
χοζγιάτ -0 
14. Να λυθεί το σύστημα: γ-2χ- 0 (1) 
χιτ -ὂ 
χαζγά -0 
Λύση: ᾿Ἔχουμε μ)--] ΟΧχ9Υ-2ς- 0 (2). Το (2) είναι οµογενές, για να 
Χνθγ.8Σ «0 
έχει λύση διάφορη απὀ την μηδενική, πρέπει και αρκεί: 


κ αν 
ο 1 -- 
Ι 0 8 
Για να βρούμε τις λύσεις του, θεωρούμε τις δύο πρώτες -- 


δν -0--- - 0, που ισχύει. 








6 








Ζ 
τοπ "κ -Χ- -ὂδκ, Υ" 2κ, ζΞ κ, όπου κ 





πα η 
Σ «2 αχ «2 0 0 Ἡ τυχαίος. 
2χ-13Υ-Τ-0 
15. Να λυθεί το σύστημα: ) 4χεΣδζ- 0 (1) 


χ-2υ-τ -ὔ 


Λύση: Εχουμε ότι το (1) είναι οµογενές, συνεπώς έχει την λύση (0.0.0). 
Για να έχει λύση ἑ (0,00), πρέπει και αρκεί; 





2 -ᾱἲ -ἲ 
δΔ.- 0-1 6 1 5ἱ-0,που ισχύει. 
ο 3 


Συνεπώς το (1) ο ο λύσεις. Για να τις βρούμε, θεωρούμε, τις δύο 


πρώτες ----- 
τν Ί ν [ 5 τη κ κ ΙΝ 


χ- -Ίόάκ, ν- -Ίδκ, ζ- Ίάκ, όπου κ τυχαίος. 


κ. 


16. Αναγκαία και ικανή συνθήκη, για να έχει το σύστημα: 
Χα. -0 
βχΊ.ας -0 
γχγαγβΣζ - 0Ό, (α,β,ΥΕΒ) 
άπειρες λύσεις, είναι α-β - Υ. 


Λύση: Το (1} είναι οµογενές, µε προφανή την λύση (0,0,0). Για να έχει ᾱ- 
πειρες -- αχ. και αρκεί να ισχύει: 





Ἱ ;. 0 0 
4-0--- .., .«0-β γ-β «|. αι α-β 
γ α β γ α-γ β-Υ ον 








«--(Υ-β)(β-Υ)-(α-β)(α-γ) - 0 --ν αἳ «β΄: 4Υ7-αβ-αγ-βγ -0 -- 
--- } ((α-β)19(β-Υ)"9(Υ-α)”)- 0 να. β» γ. 
αχ.ΥΥ/ΡΖ -0 
17. Αν το σύστηµα | γχ/βγ/ςΣ Ξ 0 έχει δύο λύσεις να δειχτεί ότι;: 
βχ/αγΥΣ - 0 
α΄ 9β)Υ-Λαβγ - 0. 
Λύση: Για να έχει το (1) δύο λύσεις, Θα πρέπει να έχει άπειρες 
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ἃ -”- 


.0---α)β9Υ)-3αβγ - 0 








α Υ β 
γβα 
β α Υγ 
α«κανλ -0 
βλ -Ξ-0 --αβή-0 
υγ” 0 


Λύση: Αν η υπόθεση, θεωρηθεί σύστημα, τριών εξισώσεων µε δύο άγνωστους, 
τα κ,λ, θα πρέπει: 


18. Λα βέγΥγ{ίακαι 











αἳ 4 !{ 
β βΒ Τ] -ὐ--- ... «--(α-β)(β-γ)(Υ-α)(α.βΥ) - 0” αἲβΗΥ - Ο,για- 
γ ν Ἱ ταἑβέγ/α. 
κ-θγ-γ; -ὂ 
19. Αν ΧγΣ ἕ 0 και -βχγ-ας - 0 (1) 
"Βχκ-γγΣ- 0 





τότε αβ΄βΥ΄ β΄: αγ.βΥ 1 (2) 
Λύση: Επειδή το (1) ισχύει  (Χ,Υ,2) 6 (0,00) είναι: 





α. 
νὄ- τη - ἵ -ᾱἱ :«θ.- (2) 
ἙἉμ -ν οἱ 





20. Αν οι εξισώσεις αχ) ΗΒΧ4Υ - 0 και αικ;8βΙΧ2Υ; - Ό έχουν µια τουλάχισ- 
το κοινή ρίζα και αβι-αιβ 6 0, να δειχτεί ότι; 


αν ος 


αι Υι 
αικ2εβιχγι2 ε0θόπουστ-Ἱ ” 








Λύση: ΄Ἔχουμε: ΔΝ 'ΡΧΥΣ ” 0 














ολων ὅ., 
β; ν ὁ αι .. ὃ . β; αι ρ 
μμ Εμ... 
ο] η μὲ . ΙΓ ν αι ν 
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3χ-4γ.7Σ - 0 
2χ-γ-2ζ-0 (3) 
χΧ:92γ” -δχ” - 1 


αωωπανα οἳ 
μα. 7. 3 [ -ᾱ 
-Ί 2 -- 2 τς 


ή, ..»λ «-χ- ὃλ, Υ - ϐλ, Σ - λ, οπότε η (1) δίνει 


21. Να λυθεί το σύστημα: 





Λύση: Από τις δύο πρώτες έχουμε: 


9λ2«32λ7-5λῖ -1«-λθλῖς]ίλ εἰ ---κ -.ᾱ, γ ..- ο... ἡ- 








6 3 κ. 

2χΥ -4 

22. Να λυθεί το σύστηµα: 3" 
Χ3Υ - 34 

6κ-7Υ - -8 

Λύση: θεωρούμε το σύστηµα (1) δν 4 . Επειδή ἃ η ῃῃ. 
3χ-5γ - -7 3 -5 

- «0-3 - -ἶᾱἃέθ0,το (1!) έχει µια µόνη λύση την κ να. 0 .. -- 


χ- Ί, Υ- 2. Οι τιµές κ Ί, Υ Ξ 2, επαληθεύουν τις . άλλες εξισώσεις 
τότε και µόνο τότε, όταν οι ορίζουσες (όλες). 














πιει ς 1 4 ϱ -6 .] 
4 οὗ οἱ 4 Ἡ Ἱι τι 4 Ἱι τι 3 
τι αἱ 6 -) -ἶ ἰ6 «7 -ᾱἱ ἰ6 -] -ᾱ 














είναι μηδέν, που είναι; Επομένως το σύστημα είναι συμβιβαστό. 


ΑΛΥΤΑ ΘΕΜΑΤΑ 


ἲ. Με τον αντίστροφο πίνακα να η! τα συστήµατα 


"ων πα 
. νε κ "] 


2. Να λυθούν τα συστήµατα µε λΕΡ. 
{. ἡ (1-4)κ2(λ-Τὸν - 3 2. (12) κλΥ - Ί 
(λ-θ)κε(λ-3)ν- Ἱ χκ(2-λ)γ -] 


Απ.: ἵ: µελ 0,7 θα είναι χ. -τ, ν-- µε λ - 0 αδύνατο, μελ - 7 
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2-2λ 


ή ώμ..- .... ιο αν 
είναι αόριστο. 2: Απ 7 λινκ] αλιά 


3. Να λυθούν τα συστήµατα: 
(μ-3]χ.2γ - 4λ-13 ο. {μίμ-ἳ)κομίμ.)Υ ” μ.2 
2(λ- κ - 3 (μ1- 1 χο(μ]νΤ)γ -μ-Ί 
: -θλεΙ7 -θλ᾽ «39λ. 34-29 
Απ.: Ἱ: Με 7-λ, Χ- μιάλ-τ γ - μλλ-7 . µε µ- 7-4λ και 
λ -τ αδύνατο και µελ- --τ αδύνατο. 


2: 


2 ᾱ ἆ 
Μεμ 031,2, κ - ται .γ αχ µε µ - 0 ἡ ! αδύνατο, µε 


ε - -Ἱ ἡ 2 αόριστο. 


Αν το σύστημα: (λ-1)κε(3μ-2)ν » 5 έχει δύο διαφορετικές λύσεις 
(4λ-2)κ(4μ- 1) - 


να βρεθούν τα λ και µ. ΑΛ.  λττιωμςο 


1»|--- 


Δίνεται το σύστημα: ο. 5 Ἑ ο Για ποιές τιµές των λ και 
(μ.2])κ(λ- 1) - 2 


µ το σύστηµα δέχεται µια µόνο λύση (Χο.Υο) που να ικανοποιεί την σχέ- 
δν. ν2 
8 
Να βρεθούν οι τιµές των λ και µ για τις οποίες τα συστήµατα 
(μ-Ἡ)χ.λγ - 2 (μ.2)κ2λγ - 5 


1 και Σ,: είναι αδύνατα. 
2Χ4ΡΥ 4 3χ7Υ - Ί 
χ Ξ ΥΥ:βΖ 


Αν ΧγΣ 6 0 και: Υ - ασεγκ 
7 -βχγαγ «ο(α΄ «β/ «γ΄ «Ζαβυ - 1) 


χ-αγ Ξ β 
ν] αχγ -Υγ δείξετε ότι β:.9Υ΄-α” - αβίβ-ν)»] 
βΧ2ΥΥ - Ἱ 


βχ-αγ - αβ 


αχβγ - Ἱ 
Αν | 
Χ2Υ - αἲβ μα” «β'/αβ - 1) 
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10. Αν κάθε ἑνα απὀ τα συστήµατα: 


βχναγ - 5 (α. Τ)χ«βΒΥ - 
Σι: { 2Χ2Υ - 2 και Σ,: ὁ (β-Ί)χαγ - αβ 
2βχ»3βυ - Ἱ | κ2Υ - αἲβ 


είναι συµβιβαστά να βρεθούν οι σχέσεις που συνδέουν τα α,β. 
Απ.: Σι: 21β-2αβ-2α - 0, Σι: αἱ -α1-β) «β:αβ.β-α -Ἰ 


(1-1) κελγ - 
Ἱ1. Να λυθεί το σύστημα: Ὦ(λ-Τ)χΥ -λ 
Χ3ΑΥ 5 λ-] 


2 2 . 
12. θεωρούμε το σύστημα: ο .3ΧΥ9ΥΛΛΧ4Υ - 3 


2χ9Υ -Ί 
να βρεθούν οι τιμές του λ έτσι ώστε το σύστημα να έχει µια µόνο λύ- 
ση. 
ΥΠΟΛΟΓΙΣΜΟΣ ορ 


Ονομάζουμε υποορίζουσα στοιχείου, µιας ορίζουσας, αυτή που προκύπτει 
αν απὀ την ορίζουσα  διαγραφούν,η γραµµή και η στήλη του στοιχείου. 
.  Ὁ 
αι Βι γι 
α; Βι }Υ) 


στήλης είναι: του β: | Δι η του βν.] “η | του βε: | . α | 
α; 


Π.χ. στην ορίζουσα οι υποορίζουσες των στοιχείων της β΄ 








2 α; }ἵε αι Ἡι 
Για τον υπολογισμό µιας ορίζουσας ισχύει: 


1. Ὀρίζουσα τρίτης τάξης. 








α 
αι Ββ; γι" αι) 8 ν αν 3 νε] “ | όπου αναπτύξαµε 
α.. . ν. Β, Υν α; }γ 6, β; 








κατά τα στοιχεία της δεύτερης γραµµής. 

Το στοιχείο α, βρίσκεται στην δεύτερη γραµµή και πρώτη στήλη - το 
πρόσηµό του είναι (-1)2:33 - -Ί, γενικά το πρόσημο του στοιχείου κ, που 
κατέχει την κ γραµµή, λ στήλη, είναι (-1)"3, 


δ6 


1. Ορίζουσα τετάρτης τάξης. 
σσ νο. 




















αι Βι Υι ὅι αι Υι ὃν ον ο ντ Ὁ 
Να Μα -β. αι Υὃρ δι ναι Υγ ὑὶ "Βε[αι Υι δι 
αδΝος αν Υν δὅ: αι Υν δι α, }, ὅὃ 
α υ 
βε[αι Υι δι] . Όμοια για την ορίζουσα οποιασδήποτε τάξης. 
αρ; }; δ; 
ΠΑΡΑΛΕΙΓΜΑΤΑ --- 
Ἱ. Να υπολογιστεί η ορίζουσα [ο Ἱ 3 - 3 | ὴ -0 Ἱ ᾗ3 Φ 
. λα κ... ο  Ἡ- 


4 π : . 1(2-3]-0(-2-2)4( -ᾱ-2) --23. 


4 
2. Να υπολογιστεί η ορίζουσα τη 
Ἱ ν βΒ 
Αν αναπτύξουμε κατά τα στοιχεία της πρώτης στήλης, έχουµε: 
































Ἱ αγ 
{ β αἱ - μις α δν . .] ᾱ | «β7-αγ-αβ.γ «α1-βΥ. 
! γ β γ Β γ Β β α 
-Ἡᾱ 
3. Να λυθεί η εξίσωση: Ε.Τ κ .0 
-.Ἡ 
Έχουμε Ε--1|Χ 2 {ιν οκ | 3 Ἶ .«.,- 
.- ;. 6 Να 
.-ν χ΄ -ὖ-2χνεάχ-λχ” «0 2χ2-2χ-Ι «0 «κι, ελ 
το, 5αΥγυς. 


Για να υπολογίσουμε την τιµή µιας ορίζουσας τρίτης µόνο τάξης, ακολου- 
θούμε τον παρακάτω κανόνα. 
1) Επαναλαμβάνουµε τις δύο πρώτες στήλες 
α Ββ. Μ.ι]α 8 
ο ιά Βι 


α” βύ Υ/[-α. β; 





67 


2] Προσθέτουμε τα διαγώνια γινόμενα αβιγ2, βύΥ1αΣ, γαιβ; 
3) Αφαιρούμε τα διαγώνια γινόμενα βαιγ;, αγιβ; γβιαι ώστε: 


. 
αι βι . . (αβι γ; «βγια, «γαιβ;) -(βαι γ29αγ1β:Υβιαε) 


α; Β; 





ΠΑΡΑΛΕΙΓΜΑΤΑ 
αι 
1. Να υπολογισθούν οι ορίζουσες: 

















! α β ο... 0 β α 
1)ία β αἱ 213 0 2 4) α 0 β 
β 1 | ο 1- β α 0 
ας β Ἱ -α 
Λύση Ί.]α βί αΊ-αὶ β " βναβμαβ-α' -ᾱ-β᾽ 
ϱ αρ 
ε αι ο 
2.3 ο ο] ο -00099-3-4-0 5 9-73 2 
ων ωιᾳιἜἩ 
α. 
4. ἶα, 





β,αἱ0 β 
κο ϱ -«Οβ19α)-0-0-0 -αἳ»β) 
β α΄ Ὁ]ἩΒ 

1.14. Ιδιότητες των οριζουσών. 


4. Αν τα στοιχεία µιας γραµµής ἡ µιας στήλης, ορίζουσας είναι μηδέν, η 
ορίζουσα είναι μηδενική. 


[σα] το ϱ 0 η. 0ο 0 0...0 


α β Υ αι αι αι... 6, ..0 
1. Αν δύο γραµµές ή δύο στήλες είναι ἴδιες, η ορίζουσα είναι μηδέν. 





αι Όι Υ 


σι ο, α 


. 


---- 
-- 
Ρο 
ω Όω 
-----------πο 
ἀ 
Ὁ 
σ ο -Ὁ 
ο - 
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11. Εάν τα στοιχεία δύο γραμμών ή δύο στηλών είναι ανάλογα, η ορίζουσα 


είναι μηδέν. 

ια 4 δι ο αν ορ 

3 6 Ιδἱ «6 {0.. «2... 4... 6 

} ᾳς ἕἑ ο αι - 








8 - 8 3 
ἵν. Για να πολλαπλασιάσουµε µια ορίζουσα µε κ, αρκεί να πολ/µε µια γραµ- 
µή ἡ µια στήλη µε κ. 














α Ββ υγ 3ὃα 3 3 α β 
ἳἱαι Βι γι - αι βι "] - σι βι }γι 
α; βΒ; γε α; Ββε γε αρ; β; }γ. 





γ. Αν οι γραµµές γίνουν στήλες και οι στήλες γραµµές η ορίζουσα δεν με- 


ταβάλλεται. 

2 3 Ι 0 4 
κ ντ] μα μεη 
ή ας, 





ὃ 50 
Υ!» Ἂν εναλλάξουµε δύο γραµµές ἡ δύο στήλες, η ορίζουσα αλλάζει σηµείο. 
Β γ α, Β, Ἠ, 
. μ αρα. Βι γι) -- β Ἰ 
αι Βι Β; α 6: β; γ: α; β; }ε 











11. Εάν τα στοιχεία µιας γραµµής ἡ µιας στήλης, προστεθούν ἡ αφαιρεθούν 
από τα αντίστοιχα στοιχεία άλλης γραµµής ἡ στήλης, η ορίζουσα δεν μετα- 
βάλλεται. 








α Ββ γἱ α Άβαα γ 
. | .|α βΡεα | ;,]αι Βι γι". /αι βιαι γι 
αι βι αι βι2α ᾱ; βΒι γε ᾱ; βα:αι γι 














κ. Εάν προστέσουµε ἡ αφαιρέσουμε σε µια γραµµή ἡ στήλη τα στοιχεία των 
άλλων γραμμών ἡ στηλών, η ορίζουσα δεν μεταβάλλεται. 








α Β Υ αγ ϐβ 
α, Βι γι] " { αι. »βι1γι βι γι 
ᾱα, Β; γε αρ .β13γ: βι 








Ἰκ. Εάν προστεθούν τα στοιχεία µιας γραµµής ή στήλης στα αντίστοιχα στοι- 
Χχεία των υπολοίπων γραμμών ή στηλών η ορίζουσα δεν μεταβάλλεται. 











α β Υ α βια γα 
αι Βι γι) - [αι Άβιναι γιναι 
6; 8 }. ᾱα;- Όμνα Ύγεναι 





Χ. Αν τα στοιχεία ορίζουσας, που είναι στο ίδιο µέρος της κύριας διαγώ- 
ψιας είναι μηδέν, η ορίζουσα είναι ίση µε το γινόμενο των στοιχείων της 
κύριας διαγώνιας. | 














ο“. 'πἩ 20ου 

ϱ Βι γι -αβιγεν 5 3 οἱ -2:3.(-1) - -6 
0 0 γ2 6 7-ἶ 

ΠΑΡΑΛΕΙΓΜΑΤΑ 


Να υπολογιστούν οι ορίζουσες µε την βοήθεια των ιδιοτήτων 










































































ο 2 2ἱ | 2-2 292 2 0 0 2 0 ο 
ἵ τά -ἵ 3] «4 -Ι-ᾱ 3-4 [9 - -ἰ «ᾱ ϐ -Ι0 -2ἱ « 
. 3 ᾱἱ τι σι γι ες Ἡ .  Ἱ 
2 ο ο 2 00 
.” ϐ! -Ί0ε2 -δε2 .Σ 9 -8 0 :1-2(-8)ο - -Ί6 
! . 32 21 
4 4 3 4 3-ἲ 3-3 3 0 ϱ 3 0 0 
2.|5 6 7 -|5 6- 7-6ἱ «ἰδι 2-2 ο2 4 - 
8 9 4 8 9-8 4-8 8 1 -4 8 1 -4 
| 3 ο ο 30 ϱ 
.σ[108 241 4- .3 8 1 0 .73:-4) - -Ί8 
ἑ ι -αἩ τω 
{ ὲ 3 ! 2-1 1 ἵτ 12 
μα]. 4 4-4 4-4 -|4 0 0 .4 .., 
εἛά” ο 3-2 1-2 12 1 5 ν.Ἡ 
ο 1 3 . ἵἱ 3 2 1 3 2 1-2 3-ὐ 
4. 3 2ἱ «ἱ 4 {1 243ἱ «5 5 5ἱ «ἱ 5 5.6 6.6. 
-2 3 4 » 3 «2 3 4 2 32 4.2 
ο -ἰ 1 
«5 οὐ ... ᾿ «55 
56 0 
13 16 19 13 16-13 19-13 | 13 3 6 
5 14 17 20ἱ «| 1 17-14 20-14] «14 186-ο 
5 18 211 [15 18-15 21-15ἱ 115 16 











-2 


70 4 
23 


70 
Ί 
.!35 2 -Ἱ] - 2 
ο. 3, 


1-1 


151 
35 37-35 34-35 
23 26-23 25-23 
1.7.2 -7 








του 
93 70 


23 26 25 
ὃν ὃ 




















4 -ὂ 
338- 
4 


-ᾱ Ί 


1 





7. 








3 4 
4 2 
α ὃ 








4ο 2 3 


21934 3 4 
39492 4 2 








3 4 
να 
: 3 


2 
3 
4 





-ὃ -4 


3 


1-0 
-ἲ.2 
0-3 


οι τι ι-ί 
1-3 -ἶ-ᾱ 


ϱ 2-0 2-0 
2 292 0.2 


Ἱ 


Ί 
3 


Ί 
1 
-Ί 


2 0 
0 


-- 





2 ] 
ο ϱ 
-4 -ᾱ 


2 
2 
.2 








Ί 
-3 


2 
4-ὂ 2-2 1-! 
-ᾱ 





ο | 
αν 
-4 -ᾱ 


2 
4 
-2 


! 
ϱἐ 
Ἱ 
1 


--0 1 
0-0 2-2 0-0 1-4 





1-4 2 4 
0-0 
0-0 20 





ος Ἱ 
012 
.. 
κα ον 
002 1 
ο ςἩηἩ 


1 


1 36 
(3ο. -3) -Ἱ -ν 











1 
] 


] 
ϱ -Ἡ 


1 
 ἃ Ἱ 
Ἱ 

1 


2 


Ί 
0 2 0ο 4 
0 
|“ ἡὐ 


μ με! μᾷ 
Ί 

ρα 4 
ϱ20 
υ0 .2 

ο 20 
.. 





1. 
ἁ 
1 
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ΛΥΜΕΝΑ ΘΕΜΑΤΑ 
{, Να υπολογιστούν οι ορίζουσες: 
4 -ΊἹ -ᾱ α β.2 Ἱ 
1. | π.δ. 2. | β 2ια Ἱ]- 8 
. τ ΓΕ 2 αἲβ Ί 


4] Με τις ιδιότητες. 
41) Με την μέθοδο ὃαγγυς 
444) Με την μέθοδο ανάπτυξης. 


Λύση: Ί. Προσθέτω την πρώτη γραµµή στην δεύτερη και τρίτη και είναι: 








ὁ -Ἱ -θ 
Α-ἰ 7 ο -7] . Αναπτύσσω την Α κατά τα στοιχεία της δεύτερης στήλης 
8 0ο -5 και είναι; 


Α- η : ο - -35.56 «421. 


4. "8. 2 -ἲ 
3 » Α: αή 1 5 
4-΄ 1, 3. ον . 


ο - . 
ο” ηἩὉ 


Με την μέθοδο 5δγγυς είναι: 





- 12-4-249-4 12 --325ᾷ - 21. 
Με την μέθοδο της ανάπτυξης: 
Αναπτύσσουµε την Α .. τα στοιχεία της Ίης γραμμής 


Είναι Α « («124 (-αι- Ἡ,, 3 ντ)" (-θ) 











3 .. . θ15.8 21 
' 





2. Προσθέτουμε την Ίη και την 3η στήλη στη δεύτερη και είναι: 
α αιβε Ἱ 
Β-1β α.β Ἱ 
2 αἲβ. Ἰ 
Βγάζουμε κοινό παράγοντα το ανβ»3 και είναι: 
ο. τι 
β Ί | «0 γιατί η ορίζουσα έχει δύο στήλες ίσες 
ετ 4 
Με την μέθοδο ΑΥΓΗΣ 





8 - (α.β»3) 





Είναι 8 - 





α. σε α βνέ 
β λμς νο 2ια -α(α.2).2(β«2)«β(α.β)-β(β:2)-α(α.β)-2(α.2)" 
2 ϱ9β 2 ἂνβ -α 2γ2ᾳ92βι4.αβ.Ρ-β1-2β-α: -αβ-2α-4 - 0. 
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Με τη μέθοδο ανάπτυξης. 
Αναπτύσσουμε την ορίζουσα κατά τα στοιχεία της 3ης στήλης και είναι: 











β- η β .. κ(-ητ]α β.2 συ α βο] 
| 2 α.β 2 α.β β ὅια 
5” βία.β)-2(α.2)-α(α-β)-2(β:2)9α(α»2)-βίβ.2) -0 
“Ἕ ο ο. 
2. Δίνεται η ορίζουσα: Α - Ἱ -- 2 1 
ο. ο 
- αι. τπτ ᾱ- 


Να υπολογιστεί µε τις ιδιότητες. 
Λύση: Προσθέτουμε όλες τις γραµµές στην πρώτη και έχουμε: 


ο ο 0ο 0 
ΑΞΙΙ -ᾱ 2 Ἡ - 0γιατί έχει µια γραµµή µε όλα τα στοιχεία της 
τα. μηδέν. 
- Ἡ Ἰ -ᾱ 
ο . 4 
3. Δίνεται η ορίζουσα ϐ - Ι 5 4 ο Πε τις ιδιότητες δείξετε ότι 
οκ Ὁ ϱ-1, 
ι ο 1 35 


Λύση: Από την δεύτερη - τρίτη - τέταρτη γραµµή αφαιρούμε την πρώτη και 
έχουμε: 





το τα 
Ιλ... . Αναπτύσσουμε την Ώ κατά τα στοιχεία της πρώτης στή- 
ος ὁ η λης και έχουµε; 
ϱ .υἳ αι 
ο --Ἂ 
υ τι 2 7 16 Πολλαπλασιάζουμε την πρώτη γραµµή µε το (-2} και µε 
3 Ἰ2 31 το (-3) και την προσθέτουμε στην δεύτερη και τρίτη α- 


ντίστοιχα και έχουµε: 








τα Ὁ 
υ-1ιο τι 4 Αναπτύσσουμε κατά τα στοιχεία της πρώτης στήλης και 
Ε . 
Ί ϕ 


έχουµε: Ὁ - :11-12 «1. 








13 


Σηµείωση: Αν µια γραµµή ἡ µια στήλη σε µια ορίζουσα ἔχει όλα τα στοιχεία 
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της ίσα τότε αφαιρούμε την πρύτη στήλη από όλες τις υπόλοιπες και δηµι- 
ουργούμε µια ορίζουσα σε µια γραµµή της οποίας όλα τα στοιχεία είναι µη” 
δέν εκτός από ένα και σε συνέχεια την αναπτύσσουµε, ἡ αφαιρούμε την πρώ- 
τη γραµµή από όλες τις υπόλοιπες κ.λ.π. 


4. Να υπολογίσετε την ορίζουσα Ὁ - 


τε ο 
ὁ ϐϱ -ᾱὖ ὃ 
5 4 5 Ί 
ο οι 


Αφού την θέσετε σε κανονική µορφή. (Μια ορίζουσα είναι σε κανονική 
µορφή όταν τα στοιχεία που βρίσκονται από τη µια µεριά ή από την ἀλ- 
λη της κύριας διαγώνιας είναι μηδέν). 

Η τιµή µιας τέτοιας ορίζουσας ισούται µε το γινόμενο των στοιχείων 
της κύριας διαγόνιας. 


Λύση: Πολλαπλασιάζουμε την πρώτη γραµµή της Ὁ µε (-2),(-5),(- 1) και την 
προσθέτουµε στη δεύτερη, τρίτη, τέταρτη γραµµή αντίστοιχα, και έχουµε: 


ο 
Ώ . 0 0 -ἲ 
ϱ -6 10 
0 46 ου 
τ -- 
0 - 0 -6 9 
ϱ -ὂὁ 10 
ϱ 4 6 
.. 5 -ἶ 
ῦ . 0 -6 9 
ϱ 0ο Ἱ 
ο - 
ι. 2 -ἶ 
0 . 0 -0 9 
υ 0ο Ἱ 
υ 0ο 0 


5, Να δειχτεί ότι: 


2 
-Ί 


-Ί 


-10 


- 


] 
α 
β 
1 





Προσθέτουμε στη δεύτερη γραµµή ἡ την 3η ἡ την 4η 
και έχουμε: 


Πολλαπλασιάζω τη δεύτερη γραµµή µε {-1) και µε ο 
και την προσθέτω στην Άη και 4η και έχουµε: 


Πολλαπλασιάζουµε την Άη γραµµή µε (-12) την προσ- 
Θέτουµε στην 4η και έχουμε: 


Άρα 0 « Μ-δμή- /18) « !1θ 


β Υ 
ν 5] «| αβ βκνΥ 
«κ κ ΒΑΧ4Υ γχοῦ 
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Λύση: α β Υγ αχ β }γ 8 ϐ 
Ἔχουμε:β Υ ὅ .: Αχ γυ ὅ .. βχ.Υ Υ ὅ 
τΓ ϱ 4 τα 3 ϱ  -κ κ 
αχ.β Αχ Υ αχ.β ΒΧ2Υ Υ 
. βκιν Υχ ὅ : βχν γι δ|« αχ.β ΒΧΑΥ 
ῦ «αἱ κ 0 υ -α βχν γχηὸ 
ο 
6. Να δειχτεί ότι: ῦ- κ. { κ) - (κ) -1): 
ΓΕ ο“ 





Λύση: Πολλαπλασιάζουμε τη δεύτερη στήλη µε Χ, την αφαιρούμε απὀ την τρί- 
τη και αναπτύσσουµε κατά τα στοιχεία της Άης γραµµής, και έχουµε: 

















Ί κ κ. Ί κ ϱ . 
νο κ αἱ --- Ίχεε κ 0 κ (1-5) |) ... 
χ χ κ κα 

. ο χ κ Τ-ακ» 
.-ἰ- (1-2) (κ-κ") . (1-κ2)3 
Ί Ί Ί 
7. Να δειχτεί ότι: Ὁ Ξἶ α β γ Ξ0 
ΒΗΥ αγ αβ 





Λύση: Προσθέτουμε τη 2η γραµµή στην 3η και βγάζουμε κοινό παράγοντα το 
(α.β2Υ). 























Ί Ί ι Ί Ί Ί 
χουμε: 0 -ἶ α Β υγ [-ίαβηγ)]ία ΑΒ η -0υ 
α9β2Υ αἲβΗΥ α.βΥ .. 
α β Υ 
Β. Λείξετε ότι: υγ α β/ -α)β)γ) -3αβγ 
β ν α 
ο. . νυν α ΒΑ αἲβ»γ α α Ἰ 
Λύση: χουμε γὶ α βΙ -ᾖἸΥν αᾱα αβΥγ] -(αβγ)ὴἡ γ α Τ]” 
ντα β ν αἲβ.γ β ν Ἱ 
α .. ῃ 
. (αὐβ/)ἱ γ-α α-β 0] «(ανβγ).| Υα αθ]. 
β-α γ-β ϐ β-α Υ-β 











- (αβεγ){(Υ-α) (γ-β):(α-β)2} -(ανβεγ) (α1 νβ24γ7-αβ-αγ-βΥ) - αἱ »β)2Υ᾽ -3αβΥ 


α-β β-γ γ-α 






































9. Να δειχτεί ότι: βΥ γ-α α-β. -0 
γ-α α-β Β-Υ 
α-θ β-γ (α-β.β-γ1γ-α) α-β β-ν 0 
Λύση: Έχουμε: Ὁ -|β-γ γ-α (β-Υ:4Υ-ανα-β){ «|Ιβ-νγ γ-α 0-0 ὦ 
γ-α α-β (β-Υγ19γ-ανα-β) γ-α α-β 0 
{. ϐΒν ΒΥ 
10. Να δειχτεί ότι: 0 «ἰ Ί γα γα] - (α-β)(β-γ)(Υ-α) 
1 αβ αἲβ 
Ί βγ β.Υ 
Λύση: Ὁ «| 1-!Ί γία-β) α-β]-| Υ(α-β) α-Β]  (α-β)(α-γ)(Υ-β) 
1-1 βία-γ) α-γ βία-γ) αγ 
ου. η, 
11. Μα βρεθεί η τιµή της ορίζουσας Ὁ - 2 2 Ἱ 
ὃν 343 


Ίνκ- τι ἵ Ἰ -.α 
Λύση: ο. 2 Ἱ ὴ 2 κ 

3νκ-ἲ 3ἲ Ἱ 5 Ἰ 
γ 
ὅ 
α 


οσο -Ὁ 


α 
1δ. Αν οἱβεγεδ «0 δείξετε ότι; 0 «| β 
γ 


ὅ α β Υ 


Λύση: Προσθέτουμε στην πρώτη στήλη τις άλλες και βγάζουμε κοινό παράγον- 
τα το α.β.Υγ.δ οπότε έχουµε: 


αβγὅ β Υ ὅ ς. Βυ ὕὅ 
ῦςἱ ΦΡΗ Υ ὅ αἱ . (οβηιδ))Ἱ Υ ὅ αἱ .ο 
αθβΑΥδ ὅ α β Ι ὅ α β 
αβγὅ α β Υ . ο. α 
ου. ο ῃᾳὉ 
13. Δείξετε ότι: εἰ ἳ α Ἱ Ἡ ν (-2(κο2) 
του, 
το .,α. 


Λύση: Προσθέτουμε στην πρώτη στήλη τις υπόλοιπες και έχουµε: 
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--- 
τος 
.-- 


ο τι 
ιτ] 
κ Ἱ 
! 


αν 
. ή 
| 


αλά Χν κ 
Χνλ Ἱ 
ἱ χο Ἱ 


| 
. ο] 


] 
. 
| ο. 
χ | κα Χ 


Αφαιρούμε την πρύτη γραµµή από τις υπόλοιπες και έχουµε: 
. 1 ! ἳ 

Ό- («30189 κ ο 0) 
ου ο ο. ο. 

| ο ο ϱ κ-τ 


Ξ(χν1)(κ-τ)) 


14. Να υπολογιστεί µε τις ιδιότητες η ορίζουσα 
Ἡνλλ ᾗἵνμ Ἰρ οκ Ίνα ᾖΤβ 
112} Τμ 12 Ίεκ Ίνα 192β 
ο | 1.3 Τμ 1.3 Ἰνὰκ Ίνα 193β 
114 Ἰ.4μ Ἰ4ρ Ἰνδκ Ίνα 194β 
19 Τομ Ίνδρ Ίνοκ Ίνδα Τ99β 
196} Τμ 1 Ἰνδκ Ίνδα 1:6β 


Λύση: Την πρώτη στήλη αφαιρούμε από την δεύτερη και τρίτη και βγάζουμε 
κοινό παράγοντα το (μ-λ) και (ρ-λ) οπότε έχουµε: 

Τλ μ-λ ϱ-λ κκ Ίνα ἸΤβ 
192λ ὅ2(μ-λ) 2(ρ-λ) . 0 ὁ 
193} ᾖ3ίμ-λ) 3ρ-λ) . ' , 
194λ ὅ(μ-λ) 4(ρ-λ) . 

195λ 5ίμ-λ) 5ίρ-λ) . ύ , 
1:96λ δ(μ-λ) δ(ρ-λ) Ἰνοκ Ίνδα 1.96β 


ο ππτηο τα, ας 
2 2 . 
Ξ (μ-λ) (ρ-λ) νε αι κα μᾷ 
,. κ , . 
. 56 , . 9 
1.6 6 6 Ἰνβκ Ίμδα 196β| 


γιατί η ορίζουσα έχει δύο στήλες ίσες, 


ᾱ ϐ ϐ ε.α 
ας ὁ κκ. ῳ 
15. Δείζετε ότι: Ὁ.- ο α ο. κα. - α(β-α) -) 
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Λύση: Αφαιρούμε την Ίη γραµµή από τις υπόλοιπες και έτσι δημιουργείται 
µια τριγωνική κάτω ορίζουσα οπότε ιδιότητα Χ έχουμε: 

κα. α «η 

0 β-α 0 ... 0 


ῦ -ἱ 0 0 β-α... 0 . αίβ-α)...(β-α) -α(β-α)''} 
ος 9909999099 9900 γ-Ί 
» υ ο -δμά 
α β Υ 
16. Να δειχτεί ότι: 0 Βι υ; | -αβΒιγ.. 
ο 0ο γι 








Λύση: Έχουμε Ὁ - ο] ν η κ αβιγ, 


2 





17. Οι αριθµοί 104,117,143 διαιρούνται µε το 13. Να δειχτεί ότι και η ο0- 








τα 
ρίζουσα: Ὁ -Ι0 Ί 4 διαιρείται µε 13. 
4 7 3 
' τί 1-Ί οου 
Λύση: Έχουμε: ῦ - [0 1-0 οἱ 10 1 4 -Η-1-12) --ἶλ 
ὁ 7-6 3-4 4 3- 











18. Οι αριθµοί 280, 252 και 364 διαιρούνται µε 28. Να δειχτεί ότι και η 
0 














ξ 8 
ορίζουσα: 0-12 5 2] διαιρείται µε 28. 
3 6 4 
2 80 2 8 0 
Λύση: ΄Εχουμε: ρ. 4 10 4 .1 4-3 10-6 4-4] « 
3 6 4 α- 
28 0 28 0 
.3 ΐἳ 86 η .1 2 8ϐ 0ϱ| -0-διαιρείται µε 28. 
3 6 4 3 6 ϐ4 














19. Να τεθεί µε την µορφή του γινομένου 2-3-5 η ορίζουσα: 
ρ. 2 
υ-/10 4 : 


15 9 -ὐ 





{4 1 
Λύση: Έχουμε: ῦ «5ἱ 2 4 6ἱ «5.3 
.α- 1] 
Ί Ί 2 
Γκι 2-1 31-2-5532 
κι ἃ-ι -ἰ-- 








.- 
ο. 


2 
ὁ ὃ 
! 3-ΐ 


. 5.3.2 . 5.3.2 

















τρ... ᾖ ... 
2 -3 


α 
20. Να δειχτεί ότι η ορίζουσα: ὃ - 
Ί 


“. “-ϱο- 
-.“. ο -- 
ο - “- 


διαιρείται µε το (α.3) και (α-1)᾽. 


Λύση: Προσθέτουμε στην πρώτη γραµµή τιέ υπόλοιπες 
αν αι αι α-ἲ .” 


1 
0 . Ί α ι | . (α.1) Ί 
1 
Ἱ 


ος - 
-.- ἴ-.᾿- 


Ί Ἱ α Ί 


α 
Ἱ 
Ἱ Ἱ 


--ᾱ 
Ωω 


1 1 


«(αν 1) ἳ α-Ί 0 με . (αν1)(α-!)3. 
0 0 


0 να 


α α 

21. Να δειχτεί ότι 0 -| 3 Β].- α(β-α) (Υ-β) (δ-γ) 
α γ 
α ὔ 


ο ο ου 
κ» ς -α 


Λύση: Αφαιρούμε την πρώτη γραµµή από τις υπόλοιπες 

α α α α α ϐ 0 0 (1) 

ὃ ρα ρα αι ο ο μα 8 (ρα) (γ(δή 
ῦ β-α γ-α γ-α ϱ ο -β ΥβΒ 

0 β-α γ-α ὅ-α ο 0 ϱ ὅ-γ 


Η µορφή (1) λέγεται τριγωνική. Κάθε ορίζουσα µπορεί ν᾿ αναχτεί σε τριγω- 
νική. 





{ α βΥ Ι α αἱ 
22. Να δειχτεί ότι: Ότ. 1 β αν ΑΗ. 
στο νιυ 
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1 α αἳ ΒΥ αβν αἲβγ βν Ί αβν 
Λόάση:τ!{ β β] - «αγ αβγ β'αγ σα αβγἱ αν; ἵ β'αγ 
Τὰ. αβ αβν κ} αβ αβ Ί γῖαβ 
βι Ί α Ι α βΥ 
ος Ί . β αγ 
αϐβ ἵ γ Ἱ. Υ αβ 
α-β-γ 2α 2α 
23, Να δειχτεί ότι: " 28 β-γ-α 28 { - (αγ). 
2γ 2; γ-α-β 


Λύση: Προσθέτουμε στην πρώτη γραµµή τις δύο άλλες 
α9β3Υ αἲβΥ αβγ 1 1 Ί 
υ.[{ 2 βιγα 28β8|” ων] 28 β-γ-α 2β 
2Υ 2; γ-α-β 2) 2 γ-α-β 
Ί 0 0 
2β -ᾱα-β-γ 0 
2γ 0 -α-β-γ 








- (69β9Υ) . (α9β.Υ)᾽. 








.-. Ί 
24. Να υπολογιστεί η ορίζουσα: : ἵ Ίνα Ἱ | 
. Ἱ Ττβ 


Λύση: Αν αφαιρέσουμε από κάθε γραµµή την πρώτη 
τα 
. κ α 0 


0-0. β 


- Ί.α-β - α-β 





.., ο Ί Ί Ί 
Εφαρμογή: τι 27 Ἱ ' ' 261 | - 26:38 
πο ! !. 38 


.Ί 


Η απόδειξη, ἴδια µε την προηγούµενη. 





Ίνα; 198: αι’βι α, Βι Ἱ 
25, Δείξετε ότι: 0 - Ίνα; Ἰ9β, α,β.) - 2 ᾱα, Β, Ἱ 
Ίναι Ί9βι αι βι αι. Βι 





Λύση: Ιἱροσθέτουμε τις δύο πρώτες στήλες ,. αφαιρούμε την τρίτη στήλη, 
και έχουμε: 








Ίναι Ί9βι 2 Ίναι Ί9βι ἹἸ 
ῦ -| Ίνα, 19β; 2 .2 Ίνα, 19β, Ἱ 
Ίαν Τ.βι 2 Ίαν Ί9βι Ἱ 
Από την Ίη στήλη και 2η αφαιρούμε την τρίτη και έχουµε: 
Ίναι-ἵ 19βι-Ί Ἱ αι βι Ἱ 
-2 [ναι Τ.βι-Ί | Σ]α, βι Ἱ 
Ίναι-Ί 19βι-Ί αν Βι ᾖἸ 











Ί συνω συνδω 
26. Να δειχτεί ότι: Ίσυνω συνζω συνΆω 
συνζω συνἈω συνάω 


Λύση: Αν στην πρώτη γραµµή προσθέσουμε την τελευταία - 
2συνῖω Ό2συνδζωσυνω ΌὅσυνΆωσυ συνω συν2ω συνΆω 
- Ζσυνω 











συνω συνζω συν ᾷω συνω συνζω συνλωί -0ὐ 
συνδω συνλω συνόω συνζω συν3ω συνόάω 
Ί συνα-ημα συνανηµα Ί συνα ηµα 
27. Να δειχτεί ότι: ᾗ συνβ-ηµβ συνβηµβ -2 1 συνβ ημβ 
Ἰ. συνγ-ημγ συνγνημγ Ί. συν ημΥ 





Λύση: Αν προσθέσουμε στην 2η στήλη, την τρίτη έχουµε: 





Ἰ 2συνα συνα-ηµα Ί συνα ηµα 
Ί. 2συνβ συνβ-ημβ Ί. συνβ ημβ 
Ἱ. 2συνν συνγεημγ Ἰ. συν ημν 








όπου αφαιρέσαµε απὀ την τρίτη στήλη την δεύτερη. 














τα. 
28. Να λυθεί η εξίσωση: (ΕΕ) {1 κ 1 -ὔ 
! 
χ Ἱ 
Λύση: Έχουμε: (Ε) ο ΓΊ-κκ-! .-0. . χ-Ί . .0 
κκ 0 κ- Ἱ-κ 


8] 


















































--- (1 κ) ἳ Χο] -κ)(1-κ-κεκ]ςο (1 -κ)(κ1οκ-) ο 
χ-τ Ἱ-κ 
...9χ5Ξ -ὂ, χ- Ί διπλή 
.ο ο. α 
29. Να λυθεί η εξίσωση: (Ε): 3 κε -ἵτ) 50 
! χι ο 
τν - 2 χ 2 
Λύση: χουμε: (Ε) «ιδ χ -Ἡ ο (1-2 κ.κ -Ι-- . 0 
τα . 1-5 κ-χ Ό-ξ 
ο ας 
-- ϱ -ᾱ-ὐ0 η] ο οαμήνκονκἩ 
Ἰ 0 -ἲ ον 
! 4 κ 
30. Να λυθεί η εξίσωση: (Ε):13 6 αχ -0 
5 3 κ8 
{. 5 κ ο τα 
Λύση: Έχουμε: (Ε) --ι 3 9 καθ -ὐ ον 4 9 κ «ὐ 
5 ϐ κ8 5 ϐ κ 
..- 
«24 0 «0 --κ [2 ο ομεκαξ. 
4 3 0 , 
ο 
31. Να λυθεί η εξίσωση: (Ε): ᾗ 1, 
ο... 





0 Ί 2 
Λύση: (Ε)-- 1 0 2 


1 κ: 4-κξ κα 


-1-2χ -«-- -Ί(κ: -2κ2χ1)ν2(4-κ1) - 
5Ξ 3-2κ --- κ: -2χ-7 - 0ϱ--- ... 








χ κι κνᾶ 
32. Να λυθεί η εξίσωση: ων χ χι -ὐ 
χι χω κ 
χ 6 3 . ςᾱ 
Λύση: Έχουμε: .. -5 .. 2χ.5 Ἰ η]. 2.-» 
κ Ἱ -ᾱ 2χ.3 7 0 





ἔχει Ἡ[. ϱ ---4(14χ.35-2κ-3) «ὂ ---Ιδκχ « -ὲ ---χ - - 
2χι3 7 


--- 3 





χ α β χ 

33. Να λυθεί η εξίσωη:ε- 5 Χαβρ αν αγβ 
βκκα 
νο ο, 


Λύση: Προσθέτουμε όλες τις στήλες στην πρώτη, βγάζουμε κοινό παράγοντα 
το Όχγανβ και έχουμε; 
ἳὲ. αβκ 
Ε - (2χκαβ).! Χ κ ΒβΙ.ο 
Ί χ σα 
] 


ο οκ 


ακ 


Ἀφαιρούμε την πρώτη γραµµή απὀ τις υπόλοιπες και αναπτύσσουµε κατά τα 
στοιχεία της πρώτης στήλης και έχουµε: 


. β χ 
Ε α 0 χ-α χ-β β-κ .(2χ.α-β) . 0 -ὀ 
ϱ κ-α κχ-β α-χ 


0 β-α -(β-α) 0 


χκχ-α κ-β β-κ 
χ-α κ-β α-κχ 
!ἲ. -ἶ 0 


χ-α χκ-β β-κ 

--(2χ,α-β) | χκ-α κ-β α-κ 

β-α «(β-α) 0 

Προσθέτουμε την πρώτη στήλη στην δεύτερη και αναπτύσσουµε κατά τα στοι- 
χεία της τρίτης γραµµής οπότε: 

χ-α ὄχ-α-β β-κ 

(2χ-α.β)(β-α) { κ-α ὄχ-α-β α-χ 

1 0 0 


-» (2χεανβ) (2χ-α-β) (β-α) | β-κ 
α-κχ 


-.Χ”" .. ήχ- ο. 


. 0”. (2χγανβ) (β-α) .0 











-0 -- (2χιανβ)(β-α) | 21”-4β β-χ 
2χ-α-β α-κ 


«0 








. 0 --- (2χ/α.β)(2χ-α-β)(β-α) «ϐ 





κ-ι 2 3 
. ωω - 3 
34, Να λυθεί η εξίσωση: (Ε): -20 
-ἲ Σο Ὁ 
-ἲ Ί 2 κι 


Λύση: ᾿Εχουμε: 




















κο 2 3 .. ὴ- 3 
(Ε) «| Χ ή ε δι [ε4ή κ 5 ὅτε 
. υ α. ἩὉ υ ἵ κ. 34 
... 2 κ ο Ἱ 27 κ 
χ 0 0 
ο κ [Ἱ κο 34 . 0--- χ.χ(χεδχηδ-δ) -«0--- χ»(χ.5) «0 
,. ς.- 
-- κχ- 0 (τριπλή), κ - -5 
τν 2 ἃνκ 
35. Να λυθεί η εξίσωση: (Ε): [δεκ κ Ἰπχκ 5-0 
Ἆνκ Ίνκχ 2κ 
κ.  ᾗἃᾱ 1 νχ ο 2 
Λύση: ΄Ἔχουμε: (Ε) -- [2 1 τι -0-- [42χ 2 οἱ -ὐ-- 
ἃνκ -2 -ἶ 6.2χ -ᾱ -ὂ 
πολλαπλασιάσαµε δεύτερη και τρίτη γραµµή µε 2. 
Ταχ .- 
ο ἴδια 3 οἱ «ϱ.-- 2{ 519χ . .θ--χ- -2 
εκ -ᾱ 0 10 -ὃ 
χ - 
36. Να λυθεί η εξίσωση: (ΕΙ Σπ Ἡ].ου 
ὰ Ὁν α- 
2 -ἵ 3} 
ο. 
Λύση: Παρατηρούμε ότι: Ε(2) - . - 0 (δύο ίσες στήλες) 
το - Ἱ 
-ἲ . υ Ἰ 
Όμοια Ε(-!) - : . -0 (δύο ίδιες γραµµές) 
2 -ἶ .ᾱ 


και όμοια Ε(3) - 0, και επειδή είναι τρίτου βαθμού-»ϱ; » 2,0ε » -ἵ και 
ϱι " 2. 


ἕ α. νο Ἡ 

37. Να λυθεί η εξίσωση: χι ο ες .0 
κα Ακ, Ἡ 
1 Ί Ί γαΧχ 


Λύση: ΄Εχουμε: (Ε)9-- Χι(χο 1) (κνεδ)... (κν-Τ) -0--- Χι «0, αι --Ί, 


.... κ, . -ν»1, 


ο. - Ί Ί 
- ο τ κι2 Ί Ί 
38. Να λυθεί η εξίσωση: (Ε]: .0 
πα γε2 Ί 
. ᾳ 1 292 


Λύση: (Ε) ο (χ1)(γ 1) (191) -0--χ - -ἵἴ,ν - -ἵ,χ - -ἰ 


5, 5ι 5ι ... 5ι 
δι 5, 52 ... 5) 
309, Να δειχτεί ότι: 5, 5 51 ... 51 Ξ ν! 


5. 5, 5η ... 5 ν όπου ” 112 ᾶς,. ἓν ΥΕΝ 


Λύση: 
. αν ο Ἀ Ἱ ή ὧν Ἡ 
πο τα γα ο οἩςιιω άν 
ο άραύσα τς 10 11 ο, 1423 
 Ἡ, 3, ἕ, λιπλύος Μακ, ο ομέας 


Ἱ. 19 Ί19διὰ .., Τ9δ.,ν 


ο» 
Ρο 
δῷ 
. 

ο 


5102 203 2331 αφαιρούμε την 2η γραμμή απὀ τις υπόλοιπες -- 
0 «ο ο 2966906900 | 
ϱ 2 23 “Υ 
ο. ως" 
ο. Ἐ Ένου . Τό σδειιν -νἱ 
0 0 δι... 5 
0 0 0 «.. ὄθιιιν 


(γιατί τα στοιχεία αριστερά της κύριας διαγύνιας είναι μηδέν). 


05 


Ί Ί Ί Ί 
40. Να δειχτεί ότι: : ] Ἱ. συνγ συν; , -Ίδημ΄ 5 ημ᾽ ημ΄ ὀ 
Ἰ. συνγ Ἰ συνα 
Ἰ συνβ συνα Ί 
Ἱ 0 0 θ 0 συνγ-ἵ συνβ-] 
Λύση: ΄Εχουμε: [| 0  συνγ-Ί συνβ-Ἱ] «| συνγ- 0  συνα-! 
ἳ ουνν-ὶ ὃ ουν»! συνβ-Ί συνα-! 0 
1 συνβ-! συνα-] 0 


- 2(συνα-!) (συνβ-!1) (συνγ-1) - -Ίδημ" 3 πμ’ -Ἔ ημ” .. 


Γι ο ας Ἡ 
εδ ἕως Ἱ 
ἱἵσ τι «τσ, 


ΗΕ πο 


4]. Να λυθεί η εξίσωση: 


Λύση: Αφαιρούμε την Ίη γραµµή απὀτις υπόλοιπες και δημιουργείται έτσι 
µια ορίζουσα τριγωνική κάτω οπότε ιδιότητα(χ)οριζουσών έχουµε: 

Ί Ί Ἑ τος ῇ 

ϱ 2κ-Ί ο µ Ἡ 
(ε) 0 0ο ἀχ-ι. 0ϱ|-0 


0 0 0 ... Υγκ-Ί 


--- (2χ-1)(4χ- 1). (νκ-!) -0-- κ .3 ἡ κ .ΐ ή... ἡ κ .3 
το“ “ μυ 
42.Να δειχτείόι.- ορίζουσα: αἱ Ἰ α αἳ ναι ανεξάρτητη απὀ τα 
ο μ 
"92. 
να ο 
οκ ια. ϱ 0 ο 
Λύση: χουμε 0 - οσο αι ς. 
. αμ) οτι αἱ κ σα ια 
κ. ο Ἱ γ Στ α 
ια ϱ 0 0 1-α 0 ο ο 
αλ, α) 2 α) αμ, α) αξ 0 α) ά 
χ ο Τὰ 5 χ αἲ Ί-α" α 


γ α α 1 γ αι α--α 


1-α) 0 υ ο |-α. 0 0 0 
᾿ 2 
.-ἷτ : . 0 κα .ἰτ αἱ α΄ ο αἱ . 
αἲχ αἵ αξ(/-α3) αἲ α ῇ αἲχ-α) αἲ --ἲ αἲ(]-α") ϱ 
γ αι α--α Ἅἢ γ ας α]-αξ Ί 


Ί 0 α 
-(1-α2) Ία”ἲ Ί-α”ἲ αἱ - (1-α.)(19α2ζνα"-α" -α" -αξχ) - 
αξ α.-ατ Ἰ 


.(1-α)2)(1.9α1-2α"). Δηλαδή ανεξάρτητο των κ.Υ,2. 


43. Να υπολογιστεί η ορίζουσα: 
αινα; α.εναι ανα αια:ς 
0. σενα; αι αι σν αρσιο 
αι ιναι αι σαν ἄν νναιι αινίαις 
αιεναι7 αι τνασε αχεναις αι ᾶρο 
1) ΄Όπου οι αι,α.,...,ἄχο είναι διαδοχικοί όροι αριθµητικής προόδου 
{14 Όπου οι αιρα.,...,αχο είναι διαδοχικοί γεωμετρικής προόδου. 


Λύση: Έχουμε: ας; -αιθώ, αν " ἄιζω .,. ἄχο - αικΊθω, Επομένως 
ζαιω ζαι.ω ᾖὅαι»δω ὅαιεζω αφαιρούμε την πρώτη, ᾱ- 
υ« | 2αιΤ]ω 2αιν13ω ᾖ2αι»15ω ὅ2αι]7ω πό τις υπόλοιπες στήλες. 
2αι.2Ίω ὅ2αι.23ω 2αι.25ω 2αι«27ω 
Ζ2αι,3Ίω 2αι33ω ζαι”35δω 2αι« ἆ7ω 
| 2α1ω Ζω 4ω δω 
2αιεΊΊω Ζω 4ω δω 
.{ 2αιν2Ίω ὅΌω 4ω δἔω]-0 
2αι.3Ίω 2ω 4ω δω 


ιν. Ἔχουμε: ᾱ; -αιω, ἄν -αιωῖν.ειν ἄχο 5 αιω}. 


αιναιω αι ωναιω  αιω2ναιω. αι” αιω" 
αιω”ναιω” αιωῦναιω  αι0)αιω  αιω"αιο) . 
αιω2”αιω}} αιω2 1 γαιω) 3 αιω229αιω») αιω2 2 αιω!” 
αιω}”αιω}” αιω2ὅαιω}7 σιω}79αιω.” σιω}σιω) 
αι(Τκω) αιω(1ω) αιώ1(1ω) αιω2(Τνω) 
σιω»(1ω) αιωῖ(Ίνω) αιω](Ίω) αιωῖ(Ίνω) 3 
αιωΣζ (1) αιωΣλ(Ίω) αιω}2(1κω) ασιω2 (1ο) 

αιω}τ (1) αιωΣδ(Τνω) αιω}7(1ω) αιω2δ( τω) 


-αἲ(Τνω) ω).0 «0 


44, θεωρούμε την εξίσωση: χ΄αχ.β 
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-6, α.βΕΒ. Αν ΧινΧεικι οι ρίζες και 





. τ ᾱ 
υ - Χι Χο χι 
χί κ κχἲ 
να δειχτεί ότι; 0: --4α)-27β:. 
Λύση: 0 «ΟΡ. {κι κα ο κο τν Χο . 
κ κ η κ κ κ 
1191 Χχχ14Χ Χἰοκξοκῇ 
ΧΧΧ Χἰακξ κκ κἰνκλχ] 


͵ 


χἰχᾖᾗ κ” κχἰ κκ) κκ κ κκῇαχὶ 


"Όμως ΧινΧχα χε - 0Ο, ΧιΧ2ΑΧΙΧΥΑΧΟΧΗ - α και Χιζηχι - -β-- χ{ακ{οκᾗ 




























































































. -2α, κὶινκλκὶ - -3β και χὶνχὰκ” -2α”, 
3 ϱ --α 
η ϱ -ἷα -3β | «ἂ(-4α) -9β7]-δ2α(-4αῖ) «-4α)-27β3, 
«ρα -8 ἔ2αἳ 
68 βΗΥ γα αβ Υ 
45. Λείξετε ότι: Ὁ -βιυ) γα αβ! -21β γα 
γα 6αβ βΙΥ γα β 
α»β β γα α»β υγ γνα α»β β Υ 
Λύση: Είναι Ὁ «Τβγ Υ αἲβὶ ϱἰ βΥ α αἲβ Ββ.Υ Υυ αἱ ” 
γα α βΑΥ γνα Ββ Β.Υ γ-α α β 
αβ β α α»β Υ Υ 6»β γΥ α α β γ  α.. 
Φ1βΥ Υ βὶ 5 βῃνγ α αἱ 1βγ α ΒΙ " ην ανν ο» 
γα α Υ γα β β γα β Υ γ α β α α β 
αβ α ββα α Υ να α Υ α Β υγ α 
ΟΡ ΕΙΡ. 
ντου α α Υ Υγ βΒ β α Ββ β Υ Βγ αβ γ 
ία β Υ β γα α β γ 
.1β υγ αἱ υγ α β 21βΥα 
Υγ α β α β Υ γ α β 


















































ΑΛΥΤΑ ΘΕΜΑΤΛ 
ου 
Ἱ. Να υπολογιστούν οι ορίζουσες: 
σα 
ο ᾳἹ 
τι 2 3 2.1] 310 
2 ἃἲ -ὂ αν απ ας 
Ὑ ας αν 
2. ΄Όμοια να υπολογιστούν οι ορίζουσες: 
ἃχ-δ χκ-2 κ-λ τα. τας 
1. ἠδχνί χ-Ἱ κ 2 1 κ β 34. Ιἳ υγ 
ἀχεδ κ-! 2χι3 απ, τπ', 
α α α α 
3. Δείξετε ότι: ῦ «| β β ΒΙ « -α(α-β)(β-Υ) (Υ-δ) 
αβ Υ γ 
α β γ ὅ 
α αι α.7 
4. Δείξετε ότι: 0 -1β β! βε -ὐ0 
τα Ί 
Γρ. ἃ 
δ. Δείξετε ότι: Ὀ-|) α 0 0] - αλα 
του 
της 
Ί Ί Ί 
6. 0μοια ότι: ῦ- ἵχ νυ εἱ - (ΥΣ) (σ-γ)(1-κ) 
χὰ γ 13 
ος ο να. 
7. Δείξετε ότι: ὃ- ο ον . (α1β”γ1νδ1]”. 
Ύ ὅ α -β 
ῦ υγ» ϱβ α 


8. ΄0µοια ότι: Ἱ ἕ .. 1]. ν” 


".γΎ Ί | ... Ί 


Φ. Να δειχτεί ότι: 0 - . -(α-β)) 


ωα  ϱ - 
ο ο Ὁ - 
ο ο ϱ - 
ο ο ϱ - 


10. Δείξετε ότι; ὃ - 2 γ-σ-κχ 2γ . (Χ2γ.2)2 


Χ-γ-ζ 2κ 2χ 
| 21 τί ᾖ1-χ-γ 


ἳ κ γε: τκτο 
14. Δείξετε ότι: ται εαν ' 
σπα 





12. Δείξετε ότι: ῦ κ 12 192 192 


τν Ίν Ἰνςξ 
-0 
τν Τ9γ 1932 


13. Ἰα υπολογιστούν οι ορίζουσες: 


1 χ χ κ β2γ3 γτα3 αἲβΣ 
λα ᾗ ν Υ 2.8 «| β19βγΗΥ” γ΄” αβνα αἲ ναβ»β 
Ί 1 2 22 βΥ γ-α α»β 


ἵ Χγοζ ΧΥΑΥΣΗΣΧ αΧγζ 


ο α βΒ Υν Ίνχ Ί Ί 

αγ. ]α Οδ ε να ους Ἡ 1 

ῃ ὗύ ο Ί Ί Ἰγ 

Ὕτε - 0 Ί Ἱ '. Ι-γ 
{1 βγ-αχ αξ 
14. ΑΛναβέγέἑακαι Ὦ! γανβχ β1ἱ - 0 δείξετε ότι κ - αἲβ»Υ 
{ αβννχ γ 
1 α αξ 


15. Δείξετε ότι: συν(ν-ἵ)κ συν(νκ) συν(ννΊ)χ]ω (1-2απυνχεαξ }ημχ 
ημ(ν-Τ)κ ηµ(νχ) ηµ(νΤ)κ 


κ κΧκὸὲ κ)-] 
16. Δείξετε ότι αν: ἵν ν α.- 0 νκένέσέἀόκ-κγΣ- ] 
Σ στ. 1-1 
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τ ο Ἡ 
17. Δείξετε ότι: Ὁ χι αι κι . (κα κλίκ κι) (κ -χι) 
κ κ κ 


18. ἠα λυθούν οι εξισύσεις: 





τι. αι ᾳ 4 5 
το τη .0 2.1 3 ὁ-κ ὃ | .0 
τα. 4 5 2-κχ 
οπ -. 
33 1 1 κ. Σα 
3. ὦ 3 -κ " .0 ο ο κἲ 
13 ϐ α-κ λ. αλ -ἵἲ κα 
. ο τα 
Ί-α Ί 
19. Εάν αβγ 0 δείξετε ότι; ' Τβ . αβγί σεῃ . ) 
Ί Ἱ ᾖΤγ 
20. α λυθεί η εξίσωση: 
τα νυν 
Όεια ὰ Υ Ρο Απ.: Χ - αἲβ3γ 
β Υ κ σα 
υ .ρς-.- 


21. Εάν α 6β }γ {ανα λυθεί η εξίσυση: 
αχ βεκ γηκ 
βεκ γη ανκ 
γα αχ βακ 








συνα | 0 
Ί Έσυνα Ί - συνλα 
0 Ί 2συνα 


22. Δείξετε ότι; 





ημ2κ Ί συν2κ 
ημγ Ί συν.γ 
ημ2σ Ἱ συν2χ 








αι αι αι 
Βι. Βι βΒι 
γι ὃν ὁι 


24. Δίνεται η ορίζουσα ῦ - 








Αν |α:| » [αε]γ]αε], 
αιχναργνται 
λα 
Υ1ΧΥ2ΥΥ: 


σύστημα 





χ 
25, Δείξετε ότι: Α- γ 
7 
υ 


9] 


Ιβε[ » Ιβι]11βεί, [γε] » [γι] 1γε] δείξετε ότι το 
«0 

0 έχει µόνο την λύση (Χ,Υ,2) (0.0.0) 
-0 


(κ) (κκ (κ.8)” 
(1) 2) (9.9) ο 
(σος). (12) (3) 
(ω»1)2 (ως) (ως3)” 


26. Αν ηµ -μ ηµ χτ: ημ τν . Α δείξετε ότι: 


Ἰ. ημχ συνκ 
{, 1 Ἱ ἨημΥγ συνγ! - 4Λ 


ἵ ΛΣ; συνΣ 


27. Δείξετε ότι: Ὁ - 





28. ΄0µοια ότι; 


ο « Ὁω ὁ 
«ο Ὁ 


- 


. 


29. Λείξετε ότι: 


.ω 
ο  - 


αλ 


(β.9)” β ν 


Ἱ. ημγ συν2γ 
ημ:τ συνὸζ 


Ἱ ημχ συν2κ 
2. . -Ίθβσυν -ύὸ συν 222 συν 37 . 





αἲ (γα υγ |- 2αβγ(α.β.Υ)) 


α΄ β (ανβ)” 





υγ ὅὃ 

γ : . -(α9β9Υ-δ) (β9γὅ-α) (γ.5-α-β) (ὅνα»β-γ) 
-αᾱ 

β α 

αἳ αἳ αἳ 

α αἱ α) 

ι α αἱ -(1-α)" 

νι ι ὁ 

α) αἲ Ἱ 


30. Δείξετε τις παρακάτω ισότητες στις ορίζουσες ν-οστής τάξης, 


Ἱ ουο ᾖ 
ο. κο Ἡ 
α «.. Τἱ -(ανν-Τ)(α-1) ο} 


932 


ο ο ο το 
που σι να 
ολ ο ην 


2, . -(ν-1)(χκ-α)” 3 


.. ο α νο 


οι, Ὁἳ Ἁ τα ἃ 


ὃ. Ίκ κ ἵ ... κ. (-τ) τν )κ-τ] (καλη 


ον ο Ἡ άν 
Ί 0 Ί Ί ... 1 
4, Ί Ί 0 1 ... Ί . (-τ) 


Στυ ὸτ ιο 


31. Εάν κ: νγ 22 νω - Τ Δείξετε ότι; 
κ. -Ἱ κ κ κὠ 
κ οι α ἱ 5 
σ΄ οὐ τ-ἵ τυ 
ωχ  ωσ ω2-ί 


32. Δείξετε ότι η ορίζουσα (ν»1) τάξεως 
α ὃν δι δν οι δι 
Χι α ὉἅἩ Χε... Χι 
.. Χ; Χι α Χν ... Χι - (ανξκι)Π(α-κι ) 


1 


33. Δείξετε ότι: Ὁ,- τα α κ... α - α(χ-α) 


93 


34. Να λυθεί η εξίσωση: 


χ-Ί ι 2 3 
-ἲ χι 2 3 .0 
ο Ἱ ν 


1 1 2 κ. 


35. Να λυθεί η εξίσωση: Ἱ {ἵ ἃᾱχ .. Ἱ 


36. Ίε την µεθοδο των οριζουσών να λυθούν τα συστήµατα: 





2χεν3σ - Ί Χεζνιάσ - 3 
1. { κ-γωςσ- 2 2. [κ-γισ -0 
3χ4Υ-37 - 3 "ΧΥ-Σ «0 
4χ-γ»2σ - 1 λχογεΣ - Ί 
3. | ΧδγεΣ - 10 4 | Χελγεζ -λ 
Εχ-7γ.21 -9 Χ9γλΣ «λ' 





37. ᾿΄Όμοια να λυθούν τα συστήµατα 


κ-3γ-Σ - 0 χ/ζεγ/1]-σήδ «1 
1. δχ-3γ-27 -9 2. χ/]-γήδχνδ -Ἰ 
3χεὂγῶχ -6 χήδ.2γ-2/5ε «κ 





38. Να λυθεί το σύστημα: 


χναγ,αἲζ - αἱ Απ.: Μεαέβκέγ γα (ΧΥ,Σ)«(αβγ,-αβ-βγ- 
Χ2ΒΥ.β27 -β) "Ύα,αβγ). µεα-β}γ(ΧκΥ,Σ) -(αγε, 
Χ2ΥΥΥ27 -γ) -αγ- (αγ) {,-(αἲγ)-τ),τΕεΒβ. µεα-β- γ 





(Χ/Υ,2Σ) - (α)(1-κ-λ),καῖ,λα), κ,λΕΕ. 


κ(λε1) - 2μ 

γ(2λ91) -μ 

Σ(λ-1) -μ 

με (λΤ)(2λΤ)(λ-1) 0 είναι συµβιβαστό ως προς λ και µ, δείξετε ὁ- 
τι ὅχσ - Χγ  6ΥΣ. 


39. Αν το σύστημα: 
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Χ.γ»λΣζ Ξ 0 
40. Δίνεται το σύστημα | 2χ.3γνάσ - 0 
ᾶχ«όγ5τ - Ί Απ.: Με λέῖ (ΧΥ,2) - 
- (0.0.0). Με λ - Ἱ 
(κ σ) (293, -21-2,1) 
ΖΕΕ 


Να λυθεί στις περιπιώσεις λ/Ίκαι ὶ - Ἱ. 


41. Να λυθεί το σύστημα: 
2χ-γ:532-4ω - Ἱ 
κ-2γ-2χ-ω «ὃ Απ.: (ΧιΥνενο) - (-- (ανώ) ν-(2νωΑ) νΣιω) 
γε7ζδω - 3 


42. Να λυθεί το σύστημα: 
κ-ὂγ.3Σ -0 
3χ-γ.4Σ- 0 Απ.: “Χ,Υ,2) Ξ (-δκ,οκ,οκ), κΕΒ. 


43. Να λυθούν τα συστήµατα: 
αχ» 12γ:37 - 0 
χ-γ.27 - 0 ᾱ, 
3χεγ»(α- 1) - 0 


2χ-λγ2Σ - 0 
Χ2Υ-Σ- 0 
2χ-γ-τ- 0 





Ξ 


ία λυθεί το σύστημα: 
ημθ.κ-συνθ.γ - συνα 
συνθ.κχ-ημθ.Υ - ηµα Απ.: (Χ) - (ηµίθ-α),-συν(θ-.α)) 


45. ία επιλυθούν τα συστήµατα: 
ᾖϱ-... - «-ᾱ --- Απ.ς τι (ΧΥ) - 
κ 2 2 2 . ς 
. Ἡ 


«ο α3Ἡ 


Χ 


.(--,-) 
2χογκάσ «23 Ἔνσν 


2 (ΥΣ) (23.4) 
46. Αν (α-β)(β-γ)(Υ-α) - 0 δείξετε ότι το συστηµα: 


χιανναῖζ - 0 
χ»βΥ.β27 «0 
Χ3ΥΥΥ27 - 0 έχει και µη µηδενικές λύσεις. 


47. Αν µεἉὮ να βρεθούν οι τιμές του µ έτσι ὡστε το σύστημα 
(με 1]κχ-ον2 -0 
ὀμχν(μ-2)γεόσ -ϐ 
(3μ- 1)κ-Τ0γόχ -ϐ να είναι αόριστο και να βρεθούν οι τύποι των 


λύσεων του συστήµατος. 
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46. ᾿Εστω το σύστημα 
χ - αγ.) 
Υ - Β(0νκ) (Σ) 
ω » Υ(Χ2Υ) 
Το οποίο εκτός απὀ την λύση χ -γ-ὁ - 0 δέχεται και άλλες λύσεις 
{) Δείξετε ότι αβ.βγ»γα»2αβυγ - 
44) Κάθε λύση του (Σ) επαληθεύει την σχέση 


ιτ αασο " τη µε αβγ(1-αβ) (1-βΥ)(1-γα) 0 


14) Η 1) µπορεί να πάρη την µορφή: αβγ ἐοὸ [δς ὃς Ἱ 


{ν) Να βρεθούν οι τύποι που δίνουν τις λύσεις του (7). 


49. Να βρεθεί η αναγκαία και ικανἠ συνθήκη κ-αγ 
για να είναι συµβιβαστό το σύστημα: γ-αχ -β Απ.:ίαἱ 4 


Χ:βΥ - | 


50. Λείξετε ότι το σύστημα: 
δ τῇ το) 


Ἀ, ο δ οὐ, 

κον ο σ τ) 

... ὰ- . 

αγ") 3) 

αμ ᾱ (19) µε αβγλμίλαωμ) 6 0 είναι συμβιβαστό. 


-«κΕ6ραλαιο ὦ 


στατιστικη 





2.Ί.ΒΑΣΙΚΕΣ ΕΝΝΟΙΕΣ 


1. Στατιστική. Είναι η επιστήμη που ασχολέίται µε την συλλογή, παρουσία- 
ση και ανάλυση στατιστικών στοιχείων. Τα στοιχεία πρέπει να είναι αληθι- 
νά, Τα αποτελέσµατα ποτέ δεν µπορεί να είναι απόλυτα, η ποιότητα και ο 
βαθμός αξιοπιστίας των στοιχείων επηρεάζει και το αποτέλεσµα της ανάλυ- 
σης. 


2. Πληθυσμός. Κάθε σύνολο, του οποίου πρόκειται να εξετάσουμε τα στοιχεία 
του λέγεται πληθυσμός. 

Π.χ Το σύνολο των Μαθηματικών της Αθήνας αποτελεί ένα πληθυσμό. 

Το σύνολο των τυφλών ἑνα ἀλλο, κ.λ.π. 

Τους πληθυσμούς τους διακρίνουμε σε πεπερασµένους (αν έχουν πεπερασμένα 
στοιχεία) και σε άπειρους, αν το πλήθος των στοιχείὼν τους είναι άπειρο, 
Τον πληθυσμό συμβολίζουμε συνήθως µε Ώ και τα στοιχεία του µε ω. 


4. ΄Άτομα. Ονοµάζουμε άτοµα τα στοιχεία που αποτελούν τον πληθυσμό. 


4. Μεταβλητή. Ονομάζουμε μεταβλητή το χαρακτηριστικό ως προς το οποίο ε- 
ξετάζουµε τα στοιχεία του πληθυσμού. 

Π.χ. Αν το σύνολο των τυφλών μελετηθεί ως προς Οικονομική τους κατάστα- 
ση, ἡ ὡς προς την Οικογενειακή τους κατάσταση, αυτό είναι µια μεταβλητή 
που συμβολίζεται συνήθως µεκχ., 


5. Ποσοτική μεταβλητή. Ονομάζουμε ποσοτική την µεταβλητή,που το σύνολο 
τιµών της είναι στοιχείο του Ἑ δηλ. πραγματικός αριθµός. Τα ποσοτικά χα- 
ρακτηριστικά µετριώνται µε κατάλληλη µονάδα μετρήσεως. 
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6. Ποιοτική μεταβλητή. Όνομάζουμε ποιοτική την μεταβλητή, όταν το σύνο- 
λο τιµών της δεν είναι αριθμητικό σύνολο. Τα ποιοτικά δεν μετριώνται µε 
µονάδα μετρήσεως, π.Χ. Φύλο, θρήσκευµα,... 


7. Συνεχής μεταβλητή. Μια μεταβλητή θα λέγεται συνεχής όταν µπορεί να πά- 
ρει κάθε τιµή ενός διαστήµατος [α,β] και 


8Β. Διακριτή ἡ ασυνεχής. ΄Όταν παίρνει µόνο ορισμένες τιµές. 


9 Τα στοιχεία ενός πληθυσμού, µπορούν να μελετηθούν κατά δύο τρόπους. 


α) ᾿Οταν εξετάζουμε όλα τα στοιχεία του πληθυσμού, τότε λέμε ότι κάνου- 
µε απογραφή του πληθυσμού και 


β) ΄Όταν εξετάζουμε µέρος µόνο του πληθυσμού, οπότε λέμε ότι κάνουμε 
δειγµατοληπτική έρευνα του πληθυσμού. 


β.) Δείγμα. Το υποσύνολο που εξετάζουμε λέγεται δείγμα. 


Β.) Μέγεθος. 0 πληθικός αριθµός του δείγµατος λέγεται μέγεθος του δείγµα- 
τος και, 


Βι) Η παραπάνω διαδικασία λέγεται δειγματοληψία. 


10. Παρατηρούμε ότι’: 

Σε άπειρους πληθυσμούς, μπορούμε να κάνουµε µόνο δειγματοληψία. 

Και σε πληθυσμούς πεπερασµένους αλλά µε πολλά στοιχεία, η απογραφή εί- 
ναι μάλλον αδύνατη. 

Σ’ αυτές τις περιπτώσεις γίνεται δειγματοληψία ἡ όπως λέμε (γκάλλοπ). 

Για να είναι το αποτέλεσµα της σφιγµοµέτρησης, όσο γίνεται ποιό πραγ- 
µατικό, θα πρέπει το δείγµα, να είναι όσο γίνεται πιο αντιπροσωπευτικό. 


11. Παράδειγμα Ἱ. 


Σε µια δειγματοληψία ρωτήθηκαν 3 άτοµα σε ποιά πολιτική παράταξη ανή- 
κουν και είχαμε τις α- 
παντήςεις: 

Κ.Κ.Ε., Κ.Κ.Ε., ΠΑΣΟΚ, 
Ν.Δ., ΠΑΣΟΚ, Ν.Δ., 
ΠΑΣΟΚ, Ν.Δ., ΠΑΣΟΚ. 
Οπότε έχουµε τις πα- 
ρακάτω απεικονίσεις, 
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στην οποία φαίνεται ποιές ήταν οι απαντήσεις των 9 ατόμων. 


12. Παράδειγμα 2. 


Ρωτήθηκαν 10 µαθητές για την βαθμολογία τους και οι απαντήσεις ήταν: 
12, 15, 10, 9, 13, 17, 10, 13, 9, 17 

οπότε έχουµε την παρακάτω αντιστοιχία, 

στην οποία φαίνονται οι χ(ο) 

απαντήσεις των 10 µαθη- 

τών. 

Στο πρώτο από τα παρα- ῃ 

δείγµατα η μεταβλητή εί- {επ 

ναι ποιοτική διότι το 

Χ(Ω) είναι όχι αριθµοσόύ- ᾖ "τις σοοκκσασ 

νολο. στο 

Ενώ στο δεύτερο η Χ εί- 

ναι ποσοτική διότι το Χ(0) είναι αριθμοσύνολο, 


13. Παράδειγμα 3. 


θεωρούμε τις παρακάτω μεταβλητές ιδιότητες των βιβλίων µιας βιβλιοθήκης 
΄ Περιεχόμενο Πο υῦ 
. Σελίδες αυ υ-υ-υ-υ-υ-υ ια 


.- -.Ὁ 
σος να -"" 


. 
ο...” 
- 
ων 







-....-ςαα κ θήθήήπ 







-- 
--”-μ- ο 
--- 


.ὔ..-” 


ω...ϱ..-”-.... ..-.“.“... 
.-- 


Χρώμα εξώφυλλου «« κκ νε κκ κκκ κκ νο» 
Αριθµός σχημάτων «. «κκ κνοος 
. Αριθμός σελίδων «. ο ο ο ὀ00006 
ὃν. τν ον 
ο, ΝΑΡ ών εννωνεές 
ιο νο ο συ 


] 
ζ 
3 
ἀ 
5 
6 


Τι είδους μεταβλητή είναι η κάθε ιδιότητα, 


η Ἱ. είναι ποιοτική η 2, είναι ποσοτική η 3. είναι ποιοτική 
η 4. είναι ποσοτική η 5. είναι ποιοτική η 6. είναι ποσοτική 
η 7. είναι ποσοτική η 8. είναι ποιοτική 

14. Παράδειγμα 4. 


Σε µια τάξη μικτού Γυμνασίου είναι 18 αγόρια και 12 κορίτσια. θέλουμε να 
ελέγξουμε την επίδοση της τάξης εξετάζοντας 15 µαθητές. Πόσα αγόρια και 
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πόσα κορίτσια, πρέπει να εξείάσουµε; 
Λύση: θα πρέπει να χωρίσουµε τον αριθµό 15 σε µέρη ανάλογα των αριθμών 
18 και 12 δηλ. 
τ .θ . ν .. - 3 «κ - 9 και Υ - 6, ώστε θα πρέπει να εξε- 
τάσουµε 9 αγόρια και 6 κορίτσια. 


2.2. ΚΛΤΑΝΟΝΜΕΣ 


15. Συχνότητα. Ονομµάζουμε συχνότητα µιας τιµής κάποιας μεταβλητής Χ ενός 
δείγµατος το πλήθος των ατόμων του δείγµατος για τα οποία η Χ παίρνει 
την τιµή χ. 


16. Κατανομή συχνοτήτων. ΄Ενας στατιστικός πίνακας µε δύο στήλες, που η 

µια περιέχει τις δυνατές τιµές της μεταβλητής και η δεύτερη τις αντίσ- 

τοιχες συχνότητές τους, λέγεται Πίνακας συχνοτήτων ἡ κατανομή συχνότητας 
ἡ “κατανομή”. 


17. Σχετική συχνότητα. Ονοµάζουμε σχετική συχνότητα Εκ) µιας τιµής κ, 
το πηλίκο της απόλυτης συχνότητας της προς το μέγεθος ν του δείγματος, 
δηλ. ε(κ) «-Σ) 


γ 


18. Παρατηρούμε ότι: Ἡ σχετικἠή συχνότητα εκφράζεται συνήθως σε ποσοστά 
επί τις σ. 

δηλ. εις «αλ. 10ο 

θι σχετικές συχνότητες γράφονται σε µια τρίτη στήλη στιυς πίνακες συχνο- 
τήτων. 

ο Η παραπάνω σχέση {(κ) ” πα] γράφεται συνήθως και ως εξής: 


8. κο, όπου ἔι οι σχετικές συχνότητες και νι οι συχνότητες. 


ο Όπως φαίνεται έχουμε; νι ονετ.«« νκ 3 ἔγι -ν όπου ν το μέγεθος του 
δείγματος. 


19. Για τη σχετική συχνότητα ισχύουν: 
α) "κι 055 51. 

β) Εν έγε.«ξι - Ἱ 

γ) νέι νι Ἰ -Ίνδιοο Κο 
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Πράγματι: α) ϐ, κ. και επειδή νὲνι νὶ 1205 τς 1. 


σι ψ γι γα Υ22...«Υ γ 
ον -.-- ϕ --- Φον - .ο..- 
β) δι έ1. {ι . η 9 . ν σ σ 1 


Υ) Είναι φανερό από τον ορισμό. 


20. Αθροιστική συχνότητα. Ονομάζουμε αθροιστική συχνότητα µιας τιµής 
µιας ποσοτικής μεταβλητής Χ ενός δείγµατος το άθροισµα όλων των συχνο- 
τήτων των τιµών της Χ που είναι μικρότερες ἡ ίσες µε τοκ. 


21. Ομαδοποίηση των παρατηρήσεων. ᾿Όταν ένα δείγµα είναι μεγάλου µέεγέ- 

θους, χωρίζουµε το διάστηµα στο οποίο παίρνει τιµές η μεταβλητή σε κλά- 

σεις, υποδιαστήµατα του {ίδιου πλάτους, και βρίσκουμε πόσες παρατηρήσεις 

βρίσκονται σε κάθε τέτοιο διάστηµα. 

Η σοµαδοποίηση των παρατηρήσεων γίνεται επειδή η μεταβλητή παίρνει πολλές 
τιµές και η συχνότητα κάθε τιµής είναι µικρή, οπότε µε την οµαδοποίηση, 

συντοµεύουµε την όλη εικόνα, 


22. Πλάτος κλάσης ονομάζουμε την διαφορά της μικρότερης απὀ την µεγαλύτε- 
ρη τιµή: δηλ. η - Χπαχ- Χπήῃ 


23. Κέντρο κλάσης ονομάζουμε το ηµιάθροισµα των άκρων της. 


24. Παράδειγμα. 

Σ᾽ἑνα σύνολο 50 μαθητών Ίης δέσµης βρέθηκαν 10 µε βαθµό "Μέτρια", 15 µε 
βαθμό "Καλά"., 20 µε βαθµό "Πολύ καλά" και 5 µε βαθµό "΄Αριστα". 

Ενώ σ᾿ ένα σύνολο 25 μαθητών Δ᾽ δέσµης βρέθηκαν 4 µε βαθµό "Μέτρια", 8 µε 
βαθμό "Καλά", 10 µε βαθµό "Πολύ καλά" και 3 µε βαθµό "΄Αριστα". 

Συνεπὺς μπορούμε να κάνουμε τους πίνακες: 





25. Παράδειγμα. 
Δίνεται η βαθμολογία στα Μαθηματικά ενός. δείγµατος 15 μαθητών 
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8, 10, 11, 106, 13, 15, ἵ8, 15, 16, 18, 186. 15, 13. 19. 19. 
Κατασκευάζουµε τον πίνακα: 





26. Παράδειγμα. 
Κατά την μέτρηση του ύψους 30 μαθητών, είχαµε τα παρακάτω αποτελέσµατα. 
162 171 159 164 17] 
165 172 153 16 170 
170 169 158 172 168 
160 159 16ι 173 150 
Παρατηρούμε ότι η μικρότερη ένδειξη είναι 150 και η µεγαλύτερη 173. 
χωρίζουµε το διάστηµα {150,174) σε κλάσεις πλάτους 56Π, οπότε έχουµε 
τον πίνακα: 


λόοεις [ήν ᾖλβοισσυν. τσ ο Σκ. 9ο. συχνότητα 


[150 154) 10 
10 

35 

50 

65 

100 

ο αι οα. 
27. Παρατηρούμε ότι: 


[154, 158) 
{158,1 62) 
{162, 166) 
α. Στη κλάση [158,162) ανήκουν 5 µαθητές ενώ το πολύ 5 µαθητές έχουν ὐ- 
ψος απὀ 158-162, χωρίς να συμπεριλαμβάνεται το 162. 
β. ΄Όταν σοµαδοποιούµε τις παρατηρήσεις παίρνουµε κλάσεις του {ίδιου πλά- 












[166, 170) 
170.174) 
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τους. 
Υ. Όταν η μεταβλητή είναι διακριτή οι κλάσεις είναι κλειστά διαστήματα 


28. Προσέξετε ότι: Για την κατασκευή του παραπάνω πίνακα 

α. Αν δίνεται το πλάτος των ίσων διαστημάτων στρογγυλοποιούµε το πλάτος 
μεταβολής, αυξάνοντας το στο πλησιέστερο ακέραιο πολλαπλάσιο του κ. 
Μετά διαιρούµε µε κ για να βρούμε το πλάτος καθενός υποδιαστήµατος. Ση- 
µειώνουµε τα υποδιαστήµατα σε µια στήλη και στη διπλανή της την τίµή 
της Εξ, του { υποδιαστήµατος. 


Β. Αν δίνεται το πλάτος καθ᾽ενός απὀ τα ίσα διαστήµατα, θεωρούμε αρχή 
του πρώτου διαστήµατος µια τιµή μικρότερη ἡ ίση µε το Χπίῃ και σηµειώνο- 
µε διαστήµατα µε το γνωστό πλάτος, μέχρις ότου καλυφθούν όλες οι τιµές 
που δίνονται. 


γ. Συμφωνούμε το ανύτερο όριο κάθε υποδιαστήµατος να µην ανήκει σε άλλο 
αλλά στο αµέσως επόμενο. 


ὅ. ΄Όταν η μεταβλητή είναι διακριτή οἱ κλάσεις είναι κλειστά διαστήματα. 


29. Παράδειγμα. 

Δίνονται οἱ µισθοί σε χιλιάδες Ί6 εργαζομένων: 

16, 8, 20, 20, 21, 22, 22, 25, 23, 20, 45, 43, 35, 37, 48, 56 

Να ταξινομηθούν σε πίνακα. 

Η μικρότερη τιµή είναι 16 και η µεγαλύτερη 56. θεωρούμε το διάστηµα 
{16,58) και το χωρίζουµε σε κλάσεις πλάτους 8 οπότε έχουµε: 


Σχ.άθροισ. 
συχνοτήτων 





30. Παράδειγμα 4. Να συμπληρώσετε τον πίνακα 
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κκ ο πο ο ο. 
Λύση: ΄Έχουμε ότι Τ. ο--- 100«-- 20 « πς 100- α » ΣΣ .ἴ- 7 


- 1959124719β « 35 -» 274β - 35 -β - 8 οπότε η σχετική συχνότητα του 
ριστα είναι; 

γι 1.100 300 
νο ο 


31. Παράδειγμα δ. 

Να συμπληρωθεί ο παρακάτω πίνακας του αριθμού των δωματίων των διαµερισ- 
µάτων µιας πολυκατοικίας και στη συνέχεια: 

α) Βρείτε πόσα διαμερίσματα έχουν λιγότερα απὀ 4 δωμάτια 

β) Πόσα έχουν τουλάχιστον 4 και 

Υ) Πόσα έχουν το πολύ 4, 


α 8, Κ,λ,π. 





Λύση: ος Ἀκδνα -Ί2--α - [2-7 -5 και 29θνανβιΦ! -δ--. 
--β- 38-17-.β - 21. Συνεπώς 


ωρότια [ διανερίονατα ῇ ΄Αθροισ.ἔυκν. 
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α) Λιγότερα απὀ τέσσερα έχουν 12 διαμερίσματα. 
β) Τουλάχιστον τέσσερα έχουν 38-12 - 26 διαμερίσματα. 
Υ) Το πολύ τέσσερα έχουν 33 διαμερίσματα. 


2.3.ΔΤΑΓΡΛΑΛΜΜΑΤΑΛ 


32. Γενικά. Ἡ παρουσίαση των στατιστικών δεδοµένων µπορεί να γίνει και 
µε διαγράµµατα. 

Ἓνα διάγραµµα, µπορεί να θεωρηθεί επαρκές µέσο στατιστικής πληροφο- 
ρήσης αν παρουσιάζει παραστατικότητα, σαφήνεια και ακρίβεια. 

Πλεονεκτούν κατά πολύ απὀ τους πίνακες χωρίς όµως να απαλάσσονται και 
από μειονεκτήματα. Το σοβαρότερο µειονέκτηµα είναι ότι στο διάγραµµα δεν 
μπορούν να περιληφθούν πολλές στατιστικές σειρές µαζί, γιατί δηµιουργεί- 
ται σύγχυση. Ακόμη απὀ τα διαγράµµατα μπορούμε να πάρουµε µόνο γενικεέ 
ποσοτικέό πληροφορίες. 

Ἀκόμη η κατασκευή των διαγραμμάτων απαιτεί κάποιες γνώσεις που δεν τις 
απαιτούν οι πίνακες, 


33. Ραβδόγραµµα συχνοτήτων. Αν θεωρήσουμε τον παρακάτω πίνακα κατανοµής 


συχνοτήτων 10 οικογενειών µε 1,2,3,4 και 5 παιδιά έχουμε: 





Αν τα παραπάνω στοιχεία τα 

εµφανίσουµε σε ορθοκανονικό 
σύστημα αξόνων µε άξονα τον 
ΟΧ, τον αριθμό παιδιών και 

άξονα τον Υ τις συχνότητες, έχουµε τον πίνακα που λέγεται ραβδόγραµµα 
συχνοτήτων, 


(1) 
. ο. ν, χ 





. Το ραβδόγραµµα αποτελείται απὀ τα κάθετα τµήµατα στον άξονα θχ. 


- Το µήκος του κάθε ενός από αυτά τα τµήµατα δείχνει τη συχνότητα ν, 
της αντίστοιχης μεταβλητής Χι .Δηλ.στο 3 αντιστοιχέί το 4. Δηλ. 3 παιδιά 
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έχουν 4 οικογένειες κ.λ.π. 


34. Πολύγωνο συχνοτήτων. 

Αν τα σηµεία Α,Β,Γ,Δ,Ε 

του παραπάνω διαγράµµα- 
τος ενωθούν παίρνουμε µια 
τεθλάσμένη γράµμή, που λέ- 
γεται πολύγωνο συχνοτήτων. 
Αν οι παρατηρήσεις αναφέρο- 
νται σε ποιοτική μεταβλητή 
τότε ο πίκακας Ἱ, 





Ι ου 


Λογοτεχνικά 
Επιστημονικά 
Μαθηματικά 
Ιστορικά 
Ξενόγλωσσα 













(ΙΙΙ 


- [[ῇ)) [) ΙΙΙ ΙΙΙ ΙΙΙ! 


ΞΕ χΧ 


µπορεί να παρασταθεί µε το διπλανό διάγραµµα, που λέγεται ραβδόγραµµα, 
και αποτελείται απὀ ορθογώνια µε ίσα πλάτη και ύψη ίσα µε την συχνότη- 
τα. 


35. Διάγραμμα αθροιστικών και σχετικών συχνοτήτων. 
Αν θεωρήσουμε το προηγούμενο παράδειγµα έχουµε; 


Σχ. Λθροιστική 
συχνότητα 





και αν τα δεδοµένα αυτά εμφανιστούν σε ορθοκανονικό σύστημα αξόνων µε Οχ 
τα Χι και άξονα τον Υ την αθροιστική συχνότητα, έχουµε το διάγραµµα αθ- 
ροιστικών συχνοτήτων. 
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10 ΑΘΡ, ΣΥΧΝΟΤΗΤΑ 





36. Κυκλικό και ημικυκλικό διάγραμμα. 

Τα διαγράµµατα αυτά είναι κύκλοι που διαιρούνται σε τοµείς, ώστετο ε- 
µβαδόν του καθ᾽ ενός να εκφράζει την αναλογία της τιµής της αντίστοιχης 
κατηγορίας. 

Π.χ. Από τον πίνακα της παραγράφου 24 έχουµε ότι: 10 µαθητές έχουν βαθ- 
μό "μέτρια", 15 "καλά", 20 '"πολύ καλά" και 5 "άριστα", από δείγµα 50 µα- 
θητών ἡ "μέτρια" το 20Χ, "καλά" το 301, "πολύ καλά" το 40Χ και "άριστα" 
το 101. 

Για να παραστήσουµε τα στοιχεία αυτά σε κυκλικό διάγραµµα διαιρούµε τον 
κύκλο (τις 3605) σε µέρη ανάλογα των 201, 30Σ, 40χ, 101. 


το 20χ 360 - 360 ᾖὖσ «725 
30« .360 - 360 -ᾱθ-.- 1085 ων πο 
403. 360 - 360 τος «1445 ημ/κό 


10 «360 - 360 του . 365 Κυκλικό 


Για το ημικυκλικό διάγραμμα θα κάναµε την (δια δουλειά, αλλά αντί για 360 
θα παίρναµε 180. 


Δηλ. το 104.180 - 180 οσο 185... 


37. Ἱστόγραμμα. 

Η κατανομή συχνοτήτων των οµαδοποιηµένων παρατηρήσεων, παριστάνεται 
γραφικά απὀ τα συνεχόμενα ορθογώνια του παρακάτω σχήματος και λέγεται 
Ιστόγραμμα. 


38. Παράδειγμα Ί. 
θεωρούμε την κατανομή ενοικίων 15 διαμερισμάτων 4 δωματίων. 
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Η τεθλασμένη γραµµή που 
συνδέει τα µέσα των άνω 
βάσεων των ορθογωνίων 
ορίζει και πάλι το πολύ- 
γωνο συχνοτήτων. 


7 
Ιστόγραμμα ” 


2.4. ΛΑΘΡΟΙΣΜΑΤΑΛΑ 

4.9. 1) Το άθροισµα των ν αριθμών αι ,α»,...,ᾶν Το συµβολίσουμε µε Σᾳ. 
δηλ.: αιναρν., εναν” ἔίακ. 

9) Το άθροισμα αινα.»... το συμβολίζουμε µε: Σο. 


αιτασ». οὐ Ὁ Σα. 


3) Δεχόμαστε ότι;: Σα, -ᾱαι 


4) Το 119219. ον - κ 


6) Το 1.2.3.2.3.49...Αν(ν 1) (ν ) - Σκίκε) (κ. 


.. νο 
ϐ) Το αιθασ»... ἄν. ἄν} 5 Σα... Σα, - Σα 
τν "ν 3 
7) Το αι ανα λ... ον 5 Σα "Σακ- Σακ 


40ΙΔΙΟΤΗΤΕΣ ΤΟΝ 2: 
α) Σ(αι9β9)- αι» Σβ:. 
Απόδειξη: Σ(α.β!) -(αινβι){αμβε)λ.νν (αν β») - 


” ίαιναρς... αν) (βι βρε... Αν) . ὦαι. Σβ:. 


β) Σ(λναι) :νλε Σᾳ:. 
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Απόδειξη: Σ(λναι) : (λναι) (λαο). «(λναν) 5 (Άλεν «λ). 


»{αιαρς... αν) - νλ. Σ α.. 


γ) Σίλα) «λΣαι. 
Απόδειξη: ὃ (λαι) « λανελθεει.«λαν 5 λίαμναρδ.. ναι) 5 λἎαι. 


δ) Σ(λιαικλεβίκενληκι) 5 δν ὦαιλλε Έρβιν λτ ἆ Κι. 
Απόδειξη: Σ (λιανκλοβι εν « λνκν) 5 (λιανλβι,.«Αλτκι) 
5(λιαρ«λοβρεον «λλες (λια λεβν ες λνΚν) 3 

« λιίαι-αρ-... ἄν) λ2(βι1βο9..« Βν)λεν «Αλ (ΚΚ «Κν) ” 


- λι Σαιλ; Σινε. .λ Σκ, . 


ε) Σ (αι ει-αι) Ξ αν-αι. 


Απόδειξη: Ἐ (αιει-αι) Ξ (α.-αι)είαι-αρ)είαι-αχλει«τία,-αν-ι) 5 α--αι. 


41. Παρατήρήση: 
.. Αντί του δείκτη { ,μπορούμε να χρησιμοποιούμε οποιοδήποτε δείκτη δηλ. 


ν 


Ψ ΄ ν 
αιναρ...'ᾶν ο Σα, . λα .. Σαν . Σαι τε, 


.. Μπορούμε, χωρίς να αλλάξει το άθροισµα, να µεταβάλουμε τον δείκτη που 
εμφανίζεται µέσα στο Σ , αρκεί να µεταβάλουµε ανάλογα τα όρια του Σ. 
Δηλ. 
ν ”.ἲ Ν 
ασια... ᾶν 3 Σα. 5 Σα αι ” Σαιω τε. 


42. Πρόβλημα. 
Να απλοποιηθεί το κλάσμα: 
κΣ αν. Σ κ᾿ 
( Σ κλι Σ (κοκ) 
« . ανα ο ντ) (2ν.] 
Λύση: Γνωρίζουμε ότι: Σκ 129228, νὸ λεν) 


2 ν 
Σ ο 1 μις] .Σκ- Ίεδεννον - Ἡ -- 


Σ (κ{ κκ) . Σκ'. Σκ 1 εν Φ ν(ν1) .( ὂνεΊ “1){ γ(νΊ ) ϱ 
ο ννν 1) (ν 2) 
πι --- 
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γ(ν 1) (2ν.«Ί [ον]: -- 
ον) εν), ----- ο 


Ἔκουμει } " "πϕνε], ννηνα  ”Ἔίνοξ 


43. Πρόβλημα. 
Δείξετε ότι: δη" Σ- στ (1) 


Λύση: Το πρύτο µέλος της (1) γῤάφεται: 
ὁ πμ «ὃν [ντ - στ τσ] 

: ἀπ" ἀ τῶση ντο " ὁι εσῦπ Στ” 
-ἳ τπτ Ἀν τν)” ἔνταττ “6 ὃς τσ "5 ᾱ τσ" 
"ὅτι - ἁτατ 9 Σταστ .Ἄτγτει στ ντο Ἡ” 
κἈτγντπήπ το τι)" τσπ 
«4. Πρόβλημα. 


Αν Σκ - 6 και ἓκ' - 36, να βρεθούν τα αθροίσµατα: 
ϱ) Σίκ 1) Β) ία -Οίκ «1. 


Λύση: ᾿ἔχουμε: Σια 117 « αλ εκ 1) - Σ χ292 δα ϕ Σὴ . 
-. 36.2,6.6 - 3291296 - 54, 

ς 
ϐ) δα”-) - ἆμαῖ- Σι -36-6 - 30. 


2.5. ΠΑΡΑΜΕΤΡΟΙ ΘΕΣΗΣ 


45ΜΕΣΗ ἵΤ 1] ΜΗ. Αν θεωρήσουμε ἑνα δείγµα (ω,ώσνε«« ών) μεγέθους ν 
τότε ονομάζουμε µέση τιµή της μεταβλητής Χ του δείγματος µε χίωι) » ἴ! 
και την συµβολίδουµε µε (Χ) τον αριθµό. 


Αν το σύνολο των τιµών της Χ είναι: {χι,Χε,... χι} µε αντίστοιχες συχ- 


110 


νότητες: νι νὰ... Μ τότε: ΝιΧι ΑΝ ΧΑ. «ΑΝΙΧΙ - ρθει οι - 


- αν ᾿ ο υα τ 


Στην περίπτωση των οµαδοποιηµένων παρατηρήσεων θεωρούμε ότι κάθε παρατή- 
ρηση συμπίπτει µε το κέντρο της κλάσης που ανήκει. 


46. Σηµείωση: Η µέση τιµή Χ είναι ἑνας αριθµός μεταξύ της µεγίστης και 
της ελαχίστης τιµής., Δηλ. . 

Χπίη ς Χ 5 Χπᾶχ 
γιαυτό χαρακτηρίζεται σαν παράμετρος θέσης, 


9 Ἡ µέση τιµή είναι ένα σηµείο, γύρω απὀ το οπόίο βρίσκονται οι τιµές 
της μεταβλητής, µε τη µέση τιµή μπορούμε να συγκρίνουμε πρόχειρα δύο ο- 
µοειδείς πληθυσμούς. 


9 ἨἩ µέση τιµή όταν δεν ἔχουμε συχνότητες, υπολογίζεται από τον τύπο; 


Σ κ. 
ν 


χ- 


9 Ἠ μέση τιµή όταν έχουµε συχνότητες δίνεται απὀ τον τύπο: 
ΣΝΙΧ, 
ν 


χε. 





47. ΙΔΙΟΤΗΤΕΣ ΜΕΣΗΣ ΤΙΜΗ Σ 
α) Ἡ µέση τιµή κ είναι συμμετρική συνάρτηση των κοπο δα. 
Ββ) Αν ἓι - ς... «ἴν :ἴ- καιχ -ἴ, 


Υ) Αν µέση τιµή της Υ - Χνα και 7 -ἅνα 


Πράγματι: } ... ξ (ει -α) .-. ΣεινἍ- ξα . κε --να . χνα 
δ) Αν Υ -χ-α-- 7 « χ-α 


ε) ΑΝ Υ-λΛΧ. 7 « λ 
ο 1 λ ο - 
Πράγματι: Υ "--ι (λε) -- Στ - λχ 


στ) Αν Υ - αχ»β -- γ - αχιβ 


ΤΤ] 


48. Παράδειγμα Ί. 

θεωρούμε τον παρακάτω τέρματα χι 
πίνακα, όπου φαίνονται 

τα τέρματα που σημειώ- 

θηκαν µια Κυριακή από 

τις 18 οµάδες.της Α΄ 

Εθνικής. 

Ἔχουμε ότι; 

ἆ «43094. 297.393.441.5 


ας ιέν .τς - 2,5 τέρματα, 


49. Παράδειγμα 2. 
Να βρεθεί η µέση τιµή της κατανομής των ηµερομισθίων 100 εργατών που φαί- 
νεται στον παρακάτω πίνακα, 





Οι παρακάτω αριθµοί δείχνουν τα ύψη των μαθητών µιας τάξης. 

148 178 150 154 1684 

154 170 160 163 168 

165 160 1682 173 158 

170 165 158 180 160 

180 155 170 178 170 

Να οµαδοποιήσετε τα παραπάνω σε τάξεις µε (σα πλάτη και να βρέίτε 
τον µέσο αριθµητικὀ. 


Λύση: α) Βάζουμε τις παραπάνω παρατηρήσεις σε φυσική σειρά. 
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β) Βρίσκουµε το πλάτος της κατανομής Π - 180-148 - 32. 


γ) Αν χρησιμοποιήσουμε 8 διαστήµατα θα έχουμε: ον -4 


δ) Φτιάχνουμε τον παρακάτω πίνακα: 


[148-152) 
[192-156) 
[156-160) 
[160-164) 


[164 -168) 
[168-172) 
[172-176) 
[176-180 }) 





Συνεπώς ο µέσος αριθμητικός είναι: 


ΣνιΧι 4122 
πο 


Ὀ Ξ 164,88 


Χχ 5 


5Ί. Πρόβλημα. 
Δείξτε ότι;: Σκι .χ 


Απόδειξη: Σ θικι 5 ἃ ἃ πΧ .--- Σνικι - 

52. Σηµείωση: Τα παραπάνω χρησιµοποιούνται όταν οι αριθµοί είναι μικροί 
Αν όμως είναι μεγάλοι τότε, αντιμετωπίζουμε το θέµα ευκολώτερα µε βάση 
την παρακάτω πρόταση. 


2.6. ΛΛΛΑΓΗ ΜΕΤΛΕΒΛΗΤΗΣ 
53. Πρόταση: Αν Χ η µέση τιµή µεας μεταβλητής Χ τότε η µέση τιµή } της 
Υ - αΧ,β θα είναι: }Υ - αχβ 


13 
Απόδειξη: Αν ἓν εαν Ἐν οὐ παρατηρήσεις για την Χ και ἵ, τ ρεε., 
εν οι παρατηρήσεις για την γκο - αι β 
ο ἂν ο. ««Ὁς κόᾶ- ο, ο, 
ὕ τ ἅτι ν ἆχαιι β) ν Σαιν ν ΣΑ ν τιν νβ 
54. Πρόβλημα. 


θι µηνιαίες αποδοχές ομάδας υπαλλήλων ενός εργοστασίου φαίνονται 
στον παρακάτω πίνακα: 


Π0.000-12.000) 
[12.000-14..000) 
[14.000-16.000) 


[6.000-18.000) 
[18.000-20 .000) 
[ρ0.000-22 .000) 


Να βρεθεί η µέση τιµή µε αλλαγή της μεταβλητής. 


Λώση: α) Αφαιρούμε σπό όλες τις τιµές χι εκείνη που έχει την µεγαλύτερη 
συχνότητα δηλ. το 17.000. 





β) Αν οι διαφορές που προκύπτουν είναι επίσης µεγόλοι αριθμοί, τότε τις 
διαιρούµε µε κατάλληλο αριθµό συνήθως 10, 100 ἡ µε το πλάτος Των κλάσε- 
ων οπότε σχηµατίζουµε τον πίνακα: 


στ. ον) 
ντ --- 
-30 



















[10.000- 12.000) 
[12.000 - 14.000) 
[14.000-16.000) 
ᾖ6.000-18.000) 
[18.000-20 .000) 


11.000 
13.000 
15.006 















19.000 


κ-17.000 
2 Όσῦ 


Ενώ για την µέση τιµή της Χ θα έχουµε! γ - - 


- κ - 17.0002.000(0,5) - 17.000-1000 - 16.000 
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55. Πρόβλημα. 


Δύο µεταβληξές Χ και Υ του ίδιου δείγµατος ὀυνδέονται µε τη σχέση: 
κΧΑΛΥ -µ. Αν Χ - δ, να βρείτε την ὅ. 


Λύση: Από κΧελί - μμ... κΧκλΥ - µ-- Κδ.λΥ . μμ.” . μ- κδ 


56. Πρόβλημα. 
Δύο µεταβληίές Χ,Υ δἐίγµατος συνδέονται µε τη σχέση: 
ἀλΧ2(λΑΊ)Υ -5. Αν κ - ΊΤ και 7 -5, βρείτε την σχέση που συνδέει 
τις μεταβλητές. 

Λύση: ᾿Ἔχουμε 3λκεζ(λ«Τ]} - 5--- λε2(λ1)5 -5--- 1λ1θλΙ0 «5 


λε -δ-λ--ᾖᾱ-δ- φρχε- ᾖρκΟΥ -δ. 


57. Πρόβλημα. 


Η µέση βαθμολογία τριών τµηµάτων µε 22,15 και 18 µαθητές αντίστοιχα 
είναι α - 15, ᾷ - 16, ἤ - 14. Βρείτε τη µέση βαθμολογία όλων των µα- 
θητών. 

Λύση: ᾿Έχουμε: ότι η µέση βαθμολογία όλων θα είναι 


(ανναγε.. «να μα βμθν ο. θ η (γν1γν1. ..γμ ) 


αι» ὄβις Ὦγ, , 224919βΗΙΒΙ 22.16.Ι5.Ι6.18.14 
ο οι. -- 55 


58. Πρόβλημα. 
Το µέσο ηµερομίσθιο 40 ανδρών υπαλλήλων από τους 100 µιας τράπεζας, 
είναι 1600 ὄρχ. και το µέσο όλων 1500, βρείτε το µέσο ηµερομίοθιο 
των γυναικών. 


υπ] ' 
. Σα. Ὦγ - ω 
Λύση: Έχουμε Χ όλων .τ- Σ(αι1γι) .----ν----- - τς Ἱ.- 
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«1500 - 40.1600.60.ῇ 


/ 5... 


2.1.0 ΔΙΑΜ ΕΣ0ΟΣ (8) 
59. Όνομάζουμε διάµεσο (Μ) των παρατηρήσεων ἵνλν Έλεν ν, που έχουν τοπο- 
Βετηθεί κατά σειρά μεγέθους, την παρατήρηση 
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Γερ ] αν ν «2-1 και τον αν ν - 2ρ 


ἔρ αν ν - 2ρ-ἲΊ 


δηλ. Ν» φτριι 


αν ν - 2ρ 


το διάστηµα {[ἐρ,ἔρωι) λέγεται διάµεσο διάστηµα. 


. Ὁ διάµεσος σαν χαρακτηριστικό θέσης έχει το πλεονέκτημα ότι δεν επη- 
ρεάζεται απὀ µια λανθασμένη (πολύ µεγάλη ἡ µικρή) παρατήρηση, που όµως 
επηρεάζει την µέση τιµή. 


60.ΠΩΣ ΒΡΙΣΚΕΤΑΙ 0Ο ΔΙΑΜΕΣΟΣ 


Για να βρούμε το διάµεσο, όταν δεν έχουµε κατανομή συχνοτήτων, τοπο- 
θετούµε τις παρατηρήσεις σε φυσική σειρά και θεωρούμε τον µεσαίο όρο 
της σειράς. 

.. Αν το πλήθος των όρων είναι περιττό υπάρχει µεσαίος όρος. 
.. Αν είναι ἀρτιο, υπάρχουν δύο µεσαίοι ὁροι, των οποίων θεωρούμε το η- 
µιάθροισµα. 


61. Παράδειγμα Ἱ. 
Η βαθμολογία 5 μαθητών στα Μαθηματικά είναι: 10, 18. 15, 15, 18 
Να βρεθεί ο διάµεσος, 


Λόση: Ί) Τοποθετούµε τους αριθμούς σε φυσική διάταξη: 


ιο 15 Π5] 8 18 


2) θεωρούμε τον µεσαίο όρο: Μ - 15 


62. Παράδειγμα 2. 
Αν οι µαθητές είναι 6 και η βαθμολογία τους 
9, ἴδ 8, 1 ἳὲ, ἵὸ 
τότε Ί) Η φυσική σειρά είναι 8, 9, δι, Ἡ 
οπότε ο διάµεσος εἶναι; 
μ- 13 νε 12,5 


63. β) Αν η κατανοµή παρουσιάζει συχνότητα, όχι όµως κλάσεις τότε ο διά- 
µεσος βρίσκεται ως εξής: 
{, Σχηµατίζουµε την αθροιστικἠή σειρά των συχνοτήτων 
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2. Βρίσκουμε τη τιµή τρτη όπου ν το σύνολο των παρατηρήσεων. 
3. Βρίσκουμε τους όρους της αθροιστικἠς συχνότητας μεταξύ των οποίων βρί- 


σκεται ο σ- 


64. Παράδειγμα. 

Σε σύνολο 100 κιβωτίων µε ηλεκτρικέέ λάμπες, η κατανοµή συχνοτήτων των 
ελλατωματικών είναι όπως δείχνει ο παρακάτω πίνακας. Αν το κάθε κιβώτιο 
περιέχει 50 λάμπες, να βρεθεί: 

α) ο µέσος αριθμητικός και β) ο διάµεσος. 


Αριθμός ελατ- ιθµός κι- 
μον χι ρπὼ. 





: θεωρούμε τον πίνακα: 





ο 
0 µέσος αριθμητικός δίνεται από την σχέση: κ - στ προ - 4,07 


που σηµαίνει ότι κἀτά µέσο όρο 4 λάμπες είναι ελαττωµατικες σε κάθε κι- 
βώτιο. 
β]) Βρίσκουµε το-ὖ-” . . 50, που βρίσκεται µεταξύ 41 και 53 και επειδή 
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οι παρατηρήσεις είναι Ί00-ν - 2ρ5- Ἰ0θ-ρ” 50, συνεπώς ο διάµεσος εί- 
ναι το ηµιάθροισµα της 50ης και της 5Ίης παρατήρησης. Και επειδή απὀ την 
41η µέχρι την 93η παρατήρηση έχουμε 4 ελλατωματικές 

--Ἡ «ασ Ξ . - 4 ἡ τοποθετούμε τους όρους σε φυσική σειρά οπότε: 


ὁ ο ιν κι νι ἃ κε ὃ Ὁ ος 8 8... 8 


15 10 16 12 15 20 12 


φ 
60ου,5δΊου 


/ 
νά 


.γ 


65. Υ) Ὑπολογισμός του διαμέσου µε το αθροιστικό διάγραµµα. 


Η παράλληλη από το σηµείο σσ. Ξρ - 50 τέμνει το διάγραµµα στο Κ, 


Αθ6Ρ: ΣΥΧΝΟΤΗΤΑ 


η τετµηµένη του Κ θα είναι {199 


ο διάµεσος, που όπως φαίνε- 
ται είναι περίπου 3,8, δηλ. 
η μέθοδος του διαγράµµατος 
δίνει σφάλμα 0,2 λάμπες, 





66. Πρόβλημα. 
Κατά το έτος 1983 στην Αθήνα, οι µέρες µε ήλιο ήταν: 





Να βρεθούν: α) η µέση τιµή και β) ο διάµεσος. 
Λώση: Κατασκευάζουµε τον πίνακα: 
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Αθροιστικἠ 
συχνότητα 
20 


2 
3 
4 
5 
6 
8 
9 
Ί 






Για την µεση τιµή έχουμε: κ - -. ασ. - 20,04 «»Χχ - 20 µέρες, δηλ. 


κατά µέσο όρο έχει ἡλιο 20 μέρες τον µήνα. 


β) Για τον διάµεσο βρίσκουμε το” μ .θ.ΗΜ- μ” και επειδή 


ἔο - 20 και ἴν «20-9µ- 928 .. «20 μέρες. 


2.8. ΠΑΡΑΜΕΤΡΟΙ ΔΙΑΣΠΟΡΑΣ 


67. Μέση απόλυτη απόκλιση. Όνομάζουμε µέση απόλυτη απόκλιση των παρατη- 
ῥήσεων ἕν, ἔχει... , τον αριθµό: 


Κάθε µια απὀ τις διαφορές /Ε,-Χχ| παριστάνει την απόλυτη απομάκρυνση µιας 
παρατήρησης απὀ την µέση τιµή. 

68. Παράδειγμα Ἱ. 

Να βρεθεί η µέση απόλυτη απόκλιση των παρατηρήσεων: Ὦ : 2, 7, 8, 13. 


4 οσο δι ς 21719913 
Λύση: Ἔχουμε: Χ» τ --- 


Άρκεί να βρούμε τα ἔι, που φαίνονται από τον πίνακα. 


«Ὁἰ- «7,7 -ο ο ---ᾱ [ει -α] 


--µ-τ(11,9) «53 
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69. Παράδειγμα 2. 
Να βρεθεί η µέση απόλυτ» απόκλιση των παρατηρήσεων ἵι: 1, 14, 18, 21, 
26. 


Λύση: ΄Εχουμε: 
ν 119 14918921926 -- ωἴδωνδα Σ1ε. -ᾱ] 


ο 1-18] 914-181 9/18-18/ 41-18] 496-181 μὲ .-ᾱ- .4 4 


2.9. ΔΙΑΛΚΥΜΑΝΣΗ 
70. Ονοµάζουμε διακύμανση (5:) ἡ (54) ἡ (Δ(χ)) των παρατηρήσεων ἔν,ξλ, 
..«νἓν σε δείγµα μεγέθους ν, µιας ποσοτικής μεταβλητής Χ, τον µη αρνητι- 
κό αριθµὀ. 

«1. (ἴι Χ) οκ) ο... ἓν κ)”, 





γ 


71. Αν οι τιµές ἓν, Έχει «εν ἐχουν συχνότητες νι λενε. ν -- 
ναι κ) νετ) -κ)11.. «Ανν (Εν κ), 3 οι 

5 ν Σνι (τι χ) 

72. Ιδιότητες διακύµανσης. 

α) Η διακύμανση είναι συμμετρική συνάρτηση τών Έν , Έλεγε. ἵν 
β) Αν ἓι -Ὁρ - ἴν -.... ἓν 5 ἓ τότε ὃς - 0 


Υ) Αν αυξήσουµε ἡ ελλατώσουμε όλες τις τιµές τ: κατά τον ίδιο αριθµό α, 
η διακύμανση δεν μεταβάλλεται, δηλ. 
αν Υ -Χδα «» Δ(Υ) - Δ(Χ). 


Απόδειξη: Δ(Υ) --Ὁ- ὃ (ε(-θ)” «Ἡ ὃ [ίεσα-(ς «α)11 «ο (ει-χ)1 - ΔΙΧ) 
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ὅ) Αν πολλαπλασιάσουμε τις τιµές µιας μεταβλητής Χ µε λ τότε η διακύμαν- 
ση πολ/ται µε λ . Δηλ. αν Υ 5 ΑΧ». Δ(Υ) - λΔ(Χ) 


Απόδειξη: Δ(Ψ) --Ὁ-ᾱ (ε/--)ή ----ἒ(λει-λ)1 «νε ὃν λαι-)ή - 


γεν 
Ί 


.λ.-- Σ (ει -κ)7 « λ2Δ(Χ). 
73. θεώρημα. Η διακύμανση των παρατηρήσεων Έτ, ἕλνες« νἒν δίνεται απὀ τη 


σχέση: 
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Απόδειξη: ᾿Έχουμε Δ(Χ) - τὰ (ει κ)” .---ᾱ νι (χι -κ)2 - 


““ 


.ξ νι (κ{-θχι χκκ2) ...Σ μα 2χ. Χν, νδ νικΣ - 


2ἆ σ2 . 
... νικῇ- ἔχινιε-ο-ὗ γι - ήν, ικ]- τλιν χαχ7 .--ᾱ νικ-χ” 


74. Σηµείωση: Η διακύμανση έχει δύο μειονεκτήματα: 

α) εκφράζεται σε διαφοπετικὲς µονάδες απὀ τις παρατηρήσεις και 

Β) είναι σχετικά μεγάλος συγκριτικά µε τις παρατηρήσεις. Για τους λόγους 
αυτούς χρησιμοποιούμε ένα ἀλλο μέτρο διασποράς, ποιό αξιόπιστο, την τυ- 
πική απόκλιση, που διορθώνει τα παραπάνω μειονεκτήματα. 


- Παράδειγμα Ί. 
Να βρεθεί η διακύμανση των παρατηρήσεων: ἔν: 2, 5, 7, 9, 12. 


πιὰ - 
Λύση: ΄Ἔχουμε ότι; 5 - Σω) Συνεπώς αρκεί να υπολογιστεί τοκ, 


ο 2999799912 4, α 
που είναι; κ ο ωυ. 7. 5ξ- 


ο (1-Τ)τε(5-7)1ν(7-7)19(9-7) (121) , 57927907 921 95” 
λα  ---- ----.ᾗὩ.... 


. 2594902925 56. 12 
θὰ. νι Ἡ- Ἡ 


76. Παράδειγμα 2. 
Να βρεθεί η διακύμανση της κατανομής 


Λύση: ᾿Όταν ἔχουμε συχνότητες κάνουμε χρήση του τύπου: 


Σνιχι . 


«2 «“ᾱ. νο ο να 
5 . Σ νι κί-χ-, Έχουμε: κ - 





ο 4 92ΊΗ4ΒνΔ2990 22 4 ων χὶς 169 ο) - 
τ΄ (2.49.3.8194.144.3.19615.183)-169 - 


:-ᾖγ (98.243.576.588.1620) -169 σσ (4.125)-169 «1897-1689 «20,7 


77. Πρόβλημα. 
Αν οι τιµές µιας μεταβλητής Χ ελαττωθούν κατά 4 µονάδες, τι κάνει η 
διακύμανση: 


121 


Λύση: Η κάθε τιµή χι της μεταβλητής Χ µετά την ελάττωση θα γίνει 
ον . Σ1ι Σίχι-) Σχ νι, -. 
ο κών 
5 (σι-)” ὃ (κι-δ-κα) ή ὃς, (κι -ᾱ) 
-- 5” (2) ο κας Ξ 


35 -θθθ--- ο ὕὔὐ--- «ὕ-Ἅ-- 2 
ν ν ν ) 


Συνεπώς η διακύμανση της καινούργιας μεταβλητής δεν μεταβάλλεται. 
210. ΤΥΠΙΚΗ ΑΠΟΚΛΙ ΣΗ. 


78. Ὀνομάζουμε τυπική απόκλιση τη τετραγωνική ρίζα της διακύµανσης οπό- 
τ . 





Για την τυπική απόκλιση ισχύουν: 
α) Αν ψν - χα” υγ -5. 
β) Αν ψ - λΧ -- 5, - λ5. 


74. Πρόταση: Αν ὃκ η τυπική απόκλιση για την μεταβλητή Χ και 5; η τυπι- 
κή απόκλιση για την μεταβλητή Υ -αχ-β, α,βΕΕ τότε: 


, (εἰ ο: --ὖ- ἅ (αειβ-αἲ-β)” --ᾖ- ἕ, (α(ει-ᾱ) η 


Απόδειξη: ᾿΄Εχουμε: 


μας . 


ι 
δν το 
., 


κ 
.. 


αἲ ΓΗ (ει -κ)2 - αἲ,δξ-- 5ὖ -αὖ.δα -- 5" |αἱ.5. 
80. Παράδειγμα 1. 5 
Να βρεθεί η τυπική απόκλιση της κατανομής: 


{150-159) 
Γ160-169) 


[170-179) 
[180-189) 





Λύση: Κατασκευάζουµε τον πίνακα: 


Κλάσεις 
[150-159] 
[160-169] 


[170-179] 
[180-189] 





Συνεπώς έχουµε για την μεταβλητή: 

Υ 5 10Χ-1645 -» 5) --Ὁ- Σνικί-ᾶ: --ς (130.000) -(.-“ορ )  - 

Ξ 6.500-45” - 6.500-2025 - 4.475 -- 5, - {175 « 67, 

Ἴ"μως 5, Ξ- Ία[δ.---67 - 10.5, -.5, - 6,7. 

81. Πρόβλημα. 
Αν η τυπική απόκλιση µιας μεταβλητής Χ είναι μηδέν, τότε οι τιµές 
της μεταβλητής είναι ίσες. 


Λύση: ΄ἔχουμε 5 -0- Σ (1, -χ])2-0 «νι «κ Υ {- 1διν«» 
-υὲι «6 - {ἰς Ξκ. 
8ὲ. Πρόβλημα. 
Αν Όν, ἔλ,...ἓν οι παρατηρήσεις µιας ποσοτικής μεταβλητής Χ να δειχ- 


τεί ότι το πῖπ της παράστασης: 


: (ε,-μ)” είναι ίσο µε ν-5, όπου 5: η διακύμανση της χ, καιµ µεταβ 
λητό . 


Απόδειξη: ᾿Εχουμε: Σ (ει -μ)1 


- Ἐ [ιε,-ὰ)ε(ἆ-μ)]1 - 


:ὃ (ει) τν (δ-μ)ὴν2 Ἡ (τι) (ᾶ-μ) τ νδτων(ᾶ-μ) "ν2(ὰ-μ) Ἡ (ει -ᾱ) - 
- ν5τεν(κ-μ]1νδί(κ-μ)ί Σ ειν Σα) . νο ον(κ-μ)2ε2(κ-μ)Ίνχηωνκ - 
- ν5)ν(κ-μ)7 - πίη--(χ-μ)2-0 -- χμ: ή. μ-κ- 
--δ (ει-μ)”  Ἑ(ει-κ)2 «ν.5. 
1848 .. 


83. Πρόβλημα. 
Να δειχτεί ότι δεν είναι δυνατόν η διακύμανση των παρατηρήσεων ἵι, 


σι «εν, να συμπίπτει αριθμητικά µε την µέση τιμή κ. 


Απόδειξη: Εστω 5’ »ἆ--ν --- Σ(ε-) -κ- 


. . ω . ν κ. ολες ι 
---- (εξ εκ” -2Ει κ) .--- Σι --' Σεν Σχ” -2κ ση: 
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. Σε «--  ε{ονδ1- (21.1) ὄρει 0 --- Ἡ τε) ενκ)-(211)νκ 0 
ο αλα «ο. ντο 
--Σ εξ ονκ -Ονχ"-νκ αλ. (1) 
Η (1) οφέίλει να έχει διπλή πραγματική λύση, γιατί χ - μοναδικός 


ὐἢ-0--ν7όν Σ τξ - 0, άτοπο”-»... 


84. Πρόβλημα. 
Στην κατανομή: 
να βρεθεί ο διάµεσος α 
αν Χ - 2,8 δωμάτια. 
β 


Λύση: Αν α και β τα 
ποσοστά που λέίπουν 
έχουμε: 

α.βε 020915 -Ἰοῦ- 
--ᾱ-β «55 (1) και Χ- Σ 


. 1. 152.32. 2094.β95. 10 --280 « 125.2ᾳ:4β --2α:4β - 155 (2) 


Από (1) και (2) «ο 2(55-β)44β -1955” 11092β - 155”-2β”- 45”β” 22,51 
και α - 32,51. 

Συνεπώς για τον διάµεσο κατασκευάζουµε τον πίνακα των αθροιστικὠών συχνο- 
τήτων κ.λ.Π. ... . 





νιΧι, τν Χι 
ν του “ν 


85. Πρόβλημα. 

Στη διπλανή κατανομή 
έχουµε Χ - 2,2. 

Βρείτε την τυπική απὀ- 
κλιση και την διακύμανση 
Λύση: Αν α και βοι 
συχνότητες που λεί- 

πουν έχουµε: α.δ.β.2 - 20-. αἲβ - ἵξ (1) 


Λκόμη κ ..Σ νιχι--- 2,2 τὰ... 44 - 209α.1β«-- α.2β - 24 (12) 
Από (1). (2) «28 - 12-.β « δ6-να - 6. Οπότε 5’ ..Σ φον ο. 





124 


ΑΣΚΗΣΕΙΣ 


2. 


5. 


Από τις παρακάτω μεταβλητές να βρείτε ποιές είναι 1) ποιοτικές,2)πο- 
σοτικές, 3) διακριτές και 4) συνεχείς. Στη συνέχεια να βρείτε το σὐύ- 
νολο των τιμών αυτών των μεταβλητών. 

α) Το φύλο ατόμων, 

Ββ) Η βαθμολογία των μαθητών µιας τάξης. 

γ) Ἡ υγεία των μαθητών µιας τάξης. 

ὅ) 0 αριθμός μελών µιας οικογένειας. 

ε) Το ύψος µιας τάξης μαθητών, 

"θυμηθείτε ότι οι ποιοτικές μεταβλητές δεν εκφράζονται µε αριθμούς, 
οἱ ποσοτικές εκφράζονται µε αριθμούς, Όι συνεχείς, μπορούν να πάρουν 
όλες τις τιµές ενός διαστήµατος και οι ασυνεχείς ορισμένες τιµές", 


Ἓνα σύνολο 15 μαθητών Γ΄ Λυκείου ρωτήθηκε ως προς τη βαθμολογία τους 
στη Β᾽ Λυκείου και είχαμε τις παρακάτω απαντήσεις: 

14, 15, 12, 14, 15, 18, 17, 12, 12, 17, 16, 10, 16, 10, 11 

α) Να κατασκευάσετε πίνακα συχνοτήτων, 

Β) Να κατασκευάσετε πίνακα αθροιστικών συχνοτήτων 

γ) Πόσοι µαθητές ἔχουν βαθμολογία μικρότερη του 13: 


Ένα ζάρι ρίχτηκε 20 φορές και πήραμε τις παρακάτω ενδείξεις 
δ, τν ο τα ος. 
ιν ἂν δε δι δι δι 1, 4, 

α) Να κατασκευάσετε πίνακα συχνοτήτων 

Β) Πίνακα αθροιστικών συχνοτήτων 

Υ) Ποιά είναι η συχνότητα εμφάνισης του αριθμού 6: 


Τα κόμματα Α,Β,Γ,Λ,Ε πήραν 
τους παρακάτω ψφήφους, σε 
µια εκλογική αναμέτρηση. 
Να βρεθούν: α) οι συχνό- 
τητες που λείπουν. 

Β) Οι σχετικές συχνότητες 





Να συμπληρωθεί ο παρακάτω πίνακας: 


6. Δίνεται το παρακάτω πολύγωνο και 


7. 





Π0, 13) 
Π3,16) 
Π6,19) 
Ππ9,22) 


[22 ,25) 
05,28) 


Γι 


ιστόγραµµα συχνοτήτων. Να κατα- 
σκευάσετε τον αντίστοιχο πίνακα 
συχνοτήτων. 


-“-. ῳ Όωι ο 


᾿ κλάσεις 


Να κατασκευάσετε το διάγραµµα και το πολύγωνο συχνοτήτων του αριθμού 
των 30 τµηµάτων του φροντιστηρίου µε αριθµό μαθητών κατά τµήµα, 

15, 17, 18. 20,.25, 19. 16, 18. 15, Τ6δ, 16, 17, 15. 16, 17, 

17, 18, 20, 2ἳ, 14, 10, 15, 19, 23, 17, 16. 15, 1δ, 13. 18. 

Η θερµοκρασία της Λθήνας κατά τις 31 µέρες του Γενάρη ήταν σε βαθμούς 
(05) 

ο, δι δι 16, δι, 15, δι δι 14, 15. δι 9. 

δ, 6, 5, 0, τι ἴδι 15, 15, 19. 1, 1, 9, 7. 

ο... ο. ο, ο Ἰτ, τε, . 

πα ψίνει οµαδοποίηση των παραπάνω παρατηρήσεων 

"θυμηθείτε ότι για την οµαδοποίηση εργαζόµαστε ως εξής: 

α) Τοποθετούµε τις παρατηρήσεις σε ουσική σειρά 

Β) Βρίσκουμε τη διαφορά µεταξύ µεγίστης και ελαχίστης, δηλ. βρίσκου- 
µε το πλάτος (π) της μεταβολής. 

Υ) Κατασκευάζουµε ν κλάσεις πλάτους -ν- περίπου. 


9Φ, Σε δύο τµήµατα μαθητών είχαµε την παρακάτω βαθμολογία. 


Γ ηημα ἡ[ ηηνα 


ΑΡΙΣΤΑ 3 
ΠΟΛΥ ΚΛΛΑ 
ΚΑΛΑ 


Σύνολο {| 2 
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Να κατασκευάσετε το ραβδόγραµµα των παραπάνω κατανομών. 


10. ΄Όμοια να κατασκευαστεί το ραβδόγραµµα των πεδινών εκτάσεων των 7 η- 
πείρων, όπως φαίνεται απὀ τον παρακάτω πίνακα κατανομής: 


ΕΥΡΩΠΗ 0,8 εκατ. τ. μίλια 
ΑΣΙΑ ο. Ἡ 

ΑΦΡΙΚΗ 50 

Β. ΑΜΕΡΙΚΗ | 4,2 


Ν. ΑΜΕΡΙΚΗ 1 3,5 
ΩΚΕΑΗΙΑ 195 
Σ. ΕΝΩΣΗ 3,2 





Στη συνέχεια εµφανίστε τα αποτελέσµατα σε κυκλικό διάγραµµα. 


11. Με βάση τον πίνακα: 


{100 120) 
{120 140) 
(140, 160) 
(160, 180) 
{180 200) 
[200 220) 
[220 240) 














Να βρεθεί α) η αθροιστική συχνότητα και β)το αθροιστικό διάγραµµα των 
παραπάνω παρατηρήσεων. 


12. Τον µήνα Δεκέμβριο παρατηρήθηκαν στην Αθήνα τα παρακάτω ατυχήματα: 
ὃ, ἵν Οι 0, 0, 0, Ίν 2ι δι 4, 0, 4, Ἡν 0, 0, 0, 1ν Σι , Ίι ὃν τν 1, 
ἓ, 0, , 0, Τ, 0, 1, 6. 
α) Ια γίνει ο πίνακας συχνοτήτων 
β) Ίνα γίνει ο πίνακας αθροιστικών συχνοτήτων 
γ) Να γίνει το διάγραµµα αθροιστικών συχνοτήτων και το πολύγωνο συχ- 
νοτήτων. 


13. Στο παρακάτω διάγραµµα φαίνονται οι ηλικίες 300 μαθητών 





ηλ. 
161718 19 
Να κατασκευάσετε τον αντίστοιχο πίνακα αθροιστικών συχνοτήτων. 


14. Στον παρακάτω πίνακα να υπολογίσετε την µέση τιµή της μεταβλητής 









[11 14) 
[14, 17) 


15. Η κατανομή επί τοις εκατό των ηµερομισθίων 1000 υπαλλήλων είναι ὁ- 
πως φαίνεται στον Πίνακα: 
Ἠμερομίσθια { | 
[200 -400) 
[400-600) 
[500-Β00) 
[800- 1000) 







16. Τα παρακάτω αθροίσµατα να γραφούν µε χρήση του συμβόλου Σ. 
α) αᾳγαικγαρχζ,, μα κ” 
β) «21 118.. ο(5ν 3/7 
γ) 1021 εν (κ 1) κ (κεδ) νε (μον) ὁ κιμιν Ἡν µεν» κ 
δ) 3χθχ” «27χ)νθ κ" 241χ”, 
ε) 12,2.923.393.849.. νο. (ν 1) 
στ) (α.1)(α.2)«(ακδ)(ανλ].... (αν )(αννΤ) 


17. Τα παρακάτω γινόμενα να γραυτούν µε χρήση του συμβόλου ῃΠ 
α) (13.2) (27.3) (37.4)... [ν (νκ1)]. 
β) α αᾱα α αν 
Ῥ  τ ῃἹ αν ας 


Υ) κ(χεν)κ) (κ. ογ )κ (κ κν }..«ΧνίκὈ Αγ”) 


18. 


9 


120 


μα απλοποιηθούν τα κλάσματα 





Σι (ὂν' «ἂν) Σι (ὂν''-ν) 
α) ----------- 
ο (0ν'-ν) ἆ (ον) 


Να υπολογισθούν τα αθροίσµατα: 
α) ἆ (κ" οκ), Β) ἃ παπι Υ) δν (κ δκνδλν δ) ἆ, (κο) κ») (κ) 
µία δειχτεί ότι το άθροισµα των γινοµένων των τιμών ενός δείγµατος 


μεγέθους ν, επί τις σχετικές συχνότητες, είναι ίσο µε την µέση τι- 
µή τους, 


μα δείξετε ότι; Σ [μαι κ!) 1-κῇ] - νε2 : Χι 


ν΄ Μ 
Αν Σχ Ξ-5 του Σ χ; - 20 
) 


.ἲ 


μα βρείτε α) το ε (χι-5), β) το η (χι -1)3 


θι υπάλληλοι µιας επιχειρήσεως παρουσιάζουν ὡς προς την ηλικία τους 
την παρακάτω κατανομή: 


(45-50) 
[50-55] 
µα βρεθεί η µέση τιµή και η τυπική απόκλιση. 





Αν 5 η τυπική απόκλιση των ν όρων µιας αριθµητικἠς προόδου µε πρώτο 
ὁρο α και λόγο ω τότε: 
Υ -ἶ 


υγ 


Αν Χ η µέση τιµή και 5 η τυπική απόκλιση µιας μεταβλητής Χ να βρεθεί 
η τυπική απόκλιση της -τ-(κ-κ) 


Στην παρακάτυ κατανομή να υπολογιστεί ο διάµεσος.αν η μέση τιµή είναι 
μαι 
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27. Στον παρακάτω πίνακα φαίνονται τα λάθη 30 μαθητών µιας τάξης: 


λάθη χι ] Ἠαπέςνι Νικ 
30. 1 1ο βνα 


Αν η µέση τιµή είναι Χ - 0,3 να υπολογιστέί η διακύμανση. 


28. Να βρεθεί η διακύμανση µε αλλαγή της μεταβλητής στην κατανομή: 


[200-250) 


(250-300) 
[300-350) 
[350-400) 





29. 0 µέσος 20 αριθµών είναι 12 και ο µέσος 45 άλλων είναι 15. Ία βρεθεί 
ο µέσος όλων των αριθμόν. 


30. Η µέση τιµή 200 παρατηρήσεων είναι κ - 13, Αν η µέση τιµή των 50 πα- 
ρατηρήσεων είναι Τ2, ποιά είναι των υπολοίπων; 


Ὥκσεέραλαιο ὃ- .. 


συναρτησεις 


Το σώμα Ἡ και η φυσική διάταξη σ᾿᾽αυτό. 


Γνωρίζουμε ότι το σύνολο Ἐ των πραγματικών αριθμών εφοδιασμένο µε τις 
πράξεις (3) πρόσθεση και (:) πολλαπλασιασμός είναι σώμα. 


ρισµός. Ἱ. ια διµελής σχέση σ στο σύνολο Σ λέγεται διάταξη, τότε και 
µόνο τότε όταν είναι ανακλαστική - αντισυμµετρική και Μεταβατική και αν- 
εί κσγ γράσουµε: χ5ν και το διαβάζουμε ο χ προηγείται του γ και την ταυ- 
τίζουµε µε την γ Σχ που την διαβάζουμε ο γ ακολουθεί τον κ. 

Στο σύνολο Ἡ των πραγματικών αριθμών η σχέση 5 είναι µια διάταξη για- 
τί ισχύουν: 
1) κ. Υ χεΒ (Ανακλαστικἠ) 
11) κΞΥ και νσεχ-χ - Υ Υ ΧΙΥΕΕ (Συμμετρική) 
1) ΧΞΥ και γςεζ--χςσζ Υ ΧιΥ,2ΕΕ (Μεταβατική) 


Ορισµός. 2. Δύο στοιχεία Χ,γ του Σ λέγονται συγκρίσιµα ως προς την διά- 
ταξη "5. όταν γιαυτά ισχύει κΞΥ είτε γεχ. 


θρισµός. 3. Αν όλα τα στοιχεία ζεύγη (κ,γ)Ε ΣΧΣ είναι συγκρίσιµα ως προς 
κάποια διάταξη τότε το Σ λέγεται ολικά διατεταγμένο ως προς αυτή τη διά- 
ταξη ενώ αν µερικά µόνο ζεύγη του ΣΧΣ, έχουν στοιχεία συγκρίσιµα το 
λέγεται μερικά διατεταγμένο ως προς την διάταξη αυτή. 

Το σύνολο Ἡ των πραγματικών αριθμών είναι ολικά διατεταγμένο ως προς 
την σχέση "5. γιατί για δύο τυχαίους πραγματικούς α,β ισχύει η αξβ ῥἡ 
βεσα. 

Ενώ αντίθετα το σύνολο Ν των φυσικών αριθμών στο οποίο έχουµε ορίσει 
τη σχέση σ (ο φυσικός κ διαιρεί τον φυσικό γ), είναι σχέση µερικής διά- 
ταξης. 


13] 


Πράγματι η σ είναι ανακλαστική γιατί είναι χσκ (κάθε φυσικός διαιρεί 
τον εαυτό του). Είναι αντισυµµετρική γιατί αν χογ και γα --κ ΞΥ δηλ. 
αφού χ διαιρεί τον Υ -- ν -κχ, κΕΝ και αφού Υ διαιρεί τον χ-οχ 5 λΥ, 
λΕἩ οπότε µε πολλαπλασιασμό παίρνουµε ΧΥ - ΚΑΧΥ -ο-κλ - Ἰ και επειδή 
κ,λΕΗ-οκ-λ- Ί, άρακχ - Υ. 

Είναι η σ μεταβατική γιατί αν χογ και νσοζ -- Χοζ «-- Υ - κΧχ, κΕΗ και 
Σ - λγ, λΕΝ -- ΥΣ - κλχν -- οπότε ζ Ξ ΚλΧ --Χ διαιρεί τον 7. 
"Αρα η παραπάνω σχέση σ είναι διάταξη στο Ἡ. 

Το Ν είναι όµως μερικά διατεταγμένο ὡς προς την σχέση σ γιατί για τα 
στοιχεία Π.χ 3 και 5 του Ἡ δεν ισχύει ο 3 διαιρεί τον 5. 

Επειδή το σύνολο Ἡ των πραγματικών αριθμών είναι ολικά διατεταγμένο, 
ισχύουν οι ιδιότητες. 

1) ΧΣΥ--χεΣ 5 γεζ Υ χε. 

2) κΕΥ και α»0--αχσαγ Υ Χ,νεΕ. 
3) χ«γ και αςεΕΒ. -» αχξΣαγ Υ Χ,ΥγΕΕ. 
4) χοζςσγεῖ -ΧΣΥ Υ Χ,Υγ,ζΕΒ. 


5) κγ»0 -- : »0 }Υ χΧ,νεΒ" 


6) κ«Υγ και κ» ”- 1» Υ ΧΥΕΕ" 


Ἰ)λκεγ-- χ «Υ’ Υ ΧΙΥΕΒΗ, νΕεΝ" 
ϐ) κ«Υγ ο κ Υ" Υ ΧΥΕΒ"Η, νΕΝ 
9) χ. Υγ  χ -Υ ΥΧ,)ΥΕΕΒ”, νΕΝ" 


4.2. Διαστήματα 


Εστω οι πραγματικοί αριθµοί α και β µεα-ςβ. Ονοµάζουμε: 

Ανοιχτό διάστηµα µε άκρα τα α,β το σύνολο {χΕΒ: ας κ«β) το συµβολίζου- 
µε (α,β) ἡ Ία,βί και το παριστάνουµε γρασικά α--------8. Τα άκρα α και 
β δεν ανήκουν σ᾿᾽αυτό. 


Κλειστό διάστηµα µε άκρα τα α,β είναι το σύνολο (χΕεΒ: αξκ-ςβ] το συµ- 
βολίζουµε [α,β] και το παριστάνουµε γραφικά α-----------βἢ. Τα άκρα α και β 
ανήκουν σ᾿᾽ αυτό. 


Ανοιχτό δεξιά κλειστό αριστερά διάστηµα µε άκρα τα α,β το σύνολο (κεΒ: 
αςκ«β). Το συμβολίζουμε [α,β) ἡ [α,βί . Το άκρο α ανήκει στο διάστηµα 
και το β δεν ανήκει και το παριστάνουµε γραφικά α-------οβ. 


Ανοιχτό αριστερά κλειστό δεξιά διάστηµα µε άκρα τα α,β το σύνολο (χΕΕ: 
α«κςβ}) το συμβολίζουμε (α,β) ή Ἴα,β] το άκρο α δεν ανήκει στο διάστη- 
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β. 


Απέραντο δεξιά ανοιχτό αριστερά διάστηµα το σύνολο (κΕΕ: ας κς»0ο ή 
κ»α) το συμβολίζουμε {ᾳ,,οο) ή Ία,.οοί και το παριστάνουµε γραφικά: 
ας------ «6ο. Το άκρο α δεν ανήκει σ᾿᾽αυτό. 


Απέραντο αριστερά ανοιχτό δεξιά διάστηµα το σύνολο {χεΗ;: -αω «κς3 ἡ 
χ«β) το συμβολίζουμε (-α,β) ἡ ]-α,β[ και το παριστάνουµε γραφικά: 
Ἔθ0ς-----εβ το άκρο β δεν ανήκει σ᾿᾽αυτό, 


Ἀπέραντο δεξιά κλειστό αριστερά διάστηµα το σύνολο (χΕΒ: ασχ« να ἡ 
κ2α) το συμβολίζουμε [α,.οο) ή [α,.ορί και το παρισῖάνουµε γραφικά: 
ᾱ------------- 100 το άκρο α ανήκει σ᾿᾽αυτό. 


Απέραντο αριστερά κλειστό δεξιά διάστηµα το σύνολο (χε: -ω «ΧχΞβ ή 
χςβ] το συμβολίζουμε (-α,β] ή ]-αβ] και το παριστάνουµε γραφικά: 
“00 ------«β. Το άκρο β ανήκει στο διάστηµα. 


Απέραντο δεξιά και αριστερά διάστηµα ή σύνολο των πραγματικών αριθμών 
το σύνολο Ἐ - {ίχεΗ: -ω «χ«να} το συμβολίζουμε Β -(-σ,ο) ἡ 
Ἰ-,οο[ και το παριστάνουµε γραφικά -θρτ---------»οο. Ονομάζεται δε και 
άξονας των πραγµατικων αριθμών, η ευθεία των πραγματικών αριθµὀν, 

'0λοι ὅε οι πραγματικοί αριθµοί θεωρούνται σηµεία αυτής της ευθείας. 


μα το β ανήκει και το παριστάνουµε γραφικά α» 


Παρατήρηση Ί. 

Αν στο σύνολο Ἡ των πραγματικών αριθμών επισυνάψουµε και τα σύμβολα 
0ο, -οο παίρνουμε το σύνολο ζ -Β{{-α,.οο) που ονομάζεται συμπαγές 
σύνολο των πραγματικών αριθμών. 


3.3. Περιοχή ἡ γειτονιά πραγματικού αριθμού. 


Ορισμός Ἱ. Ονοµάζουμε περιοχή πραγματικού αριθμού ΕΕΒΕ µε κέντρο το Εκαι 
ακτίνα ε »0 κάθε ανοιχτό διάστηµα της µορφής (ξ-ε,ξιε] το παριστάνουµε 
γραφικά ἕ-ε-----"ξμε και το συμβολίζουμε πίξ,ε) -(ξ-ειξνε). 

Γενικότερα ονομάζουμε περιοχή ενός πραγματικού αριθμού ξ κάθε ανοιχτό 
διάστηµα (α,β) στο οποίο ανήκει το ξ. 


Το ασε λέγεται κέντρο ἡ µέσο του διαστήματος. 
Παρατήρηση 2. 


Αν σε µια π(ξ,ε) -(Ε-ε,ξνε) το ξ - 0 τότε η περιοχή λέγεται περιοχή 
του μηδενός και συμβολίζεται π(0) -(-εινε). 
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Πρόταση 3. Ὁ πραγματικός χεἩ ανήκει στην π(ξ,ε) τότε και µόνον τότε ὁ- 
ταν ἱχ-ξ]«ε. 
Πράγματι αν χε(ξ-ε,ξνε)--- ξ-ε«κχεξιε---ε«κχ-ξ«ε -- Ιχ-ξ[«ε. 


Πρόταση 4. Ισχύει χεπ(0) «- Ιχ/«ε, 
Πράγματι αν χεί(ί-ε,ε) Ὅ- -ε«κχκεκε --- Ιχί«εε, 


Ορισµός 5. ΌὈνομάζουμε µήκος του διαστήματος (α,β) τον µη αρνητικό αριθ- 
μό |β-α] το συμβολίζουμε ἆ - Ίβ-α]. 


Σηµείωση 6. Το µήκος της περιοχής πί(ξ,ε) είναι 2ε γιατί ὁ - [(ξνε)- 
.(ξ-ε)! -Ίξνιε-ξεεί - δεί -2ε επειδή ε»0, 
Ορισµός 7. Ονοµάζουμε µεγαλύτερο από δύο πραγματικούς αριθμούς α,β και 


το συμβολίζουμε παχ[α,β) τον αριθµό αβιαβ.., Δηλ. είναι: παχία,β} - 
«-.β. αβ. (α,βεβ). 


Ορισµός 8. Όνομάζουμε μικρότερο από δύο πραγματικούς αριθμούς α,β τον α- 


ριθµό ΕΞ ΕΙ και τον συμβολίζουμε πίη(α,β) - 5.ΒΙ5-Β] (α,βΕΒ). 


3.4. Σημεία συσσωρεύσεως ενός συνόλου. 


Ορισµός Ί. Ένα σηµείο ξΕΒ λέγεται σηµείο συσσωρεύσεως του συνόλου 
ΔΕΧ, αν και µόνο αν, σε κάθε περιοχή του ΕΕΒ περιέχονται άπειρα ση- 
µεία του συνόλου Δ. 


Ορισµός 2. ᾿Ενα σηµείο ξΕεΔΞΕΒΕ λέγεται μεμονωμένο σηµείο του συνόλου Δ, 
όταν και µόνο όταν, υπάρχει π(ξ,ε) στην οποία δεν ανήκει άλλο σηµείο του 
Δ εκτός από το Ε. 


Ορισµός 3. Ονοµάζουμε σηµεία επαφής ενός συνόλου Δ.Τ: τα σηµεία συσσωρεύ- 
σεως και τα μεμονωμένα σηµεία αυτού, 


3.5. Απόλυτη τιµή πραγματικού αριθμού, 





Ορισµός. Απόλυτη τιµή του πραγματικού αριθμού κ λέγεται και συμβολίζεται 
κ] 0 ίδιος ο χαν χ240 και ο αντίθετος -χ αν κ:ςῦ. 


Συµβολικά: |χ 3-- 9 αν χ.0 
«κ αν κ:0 


. 
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Από τον ορισμό συμπεραίνουμε ότι;: 
1. κ εθ Υ κε, 
2. Ικ]ακεθ Υ χεΒ. 


Βασικές ιδιότητες της απόλυτης τιµής. 
1. Ίχκ| «0 --κ-0 

2. ἵκὶ - παχίκ,-χ) 

4. Ἴχ]σα -- -ασχσα 

4. Ίχ]εα --- χεαήκχς-α 

5. “Ιχ]σκς |κ| 

δ. ΙκΙ-ΙΥ/ 5 κΙ- Ισ) [5 Ικαγ] ς Ιχ]ΙΥ| 


7. ΙΚΥ - ΙκΙΙΥ| 
Αι ουἵἩ 








ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ 
ας μπα ππππαππη 
3.6. Βασικές έννοιες. 


θρισµός. Όνομάζεται συνάρτηση {, µια διµελής σχέση απὀ ένα σύνολο Λ σε 
ένα άλλο σύνολο Β τότε και µόνο τότε όταν, σε κάθε στοιχείο χ του Α αν- 
τιστοιχίζεται ένα και µόνο ένα στοιχείο γτου β. 







{(β)Ξ{(γ) (Σχήνα 1) 
Το μοναδικό Υ του 8 το συμβολίζουμε µε Υ -{(Χχ) και το ονομάζουμε εικόνα 
του κ ἡ τιµή της Ε, στη θέση χ. Το σύνολο Α ονομάζεται πεδίο ορισμού της 
Γ και συμβολίζεται (45). Το δε σύνολο Β ονομάζεται Πεδίο τιμών της {. 
Το σύνολο των ζευγών (Χ,Ε(κ)) λέγεται γράφημα της {, Η ισότητα υγ - {(κ) 
ονομάζεται τύπος της Ε. Το σύνολο των τιµών της { ονομάζεται σύνολο τι- 
μών και συμβολίζεται {Ε(Α) ἡ π({) είναι δε εν γένει υποσύνολο του 
Β(1(Α)Ξ8Β). 

Αν σε µια συνάρτηση { το πεδίο τιμών Β είναι υποσύνολο του συνόλου ἩἙ 
των πραγματικών αριθμών η συνάρτηση ονομάζεται πραγματική συνάρτηση. 

Αν δε και το πεδίο ορισμού Λ είναι υποσύνολο του συνόλου Ἡ των πραγµα- 
τικών αριθμών ονομάζεται συνάρτηση µιας πραγματικής μεταβλητής. 
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Οι συναρτήσεις που θα μελετήσουμε θα έχουν 851 και ΑΗ µεαΑ{ 6. Δη- 
λαδή θάναι συναρτήσεις πραγματικές µιας πραγματικής μεταβλητής. 


3.7. Ειδικές συναρτήσεις. 
Σταθερή συνάρτηση λέγεται η απεικόνιση {: Α” 8 που είναι τέτοια ὡστε 
Υ χεΑ είναι {(χ) -ς, 

Αν Α - Ἐ η γῥαφική παράσταση της { 
είναι η ευθεία Υ Ξ- ς (σχήμα 2). 





ισχύει {(χ) -κ, Υ χεΑ. 

Αν Α -Ἑ η γραφική παράσταση της { 
είναι η ευθεία Υ - χπου διχοτο- 
µεί την πρώτη γωνία κΌγ των αξό- 
νων (Σχήμα 3). 


ο Σχ. 


Πολυωνυμική συνάρτηση { στο (Α - Ε) λέγεται η συνάρτηση {: Ἐ”.Β µε τύπο 
(κ) «αικ"ναν-ιχ” σ..«αιχναι ὀπου αοναι,..«ᾶν ΕΝ, αν { 0. 

το Ε(Χχ}) λέγεται πολυώνυµο βαθμού ν. 

Αν ν -0 τότε Ε(κ) - ας κ 0 και η πολυωνυµική συνάρτηση είναι μηδενικού 
βαθμού, δηλαδή σταθερή συνάρτηση. 

Αν ν - ! τότε {{χ) -αιχγας, αι 6 0 και η πολυωνυμική συνάρτηση είναι 
πρώτου βαθμού λέγεται δε τότε γραμμική. 

Ρητή συνάρτηση { στο Λ΄ - {κεΕΑ: α(κ) ὁ 0) ονομάζεται η απεικόνιση 

{: Α΄ -Β µε τύπο {(κ) ο όπου φ(κ) ,α(κ) πολυωνυμικὲς συναρτήσεις. 
Λκολουθία πραγματικών αριθµών ονομάζεται κάθε συνάρτηση αι, µε πεδίο ο- 
ορισμού το Ἡ ἡ το ΝΑ και σύνολο τιμών το Ἑ ἡ ένα υποσύνολο του Ἑ. 

Η τιµή µιας ακολουθίας στο ν συμβολίζεται α. και λέγεται γενικός όρος ή 
ν-οστός όρος της. ια ακολουθία συμβολίζεται ία,). 

Επίσης µια ακολουθία είναι δυνατό να οριστεί και επαγωγικά αν δοθεί ο 
πρώτος όρος της αι - α και µια ισότητα της µορσής α,ωι ” Εία,) Υ νεΝ. 





3.8. Πράξεις στις συναρτήσεις. 

Έστω {ι το σύνολο των συναρτήσεων µε κοινό πεδίο ορισμού το Α και {, 
ᾳ ΕἴΑ, τότε ορίζεται: 
. Ἡ ιούτητα των { και 9. Δύο συναρτήσεις { και ϱ είναι ίσες συμβολικά 
{ - ᾳ τότε και µόνο τότε όταν: {(4) - Φ(α) και Εκ) Ξ α(χ)ν κε2(ϱ)) 
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» Το άθροισµα Τεφ. Ονομάζουμε άθροισµα των συναρτήσεων { και ϱ συµβολι- 
κά Έτη την συνάρτηση µε τύπο (69η) (κ) « κνοίκ). 

ο Ἀντίθετη -ἔ της { την συνάρτηση 
µε τύπο (-Ε) (κ) --ε(κ). 

θι γραφικές παραστάσεις της { και 
-- είναι: 


» Διαφορά {-ᾳ την συνάρτηση µε τύπο 
[[ε(-ᾳ) ] (κ) - είκ)-οίκ). 


ο Γινόμενο λ.{ του πραγματικού λεΕΒ επί την { την συνάρτηση µε τύπο: 
(16) (κ) - λε(κχ). 





5 Γινόμενο των { και ϱ την συνάρτηση µε τύπο (69) (κ) - {(κ)α(κ). 
» Το πηλίκο (λόγος) των { και ᾳ την συνάρτηση µε τύπο κ: ου” .. 
που ορίζεται στο σύνολο Α΄’ - (χεΑ: ο(κ) 60) 49. 
» Συµµετρική της {. Αν για µια συνάρτηση { ισχύει {3 (κ){(Χχ) «1 τότε η 
συνάρτηση Ε3(κ) - ή (κ) µε Α. - ο.) -( 2 (8): ε(κ) 0) λέγεται 
συμμετρική της {. 
» Ἡ συνάρτηση παχ ἡ πίη {,ᾳ είναι οι συναρτήσεις µε τύπους: 
Βίκ) - παχ[{,ο) - λα) (κ) είς) -α(κἳ Ἂκαι 

. Εκ) νο(κ)- εκ) -αί κ] 
φίκχ) πίπ[ᾳ,ο ] σα τρ καστ δια] 


Ειδικότερα αν Έ,ᾳ είναι πολυωνυμικές συναρτήσεις βαθμού µ και ν αντίστοι- 
χα τότε το άθροισµα τους, 
(να) (κ) 5 (κ) αα(κ) είναι πολυωνυµική συνάρτηση βαθμού παχ{πωπίμ,ν), 
(παχ ἵπκιπ - μέγιστος). 
Το γινόµενό του (69) (κ) - Ε(κμαίχ) είναι πολυωνυμική συνάρτηση βαθμού 
μεν. 

γι » τὰ . 
Ο λόγος { ς ){κ) τι που λέγεται ρητή συνάρτηση και ορίζεται στο σύ 
νολο Α΄ » (χεΕ: ο(κ) 60]. 
Περιορισµός µιας συνάρτησης ΕΓ. ᾿Εστω µια συνάρτηση {: Α--Β τότε αν ΑςΛ 
ορίζουµε µια νέα συνάρτηση ἔι: Αι -Β, 
Αν για κάθε χΕΑ, ισχύει Ει(κ) - Εκ) τότε η Ει λέγεται περιορισμός της 
Γ στο Άι, και η { λέγεται επέκταση της Ει στο Α. 


137 


Η συνάρτηση επί. 

Αν το σύνολο τιμών {Ε(Λ) -- η (8) 
της { ταυτίζεται µε το πεδίο τι- 
μωύ της Β η συνάρτηση {: Α-8 
λέγεται επί του 8. 

Δηλαδή αν {(Λ) - 8. 





Η συνάρτηση (1-1). Μια συνάρτηση {: Α-Β λέγεται (1-1) τότε και µόνο τό- 
τε όταν Υ Χι,χεΕΑ µε χι ὁ κι - Είκι) ὁ ΕίΧκ)). 

Δηλαδή σε διαφορετικά χ µέσα από το πεδίο ορισμού της αντιστοιχούν δια- 
φορετικά Υ (εικόνες). 

0 παραπάνω ορισµός είναι ισοδύναμος µε τον ίσα Υ µέσα απὀ το σύνολοτι- 
µών της { προέρχονται απὀ ίσα κ µέσα από το πεδίο ορισμού της { συµβολι- 
κά Είκι) - ΓΕ) -- κι - κ (μόνο). 


Η συνάρτηση (1-1) και επί. Μια συνάρτηση {: Α-”Β λέγεται Τ-Ἱ και επί τό- 
τε και µόνο τότε όταν 
α) {(Α) - 8 και β) χι κο (κι) Είχε) Υ Χινχ2ΕΛ. 


3.9. Πεδίο ορισμού µιας συνάρτησης µε τύπο  - {ίχ). 


Ορισµός. Ονοµάζουμµε πεδίο ορισμού µιας συνάρτησης µε τύπο Υ - Είκ) και 
το συμβολίζουμε µε Α ἡ Φ(Ε) ένα σύνολο που τα στοιχεία του είναι τα 
πραγματικά χ για τα οποία η {(κ) έχει έννοια πραγματικού αριθμού. 
Συµβολικά;: Α - (1) - (χεΕ: 3ΥΕΕΒ µε γ - {(κ)]. 

Πεδίο ορισμού της πολυωνυµικής συνάρτησης είναι το σύνολο των πραγµατι- 
κών αριθμών. Δηλ.: Αν Εκ) -α χα νικ σ,, Μαγκγαο µεσα,,...αοξ Β 
τότε Α - Φ(Ε) -}. 

Πεδίο ορισμού της ρητής συνάρτησης είναι το Β, αν αφαιρέσουμε τις πραγ- 
µατικές ρίζες του παρανοµαστή., 


Δηλ. Αν ε(κ) - -.. τότε Α - (4) - Ε-ίκεβ: ο(κ) - 0). 


Πεδίο ορισμού της άρρητης συνάρτησης µε τύπο Υ - φίκ) είναι τα πραγµα- 
τικά κ για τα οποία το υπόριζο είναι μεγαλύτερο είτε ίσο του μηδενός. 
Δηλ. Αν Υ - φ[Χχ) τότε Α - Φ(Ε) - (χε: φίκ) 0}, 

Της συνάρτησης απόλυτος τιµή µε τύπο γ - Ικ] εἶναι Α - Φ(5Ε) -Ε. 

Της συνάρτησης µε τύπο  «"Ἠφίχ] µε νΕΝ’” είναι Λ- (4) -Ε. 

Των συναρτήσεων µε τύπους: 

{(Χχ) Ξ ημκ είναι Α - (5) - }Ε. 
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{(κ) - συνκ είναι Α- 2() -}Ε. 
Ε(κ) -εῳκ είναι Α - 2(4) «Ἀ-ίχε: συνχ - 0) :Ε-ίχεΒ: Χ- κπεὅ, 
κεζ]. 
{(χ) - σῳχ είναι Α - Φ(ϱ) - Ε-ίχεΕ: ημχ - 0) -Ἐ-ίχεβικ - κπ,κεζ). 
φίκ) αν χΕΑΙ 
Της συνάρτησης µε τύπο {(κ) - 
(κ) αν χΕΛ; (πολλαπλός τύπος) 
πεδίο ορισμού είναι η ένωση των συνόλων που μεταβάλλεται το χ κάθε φορά 
Δηλαδή είναι: Α - Φ(Ε) - Αι ὐΛ,. 
Της συνάρτησης µε τύπο Ε(κ) - Ίοφαχκ µεθκ«α ἑ 1 πεδιο ορισμού είναι το 
Φ({) -Σ;. 


ΛΥΗΕΝΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ 
Τ. Δείξετε ότι Υ νε ΝΑ" ισχύει: 
2 2 
ϱ 2)ν Ἠ) ν «Ἠδεθειιον «ο Η4) α” εν µεασ2 
Λύση: 4) Με επαγωγή: 
Γιαν - Ί ισχύει επειδή 2151. ᾿Εστυ ότι για ν -κ ισχύει 2"»κ (α) 
θα αποδείξουµε ότι για ν - κ»! ισχύει 233. κ»! (β). 


Ἀντί να αποδείξουµε την (β) αρκεί να δείξουμε λόγω της (α) την 
κ.» κε! «-- κ» Ί που είναι αληθινή. Επομένως η (1) ισχύει Υ νεν” 


41) Ίος τρόπος. Γνωρίζουμε ότι 19δεδε,...ν - η . Επομένως αρκεί να 
2 2 
αποδείξουµε ότι;: σ « τη « σΗ:, ΄Η αρκεί να αποδείξουµς τις α- 
3 2 

νισότητες (1) εν η) και ον) «ο (2) 

Η (1) --- ν «νε! που ισχύει και η (2) ---ν «ΝΤ που επίσης ισχύει. 

2ος τρόπος. Με επαγωγή. 
2 

Για ν - Ί είναι τ «Ἱ «2 που ισχύει. ΄Εστω ότι για ν - κ ισχύει 

κ7 ω (κ. 1}2 
σσ 


στ Τελ, κ (2), και θα αποδείξουµε ότι για ν - κ»! ισχύ- 


ει: ο. « Ἰηδαθε,.«κν(κ.ἲ) « νε) (β) αν 
Αντί της (β) αρκεί να δέιζουµε λόγω της (α) τις ελ) «σ «κ.α! και 


7 12 
(κι) «κ! « κο ἠ.αντί αυτόν τις κ; εκ! «κὶκ2κ.2 και 
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κ2φζκ]κκ2 «κ2κάκ«ᾶ που είναι προφανείς. Επομένως η (11) ισχύει ΝνΕεΝ” 


414] Ίος τρόπος. Με επαγωγή: Για ν - Τ είναι αἲ 5 191 -- αξᾷ2 που ισχύει 
Ἔστω ότι για ν - κ ισχύει αἲ Σεκ»! (1) και θα αποδείξουµε ότι γιαν - 
. κ»! ισχύει α”ἲ Σκ2 (2]. Λόγω δε της (1) αρκεί να δείξουμε ότι 
αίκ»1) Σκ.δ--- κία-!) Σ2-α που ισχύει γιατί το πρώτο µέλος είναι » 0 και 
το δεύτερος Ό. 


2ος τρόπος. Επειδή αξ 2 αρκεί να δείξουµε ότι 2" ενε! --- (191) Σνε] που 
ισχύει λόγω της ανισότητας Βεγπου]]ή. 


2, Δείξετε ότι Υ νε" ισχύει: (νε) ε2 ν! (ν! -- 1.2.3...Ν) 
Λύση: Με επαγωγή. 


Για ν - Ί είναι 2ε2 (ισχύει). ᾿Εστω ότι για ν - κ ισχύει (κ!) "ε2'κ! 
(1). Και θα αποδείξουµε ότι για ν -κ»ῖ ισχύει (κε) λα 2 (κκ)! (2) 


Η (1) γράφεται (52) } εκ! (3) και η (2) (στο) ε (κ)! (4) 


Από την (3) και (4) αρκεί να δείξουμε: 
κ! ο το (κ)( κ.ὶ)Ἰ--ί ασε τας (κ) - )" πε 


καὶ κ.γ] 
22. κ... ο... .2 --(1« «Ἡ ) "152 που ισχύει 


απὀ την ανισότητα Βεγπου]1]ή. 


3. Δείξετε ότι: 1) Υ νε: νΣ5 είναι 2” εν”, 
1) (3) εν νΝ νΕΝ: νε4 


Λύση: 1) Με επαγωγή. 

Για ν -5 ισχύει γιατί είναι: 215’ --- 32:25, ΄Εστω ότι γιαν Ξκ25 
ισχύει 2" εκ” (1) και θα αποδείξουμε ότι και για ν - κ»! ισχύει 

23 (κ. 12 (2]. Απὸ τις (1) και (2) αρκεί να δείξουμε ότι: 
2κ1ε (κ Τ)ὁ --- κοκ! ---κ(ή2-1)ε! --κ ε]-τ που ισχύει γιατί κ»5 
Επομένως η (1) ισχύει Υ νεΝ: νΣ5. 


11) Με επαγωγή. 
Για ν - 4 ισχύει γιατι είναι (3 355-868! 80. ΄Εστω ότι γιαν -κ»όά 


ισχύει (3 |” κ»! (1) και θα αποδείξουµε ότι για ν - κ» ισχύει 


(ἆ }ή1λ κε (2). 
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Από την (1) και (2) αρκεί να αποδείξουμε ότι; 
(κεΤ}) 5 » κεὸ ---Όκι}» 2.4 -- κ» Ἰ που ισχύει. 


Επομένως η (11) ισχύει νε: ν:9. 


4. Αν 0 «ας 1 δείξετε ότι: (1-α)” «τος ν νεΝ. 


Λύση: Για ν - Ί ισχύει γιατί είναι Ί-α 5 τς «--|-αξς]--- -ᾱἲ «0 


΄Ἔστω ότι για ν - κ ισχύει (1-α)" 5 τη (1) και θα αποδείξουμε ότι για 


ν - κ»! ισχύει (1-α) ἳ «τστεςῃ ῶ (2). 


Από τις (1) και (2) αρκεί να αποδείξουµε ότι; 
(1-α) τς 5 ος ---(/-α)(1 εκανα) 5 Ίωκα --- Ἱ.κανα-α-κα” -ᾱ- 5 Ίκα 


--- -αἷ (κε!) 5:06 που ισχύει. Επομένως η δοσµένη πρόταση ισχύει Υ νε. 


5 Δίνεται η συνάρτηση { µε τύπο {(κ) - κ”-κ»δ και Α -2 (ϱ) -(-τ,ο,1) 
Δείξετε ότι η Ε είναι σταθερή. 


Λύση: Στον τύπο της { βάζουμε όπου Χ τις τιµές -Τ,0,1 και θα πρέπει τα 
γ που θα βρούμε (εικόνες) να είναι ο ίδιος σταθερός αριθµός. 
χουμε: {(-τ) ς(-Ὅ) -(-ἴλαδ- 19195 «5 
ε(0) -0)-095 «5 
ε(1) -1) «195 5 
"Άρα η { είναι σταθερή. 


6. Δείξετε ότι οι παρακάτω συναρτήσεις είναι σταθερές. 
α) {:(:-2,0,2] --Ἑ µε τύπο {(κ) -κ᾿΄-δχεα 
β) α:ί0.1,2,- 1) --Ἑ µε τύπο ο(κ) -κίκ-τ)(κ-2) (κ. 1) 


Λύση: α) Είναι: {(-») -(-2)-ᾱ(-2)93 - -θεθεᾷ - 3 
{(0) -01-4.093 - 3 
ϱ(2) ς 2”-4.2.3 - 3 
Επομένως η { είνιι σταθερή γιατί Υ κεί-δ,θ,2] -- Εκ) - 3 
β) Είναι: (0) - ο(0-1)(0-2) (011) 4 -4 
επ} (1) (1-2)(111)194 -4 
{ε2) -2(2-1)(2-2)(291) 194 - 4 
ε(-τ) -(- ο (- (1-2) (11) 4 
"Αρα { είναι σταθερή γιατί Υ κείο, 12,1) -- (κ) -4. 
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7. Δείξετε ότι οι παρακάτω συναρτήσεις είναι ταυτοτικές. 
α) {: Ε-Β µε τύπο {(κ) -(κ!)  -κ{-(κ.1). 
β) ᾳ:ί-3,0,3) ἘἙ µε τύπο ο(κ) - κ)-θχ. 
Υ) η. {(-1,0, 1} Ἑ µε τύπο Πχ) - 3χ-2χ), 


Λύση: α) Για να είναι η { ταυτοτική πρέπει για κάθε χοξΕΕ το Υι (εικόνα) 
να είναι ίση µε κο, 
Είναι: Ε(χο) (χο!) -κᾗ-κο-ῖ - χζεχον]-κό-κο-τ «χο. 
Επομένως η { είναι ταυτοτική γιατί Υ χοεΕεΒ --Ε(κο) - κο, 
β) Είναι α(-3) -(-3)1-8(-3) --27924 --ᾱ 

ᾳ(0) -0:-8.0-0 

63) -3:-8.3 - 27-24 - 3 
Δηλαδή ν κε(-λ,θ3) -- ο(χ) - χ οπότε η ς είναι ταυτοτική. 
Υ) Είναι η(-1} - 3-1) 1-2(-1)7 - -ᾱε2 - -ἲ 

π(0) -3.01-2.0:-0 

η(1) -3.131-2.1) - 1 
Δηλαδή ν κεί-τ,ο,[) -- ΛίΧ) - κοπότε η η είναι ταυτοτική. 


Τα. Δίνεται η συνάρτηση { µε τύπο {(χ) «ΣΑΕ ΜΣΤΗ 
Μα βρεθεί το πεδίο ορισμού της και να δειχτεί ότι είναι ταυτοτική. 


Λύση: Το πεδίο ορισμού της { είναι όλα τα πραγματικά χ εκτός απὀ εκείνα 
που κάνουν μηδέν τον παρανοµαστή. 
Επειδή χ2-λχεδ -(χ-Ί)(κ- 2) 0“ χέ1,  χ/2, ἎραΑ- Φ2({) - 


3 -Χίκ-ε)(κ-1) . 
Ε-(1,2} και η { γίνεται: Γκ) (κ (κ -2] χ, 
Δηλαδή η { είναι ταυτοτική αφού ἕ χΕΑ -ο{(κ) -κ. 


Β. ΄Εστω η συνάρτηση {: [0,1] »Ἡ µε Εκ) -2|κ-Τ]|κ-2]-3]κ και η 

4: [0,1]-«Ἡ µε ο(κ) --θχιά, Λείξετε ότι η { - ᾳ. 
Λύση: Όι συναρτήσεις έχουν κοινό πεδίο ορισμού επομένως είναι αρκετό να 
δείξουµε ότι (κ) - α(κ) ν κεί[ρ,1]. 
Αλλά µε χε[θ,1] είναι Εκ) --Έχεξ-κεζ-ὰχ - -θχεά και οα(χ) - -θχεό 
ρα Υ χε [ο,1] είναι ϱ(κ) - α(χ). 


». ᾿Εστω οι συναρτήσεις {: (0,.οο) »Ἐ µε {Είκ) λε. 
και ᾳ: (0,.60] -Ἡ µε ο(κ) - ο Δείξετε ότι Εἕ - ᾳ. 
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Λύση: Άρκεί να δείξουµε ότι Ε(Χ) -α(κ) Υ χε(θ0,νοϱ) επειδή οι συναρτή- 
σεις έχουν το ίδιο πεδίο ορισιού. 


Ἔχουμε: Εκ) -ο(κ) --- γλεξ 9 ανξ -- - - α.ὖ 


που είναι αληθινό. 


10. ᾿Έστω οι συναρτήσεις µε τύπους {(χ) ο ΣΑΣΑ και φίκ) - κκ. χ 
Να προσδιοριστεί ο πραγματικός λ έτσι ὡστε { -φ. 


Λύση: θα πρέπει οι συναρτήσεις να έχουν το (ίδιο πεδίο ορισμού, δηλαδή 
Φε) -2(φ) --- Ε-(λ-Τ} - ΕΒ-ί-λ), Επομένως λ-ῖ --λ---λ - 1/2. 


Για την τιµή αυτή του λ εξετάζουμε αν ισχύει Εκ) - ο(κ) ν χεβ-(- } 


1 ΓΕ ΤΗΝΟΙ 
αλλά εἶναι να κε κα -----ᾱ κν 


.-- τ΄ που είναι αλη- 
Χηγ Ζ χε τσ 


κ χκη Ζ 


θινὀ. "Αρα µελ -Ί/2η ἔ- αᾳ. 


11. Έστω οι συναρτήσεις {: [1 μιο) «Ε µε Εκ) -νλήκ- τν -δ-] και 
2, Ίσχς2 
φ: [1.9ο) Ἐ µε φίκ) κι, εν. 


Λείξετε ότι {Γ-φ 


Λύση: Όι συναρτήσεις έχουν κοινὀ πεδίο ορισμού επομένως πρέπει να αποδεί- 

ξουμε ότι {ίκ) -φίκ) Υκεί(1, ο) και επειδή δεν γνωρίζουμε από ποιό 

κλάδο καθορίζεται η { διακρίνουμε δύο περιπτώσεις, 

1) Ίσκς2 τότε ο(κ) - 2 και Εκ) -/χεδήκ-τκ/κ-δήκ-Ί και έχουµε: 

ο(κ) -Είκ) --- χεδήκ-Τεήχ-2/χ-ἵ «2 «-- χε κκ-δ/κ- 1 2/κ1-δ[κ-Ώ] - 

-4 --Λ2χεδή/κΣ-ά(κ- -4 «-- χον[χ-2)ῖ «2 --- |χ-δι« δ-χ---2-χεθ--- 

χςζ2 που είναι αληθινή. 

14) κ»2 τότε ο(κ) - 2/1:Ί και {(κ) - /χεδήκ-]ε/κ-2/κ-ὶ και έχουμε: 

ο(κ) - Εκ) --- 2/1 - νδκ-Γεήκ-ο/κ-ἲ «--ᾱ(κ-1) -2χε2/κΣ-ά{κ-Τ) 

«-- 2χ-ᾷ «ά2-4(κ- -«-- χ-2 - νκ-2]" «.ν |χ-δἱ « κ-ὂ ---χ-2εῦ 
«--Χ22 που είναι αληθινή, ᾿Αρα είναι ΕΧ) - ο(κ) Υ κείΤ, κ). 





12. Δίνονται οι πολυωνυμικές συναρτήσεις 
{: Κ-Ε µε Εκ) -4χ΄-2χεΊ και 4: ΕΕ µε ο(κ) - -κεδκ1κζκ-1. 
Να οριστούν οι συναρτήσεις: να, Γ-ᾳ, 3-5ᾳ, -ἔεα, ΕΓ.ᾳ. 
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Λύση: Για να ορίζεται το άθροισµα Ένα πρέπει το πεδίο ορισμού της { και 
της ᾳ να έχουν κοινά στοιχεία δηλαδή να είναι ένα σύνολο διάφορο από το 
κενό. 

Είναι 2 (6) - Ἡ και Φ (9) - Ἡ επομένως Φ({)]ῶω Φ(ο) -ΕΒο -Ε 66. 
ρα έχουµε; (199) (κ) - Είχ)κα(χ) - ἀχ2-δχεΤε(-κ)εδχ2εδκ-1) - 

. 4χ” Όχη -κ)εοκ2εκ-ἵ - -κὶνθχὲ, 

Όμοια: ({-φ) (κ) - είκ]-α(κ) - 4χ2-2χε]-(-κ)κ2χ2κζκ-Τ) -4χ2-δχε κ) -2χ2- 
“2.91 -κὶνζκχ2-άχεδ, 

Επίσης (31-54) (κ) -31(κ)-5ο(κ) -3(4χ1-2κε])-δί-κ212κ2εκ-1) - 

. 12χ1-ὔχελεσχ)-Τ0χ2-1θχεδ - οκ) 2χ2-16χ.Β. 

(σεφ) (κ) -(-ε)(κ)κα(κ) - -Ε(χ)νο(κ) --(4χ7- οκ) (-κ)«2κ1ε2κ-1} - 

. -ὀχλνλκ-Τ-κλε2χ1ελκ-ἵ - -κ)-2κ294χ-2 

και (5.9) (κ) -Είκ)α(κ) -(4χ2- χε Τ)(-χ22χ2ε2κ-1) - 

. -ἡχθχ” «θχ) -θχ2εχ"-ᾱχ) -ἠχλχ-κ)ν2κ2εκ-Ι --ὄχκδο οκ" 1χ1-θχ2νάχ-]1, 


13. Δίνονται οι συναρτήσεις µε τύπους {(κ) -κ΄-3χεδ και ο(κ) -χκίκ-τ) 


Να οριστεί η συνάρτηση Ξ ο 


Λύση: Το πηλίκο . ορίζεται στο σύνολο Α΄ -Ε-ίχεβ:ο(χ) - 0) και ε- 
πειδή ο(χ) -0--- κί(χ-!) «0  χ-ὐθ,κ- Ί είναι Α΄ -µ- (0,1]. 
Ἆρα η : έχει πεδίο ορισμού το σύνολο Ἡ- {0,1} και έχει τύπο: 


είκ χ2-3χ92 χ-Τ)(κ-2) χ-2 2 
σον σα αἩ αρ το τι-ά 


14. ᾿Εστω οι συναρτήσεις {: Ε-Β µε Εκ) - Αχ! και ο:(-Τ,1)-  Ἡ µε 
ο(κ) «τα, 


Να βρεθούν τα {νᾳ, {-ᾳ, (.ο 


Λύση: Το άθροισµα η διαφορά το γινόμενο και το πηλίκο συναρτήσεων ορί- 
ζεται στο κοινό πεδίο ορισμού τους δηλαδή στην τοµή 2(46)ῶω 2(ᾳ) που 
πρέπει να είναι σύνολο διάφορο του κενού. 

Ἔχουμε 2(5) -Ἡ και (9) -(-,1) -- Φ()ω 39) -Κω(-1,1) - 
.(-ἲ, 1) ἑ 6 επομένως είναι: 

(11φ) (κ) - Ε(κ)να(κ) - χε] /Τ-κας χε(-τ,Τ) 

(1ο) (κ) - εκ) -σ(κ) -ἀχε]-/Τ-κα, χε(-τ,Τ) 

(1.9) (κ) -Ε(κ)α(κ) «(χε Γκ, κε(-τ,Τ) 
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το) - τμ δεν κει-!,). 


ον Χνδικε [2,5] 
15. ᾿Εστω οι συναρτήσεις {Είχ) ο οσχρθικ Εἶδ,10] και 
μα) -κεῖ, κε [1,6] 
9(κ) πο 246, κ είδ,9] 
Να οριστεί η συνάρτηση {.ᾳ. 


Λύση: Επειδή 24) - [2,10] και Φ(4) - [1,9] έχουµε 2(4)Ω3(9) - 
- [1,9]  ὁ άρα ορίζεται η συνάρτηση Τε. 
Και επειδή οι τύποι των συναρτήσεων είναι πολλαπλοί διακρίνουμε 4 περιπ- 
τύσεις πρόσθεσης. 
1) Αν Ε(κ) - κ.β και (κ) - χ1-χεῖ οπότε 2(01)ω 294) " 
. [2,5] ω[1,δ] -{[δ,δ] 6 -- (Ες) (κ) -Ε(κ)οί(κ) -(κβ)(χ2-κ»!) - 
. χζνά, 
11) Αν Ε(Χ) -κεβ και ο(χ) -Όχεδ οπότε Φ{) Ωω 2) -[λ,δ]ω[δ,θ] - 
.{φ) έπεται ότι δεν ορίζεται το άθροισμα {(κ)να(κ). 
111) Αν Εκ) - -χ.Β και ο(χ) - χ;-κεῖ οπότε Φ{)ω 39) - 
- [5,10] Ω[1,δ] -{[5,θ] 6 -- (69ο) (κ) --χκεθικ1-χ! -χζ-λχ.φ. 
Ίν) Αν Ε(Χκ) - -χ-Β και σ(κ) «2χ-6 και επειδή 2ή{)ω 29) - 
: [5ου] ωῖδ,ο] ἑὁ ο ({ς) (κ) - Ε(κ)νο(κ) «-χεθεζχεδ - χα]ά, 
Επομένως η συνάρτηση (199): [1,9] --Ἡ είναι: 
χ1γά, χΕ[1,5] 
(9) (κ) λγλ, χ ε[δ,δ] 
χ»τά, χ ε[ς,θ] 


16. Δίνονται οι συναρτήσεις µε τύπους 
α) {(κ) - σσήνο και β)ο(κ) " (κ1-4)(κ1-9] 


Να οριστούν οι συναρτήσεις: Ένα, 1.9, ζ , ; 5: η 


Λύση: Το πεδίο ορισμού της { είναι 2 (5) - Ε-ίχεΕ: (χ-2)(κ-3) -0)- 
ΞΕ-(2,3). 

"Όμοια το πεδίο ορισμού της ᾳ είναι (4) «Ε-ίχεα: (χ1-4)(χ1-9) 0). 
.:Ἑ-ίχεα: (κ-2)(κο2)(κ-ᾖ)(κ2) - 0) --(2,-2,3,-3). 

Επομένως η συνάρτηση {να είναι ορισμένη στο σύνολο Β-(2,-2,3,-3) και έ- 


χει τύπο (69ο) (κ) - Εκ) να(κ) - σσ τ α1-δ)(κ1-9) 3 
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λα 3 3 κ τας »Αχ . 45264). 
(κ-2)(κ-2ᾖ) 3 σασκ τα) εκ ππτατ λα κζ-δ] -4)(κ”-9) 
μ πδη σσ) -) " 


"Όμοια η συνάρτηση {.ᾳ είναι ορισμένη στο σύνολο Β-(2,3,-2,-3) και έχει 


τύπο (5.4) (κ)  ε(κ)οίκ) ” σύ σο . σπα] ντ-ς 3 
πα σσ]σ[κ-Ἡ) [κ [κτξ] 


χ 


Η συνάρτηση 5 εἶναι ορισμένη στην τοµή των συνόλων 2 (5) -Ἐ-ί2,3) και 
Β - (χεβ:ο(κ) 60) - ίχΕ}: ἀχ 0ο, (κ2-4)(χ1-9) 0) - Β-(0,2,-2.3,-3) 
Επομένως η ς είναι ορισμένη στο σύνολο Β-(-3,-2,0.2,3). 


{ Εικ ει ε---χ--Ἀδ-γ--ς ο 
και έχει τύπο το ) 0ο) . - [χ-δ]{κ-1ᾖ) "(κ -4) (κ΄ -9) 
«Ακ. -δ)(κ1-9) ο, (κν2)(κν8) 
Χ 


χ(κ-ο){κ- 
Η συνάρτηση 4 (συμμετρική της {) είναι ορισμένη στο σύνολο 


Α - (χεα: εκ) 60) -µ-(2,3) και έχει τύπο (-τ }(ὰ) : πα : 


. -.... κ-3) Η συνάρτηση ἳ (συμμετρική της 4) είναι ορισµένη στο σύ- 


νολο Α - {χεβ:ο(κ) 60) - - αχ 0, ο. -) 0] - 
«Ἡ-(0,-3,-2,2.3) και ἔχει τύπο (3 (κ) αίω ” »{αικ-θ 


17. Δίνονται οι συναρτήσεις { µε Ε(κ) -2χκ”«Άχ»! και µε πεδίο ορισμού 
το [0.4] και 4 µε ο(κ) - 2χιά και πεδίο ορισμού το [-] δ], 
Να εξετάσετε αν ορίζονται οι συναρτήσεις: Ένα, {’,64 , - 


Λύση: Η συνάρτηση κα είναι ορισµένη στην τοµή των συνόλων 

[0.4] Ω[-1 2] - [0,2] και έχει τύπο ({99) (κ) - Εκ)οίκ) ” 

-(2χ2ν χε) (χι) 5 2χ795χ45. 

Η συνάρτηση {2 είναι ορισμένη στο συνολο [0,4] και έχει τύπο {(κ) - 
:Ε(χ(κχ) - (κ χε1)". 

Η 6.4 είναι ορισµένη στην τοµή των συνόλων [0,4] Ω[-1,21 - [0,2] και έ- 
χει τύπο ({9) (κ) 5 Ε(κ)α(κ) ” (2χ2« χε) (2χκά) - ἀχ)νθχ2«δχεθκ” «τ2χεά - 
-ἀχ)εΤόχτνΊάχιά, 

Η -ᾳ είναι ορισμένη στο σύνολο [-1,2] και έχει τύπο (-α)(κ) - -αίκ) 5 

: -2κ-ό. 
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18. Δίνονται οι συναρτήσεις Γκαι ϱ µε 
χ:φάχ-{, Όσκςσ5 κ-δ, Τσχσά 
(κ) » ὀχ-ᾗ, κ«0ἠήκ»5 θ(κ) ολλ λω ήχ»4 
Να εξετάσετε πότε ορίζεται η συνάρτηση {-ᾳ και να βρεθεί ο τύπος της 


Λύση: Για να ορίζεται η Γ-φ θα πρέπει η τοµή των πεδίων ορισμού των { 
και 4 να είναι ένα σύνολο διάφορο απὀ το κενό, 
Ὦ) Επομένως αν η Ε(Χ) - κ” νάχ-! µεκε[θ,5] και α(κ) -κ-2μεχε[ ια] 
έχουµε [0,5] [1,4] Ξ [1.4] ϱό, άρα υπάρχει η (1-9) (κ) -ἔ(κ)-σ(κ) « 
Ξ χ;νχ- χα ς κ2εἈχεί, 
1) Αν η Ε(Χ) - χ2νόχ-Ί µε κε[θ,5] και ϱ(Χ) --χκ2-7χεί µεκχε(-αω 1) 
(4,00) έχουµε [0,5]-α,[)ω(4,κορ) -{[ο,1)ω(4,δ] 6. 
ρα υπάρχει η ({-ᾳ) (κ) - είκ)-ο(κ) - χ2νόκ-Τνχ2ε7κχ-{ ς2χ211χ, 
111) Αν η Εκ) » 2χ-3μεκ εί-α,0)ω(5, 9ο) και οκ) -χ-δ µεκε[ι,ά] 
έχουµε (-οο,0) (5,9) Ω[1,4] -ὁ άρα δεν υπάρχει η (4-ᾳ)(χ). 
ἵν) Αν η Εκ) - 2χ-μεκε(ί-,θ)ω([5δ,νο) και ο(κ) «-χξ-7κα! µε 
χεί(-ω,])ῶ([4,νοο) έχουµε (-οο,θ)ω(5,σο)ῶω[-οο,])ω (4,90) - 
Ξ(-,0) ω(5,) 6. 
ρα υπάρχει η ({-α) (κ) - είκ)-σ(κ) -2χ-3εκ2ε7κ-{ «κ2ιθχ-ό, 
Τελικά η Ε-φ ορίζεται στις περιπτύσεις (1), (11), (1ν) και έχει τον πα- 
ρακάτω πολλαπλό τύπο, 

κ;νλκεῖ, χε[1,δ] 
(Γ-α) (κ) -|2χ2911κ, κείθ,])ω (4, 5] 

χγθχ-4, χε(-αω,θ)ω(5δ;γορ) 


Ἰν. Δίνονται οι συναρτήσεις { και ᾳ µε {Είκ) τ δν και ο(κ) - δα 


α εξετάσετε αν η Ε είναι περιορισμός της ᾳ. 
Λύση: Για να είναι η { περιορισμός της ᾳ θα πρέπει το πεδίο ορισμού της 
Γπου είναι 2(4) -Ε-(1} να είναι γνήσιο υποσύνολο του πεδίου ορισμού 
της 4 που είναι Φ(9) - Ἡ γιατί χ2νχε] 0 Ν κεΒ το οποίο είναι φανερό 
(5) ς (4) και οι τύποι των {και ᾳ να είναι οι ἴδιοι  χεφίϱ), 


(χκ-Ίλέκ] κα] 
χ-Τ) (κΣνκκτ) ἵ κΣεκχε! 3 4{α) 


Η απλοποίηση µε το κ-] µπορεί να γίνει γιατί στο Φ({) είναι κε. Επο- 
µένως είναι η Ε περιορισμός της η, και η ᾳ επέκταση της {. 


Αλλά ο τύπος της { είναι Είχ) - 


20. Δίνονται οι συναρτήσεις { και ϱ µε Ε(Χχ) - [ὅκ-Τ[ε|κ-2] και 
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α(κ) -χεῖ µεζρ(φ) - α δ). 
Μα εξετάσετε αν η 4 είναι περιορισμός της Γ. 
Λύση: Η { έχει πεδίο ορισμού το 24) "Ἑ. Επομένως, ισχύει Φίο)ς 25) 


Ἴρταν το χε [ 2] ο τύπος της { είναι {(κ) 5 2χ-".ξ-κ 5 χε] γιατί 
2χ-Ί Σὐ και κ-2ς0. ΄Λρα είναι και {(Χχ) - α(κ) ν χεζη). 
Συνεπώς η 4 είναι περιορισμός της { και η { επέκταση της ᾳ. 


21. Δίνεται η συνάρτηση {: [-Τ,1) --ἰ-τ,Ἱὶ µε Εκ) - 2χ-». 
να εξετάσετε αν η { είναι (1-1) και επί. 


Λύση: Από τον τύπο της { έχουµε αν θεωρήσουμε τα Χι,Χ2Ε [-1,3] µε 
Χι ὁ κε 2χι ὁ χοπ. ἔχι-ὃ 6 Όχι-5 -- Ε(χι) ἑ Είκε) και η { είναι (1-1) 
Επίσης απὀ τον τύπο της { βρίσκουμε το σύνολο τιµών {/[-1,3]) 5 π({). 


Αν θέσουμε ν - 2χ-5 και λύσουμε ὡς προς κ έχουµε: κ - 1 και Θα πρέπει 


νο 


τοχε[-1,3] --- -ἵ ο--σκν-- -ἔκγδςῦν Τους] -ἆ(ϱ) -ἶ-τ,ῖ] 


Επειδή δε το (6) ταυτίζεται µε το πεδίο τιµών της {η { είναι και επί 
του [-7,1]. 
“Άρα η { είναι (1-1) και επί του [-7,1]. 


22. Δίνεται η συνάρτηση {: (-1) -{ 1 εἵ) µε Είκ] ο. ὀ 

Μα εξετάσετε αν είναι (1-1) και επί. 
Λύση: Είναι η { (1-1) γιατί αν θεωρήσουμε δύο τυχαία Χινκ2 ε(-τ,Τ) τότε 
ε(χι)- Ἕλλτα και {{χ2) -- και αν υποθέσουμε ότι Είκι) - Εκ) 
-- 2 «τες --- (κό) (κ) » (2κν 9) ο4) -- 


-- 2χικη«θχι χο - 2χικονΏχκα κι 12 οχι ” Εχ; «χι - κ; (μόνο) 
Για να είναι η { επί θα πρέπει το σύνολο τιμών της (5) να είναι ίσο µε 


4 »Ί). θέτουµε υ - Σο λύνουμε ὡς προς χ και έχουµε: χγ»όγ » 2χ3 


--- κίγ-ὂ) -3-4γ--- κ αν με γ 2. 


ς ας 3-4ν --4χ. ο, και 3-4 
θα πρέπει δε το χε(-1,!) - «τρ -- εν » -] και 57 «1) 


3-4γ1γ-2 1-δγ-γ2 -3γε] -5γ99 
--- ί --- ᾱ. » 0 και ---αο--« ϱ) ---( Ὕφ»ο και γσ«0) . 
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πο ((-3γΤ)(Υ-2) 0 και (-δνκδ)(ν-2) «0) --- | σεγ«2 ΛΥγ»2ἡΥγς1) 
--- 1εγ«! --- ἆ(ϱ) - 1 1). Επομένως η { είναι (1-1) και επί του 

(8). 


23. Δίνεται η συνάρτηση {: Ἑ- (0). (-2,-2] 0 [2,90)) - Β µε {(κ) - κ.α 


Να εξετάσετε αν η { είναι (1-1) και επί του Β. 


Λύση: Η { δεν είναι (1-1) γιατί µε Χι,χκιεἩ-(0] τότε Ε(Χι) - κι» τ, 


και Γ(χο) Ξ- κιν , και αν υποθέσουμε ότι Ε(κι) - εκ) --- 


] ] Ί 1 Χ.-χ 
ο κιν 5 Χρ -- Χι-Χρς-- -- -«-- χι-κες Σὰ:χ1 
Χι χι Χ κ σος 0 Ελ κτχῃ 0 


(κκ) 1 μας) 50 ---χι-κε ο ή 1- τὶς .«0-- κι -κ; ή 


Χ.κ2 " Ἰ δηλαδή δεν ισχύει µόνο χι - χ; αλλά και Χιχ, - Ἰ επομένως η 
δεν είναι (1-1). 

Για να είναι η Ε επί πρέπει το 35) - Ε(Λ) - Β. 

θέτουµε γ - Χν --- ο ΧΥ -χνῖ---- χζ-κγ»ῖ - 0 (1) και επειδή χΧΕΒ πρέ- 
πει η διακρίνουσα της (1) να είναι μεγαλύτερη είτε ίση µε το μηδέν. 
Δηλαδή Δε0 -- γ)-4ε0 -- (Υ-2)(γ«2) 20 -- γε2 ἡ γ5-2 το (1) - 
- (-ῶ 2] υ [2,.00). 

Επομένως η { είναι επί του Β. 


Σ4. Δίνεται η συνάρτηση {: [3,εο)-. Β µε τύπο {(Χχ) -πακ(2χ-3,κ). 
Να εξετάσετε αν η { είναι (1-1) και επί. 


Λύση: Βρίσκουµε τον τύπο της { χωρίς το πιακ που είναι« 


{(κ) α εκ -θη Εκ σκι, 9κ-δε|κ-δ και µε κε [3,.ορ) ”- κ-ᾖ2δΣ0 


-- [χ-ᾱί - κ-ᾖ οπότε η { γίνεται {(κ] .λδοκ-ὃ - 2χ-3 


Ἡ Τ είναι (1-1) στο διάστηµα [3,νοο) γιατί µε χι,κ. Ε[3,νο) και χι ὁ κε 
- 2χι ἑ ὂχι -- 2χι-ᾱ ῤ 2χ,-3 .-- {(κι) / (κ). 

Για να είναι η { επί το Ἡ πρέπει το σύνολο τιµών της «Ά (8) «Ἀ. 

Λλλά αν θέσουμε γ - 2χ-3 --- κ 3 και επειδή κ εἶ5,»ο) 


εδ -- γάε6-- Υῦ «««ίϱ) « ᾖ,νο). 
Είναι δε [3,.0) « Ἡ συμπεραίνουμε ότι η { δεν εἶναι επί. 
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25. Να βρεθεί το πεδίο ορισμού των συναρτήσεων µε τύπους: 


α) {(κ) “ατα ίκ- δ) Να) -κ-α-κ' 
β) ο(κ) - το Γης ε) (κ) - κ]-δχμά 
Υ) φίκ) .-ᾱπ δα Ι5 9 στρ. στ) θίΧ) -ἡκ;-δχεα 


Λύση: α) Η { είναι ρητή συνάρτηση και για να είναι ορισμένη πρέπει 
(κ2ν 1) (κ-2)έ0-- κ-2έ0θ-ο-κ 2 γιατί χ2120 Υ κεΒ. 
Επομένως το πεδίου ορισμού της { είναι 25) -Ε-ί2). 
Β) Το πεδίο ορισμού της 4 είναι 2(4) - Ε-ίχεε: (2χ.5)1-(κε1)” - 0). 
Αλλά (2χϱ)2- (κ 1) 0 -- (2χεδ-κ- 1) (2χεδεχε1) -0-- 
-Ὑ-- (χό)(Ἴχδ) -0--- 2(κκθ)(κ12) Ξθ--- κ-:--δ,κ- -ὂ. 
Αρα Φί(9) -Ἡ-ί-4,-2). 
Υ) Πεδίο ορισμού της φ είναι Φ(φ) -Ε-ίχεΒα: χ]-θ-0Λκ:-θκεθ - 0), 
Αλλά (κ2-9 «0 Λ κ2-θχιθ 0) «-- ((κ-2)(χκ1) -0Λ (κ-12)2 0) -- 
ου χ- ᾱ,κ- -ὖ. 
"Αρα Φίφ) - Ἐ-(1.-3], 
ὅ) ΄0μµοια για να είναι η Ἠ ορισμένη πρέπει 4-κξὲ εθ επειδἠ είναι άρρητη 
Αλλά 4-χεσ0 (2 -κ)(29χ) 20 ----2ύκχς2. "Δρα πεδίο ορισμού της Ἠ είναι 
το 2() - [-2,2]. 
ε) Το πεδίο ορισμού της {ἵ είναι τα πραγματικά κ για τα οποία ισχύει; 
χ:-άχά ε0 --- (κ-2]): εθ που ισχύει Ἡ χκεΕΡ. δρα 2) - ΓΕ. 
στ) ᾽0μοια πεδίο ορισμού της ϐ είναι το 2(6) - (χε: χ:-όχᾖεο]. 
Αλλά κ:.-όχι2σ0 --- κ-2χ-χελο0 --- χκ(χκ-ᾖ)-(κ-δ) επ (κ-δ)(κ-1) εθ 
-- χε Υ κς], ρα 2 (6) -(-ω,1] 0 [,9ορ). 


26. Εστω η συνάρτηση µε τύπο Υ - Εκ) -/κ7-Ἅχε-ά. 
Να βρεθεί το πεδίο ορισμού της (2). 


Λύση: Το πεδίο ορισμού της { θα αποτελέσουν τα χεΕ; |χ;-λχεξζ]-4 ε0 
--- [χ2-2χεδί ε4 «-- (χ2-2χε2) ο 16 «-- (κ2-χεζ-4)(κ1-3χκ2νϐ) 20 
--- (χ2-2κ-2)(κ1-3χδ)ε0θ «- κ-ὰ2κχκ-220 «- κε ὀ-- ήχ 5 σι 


γιατί το κ2-λχ.δ»0 Υ χεΒΕ επειδή έχει ἃ - 9-24«0, 
Επομένως το Φ() -(-σ, 3:41 ]υ ο ΣἩ 0). 


27. Να βρεθεί το πεδίο ορισμού των συναρτήσεων µε τύπους: 
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2, 
ο) ε() - δα) ϱ) ε) «ο 
ντ) η ο 


ε) Γκ) - πίπ(ζχκεΤ,κ2) στ) {(κ) - 





Τ-ημχ 


ζ) ε(κ) η η) {(κ) -ή/[κ7-β]κ[ά[-2 


Λύση: α) Πρέπει χ΄-4 ε0 και κ; -χεξ 0. Δηλαδή {(κ-2)(χ«2) ε0 και 
κ 2) ο (χκε2Υκὸ-ὅκαι κο 12) -“- χ»λ2Υκς-2 

--' κεί-οο,-2] 0 (2,990). Αρα Φ(8) -(-σο,-2] ὐ (2,.οϱ). 
Β) Πρέπει (χκ7-Τ 0 και κ 0) «-- Ιχκλτ -- κ. ΤΊνγκς-ί 

ου χε(-οο,-1) (1,1). ΄Λρα Φ(5) -(-οο,- 1) ὐ (11ο). 
Υ) Επειδή η συνάρτηση είναι ρητή έχει Φ(Ε) -Ε-ίχεα: (χ2-2)(χ2νχ1) - 
Ξ 0}, Αλλά (χ{-2)(χ2οκεἲ) 0 χ - 4/5 επειδή η χ2εχε! - 0 δεν έχει 
πραγματικές ρίζες. ΄Αρα (4) -Ε-(«/2,- 5) ς (-,-ήδ) 0 (-ήδή) (3, 
.οϱ). 
ὅ) θα πρέπει για να έχει νόημα η ρίζα ο δείχτης να είναι φυσικός αριθµός 
α 2. Δηλαδή πρέπει: [χ]ε2 µε [χ]ΕΝ όπου [χ] - ακέραιο µέρος. 
Αλλά γνωρίζουμε ότι Υ χεΕ είναι [κ] σκς [κ]»ῖ οπότε αν 25κ«3 

-- [κ] - 2 οπότε Φ({) -{2,ορ). 


, ς  ὀκννκοζ- χε] -κ-δ] ο. 3χεἃ- |κ-] 
ε) 0 τύπος της { είναι; Εκ) 2 --- {Είκ) 3κεδοκ-Ἡ]. 
και αν χε! -- Ε(χ) -χε2, και αν κ! -- (κ) -2χ.Ί, 


χοξ αν χε | 
Επομένως η Ἔ γράφεται µε πολλαπλό τύπο Εκ) - ἕω ων κκὶ 
ρα (5) Ξ (-ω,])ὐ [1,νο). 


στ) Η { είναι ορισμένη για κείνες τις πραγματικές τιµές του κ για τιςο- 
ποίες ο παρανοµαστής Ἱ-ημκ εθ-πημκε ἵ «ον κ κπο(-Ὅ ,κεζ 


"ρα Φ(4{) -Ώ-ίχεῆ: κ- πμ... .κεζ]. 


ζ) θα πρέπει ο παρανοµαστής να είναι διάφορος απὀ το μηδέν δηλαδή 

κ-Ἱ /θ--κ κ 1 και Ι2χΗΤ/-Τ10 ---- [χε ο 1 (Αχ. 111 --- 
(χο - (2 χε 11) τ0 --- ὀχ(2χ2) 10 «-Ὁ- χ(χ»1)σ0-- χεοΥκς-!. 
Επομένως (4) - (-οο,-Τ] 0 (0,1) (1, 9ορ). 


η) Πρέπει [κ -3Ιχ/14[-20 «--- [χ-]κ[κδί οσο ---- (κ1-3]χ]94)2ε4 
«-- (κ 3) κκ-2)(κ1-1]κ]κθν2) 10 κ (κ1-3 κ) κ21(κ2-3/χ|«6)10 --- 
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κ:-3]κ]2ε0 γιατί χ1-3]χ/.6ε0 Υ κεΡ--- ΙΧ -3|κ|.2ε0 επειδή 
κξ - κ} χκεΕ (κ -Τ)( κ] -2) 10 --- Ιχ/σ2ν |κ[51 

-- χ2σ4 Υ κας  εοΥ κς-ὂ)Υ -Όσκς] 

---2(8) -(-σ,-2]υ [-1,1] 0 [2,ν). 


28. Να βρεθεί το πεδίο ορισμού των συναρτήσεων 
1. ἐκ) - Ίος, παλ 2. ο(χ) - Ίουχκ-ε/16-χ 


Λύση: Ἱ. Πρέπει -λ- 0 και Ός«κ  Ί. Η πρώτη ισοδυναμεί µε 


- “οσο 


(κ- τὸ (κ1-2) 0 (κ-Τ)(κ- 2) (κκ) ον στ ως 

--- -ὗὅ«χ«1ήἠήκ»ήξκαι »20 --- χε(ο,) ὐ (6, κ). 

"Αρα πεδίο ορισμού της { είναι 2 (5) - (0,1) ὐ (2, 9οο). 

2. Πρέπει 16-χ7»0 και 0 «κ-δ  Ἱ. 

Δηλαδή πρέπει ((4-κ)(4 κ) 0Ο Ακ 3, 22) --- (-4«χκ«ςᾷ και κ{ 3, 
χ»2] --- κε(2,12) ὐ(3.4). 

"Αρα πεδίο ορισμού της ᾳ είναι Φί(ο) - (2,3) 0 (3.4). 


ΑΛΥΤΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ 





1. Δείξετε ότι Υ νεΝ ισχύει: . (1- ἐν ) ΣΙ --ἶ 


ΜΜ Ί - 
2. Ν νΕΝ ισχύει (1) λα τπτ) . 


Ἰ 
Ί.να 





3. Εάν θ«α« : δείξετε ότι (19α)” « ν νεν’ 


4. ν νΕΝ΄" ισχύει (19 ὃς τν ξ 


5 Εάν αεἩ , θ«ας 1 δείξετε ότι 1) ας 1 
6. ξάν α,βΕΕΒ:, α»β. α» ἸΆ. 
7. Υ νεΗ: νε 10 δείξετε ότι 2 »ν’. 


8. Αν µ,νεἩΒ" µε µ»ν δείξετε ότι όταν κ» Τ-» χ’”»χ" και όταν 
θςκκς Ἱ χ. «κ. 


ϕ, ν νΕΝ: ν;2 και α”- 0 δείξετε ότι: (19α)” 2 νο ΣΣ} α 
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10. Δείξετε ότι: 


14 


18. 


1. [α-βί -παχία,β)-πίπία,β}] 

2. κ] «παχίκ,-χ], 

3. οκ -παχίο,2χ]-πίπίθ,2χ]. 

4. Σ1β-ΥΙ9/2α-β-γ/-[β-γ/  «|2α-β-γΑ1- | -4παχ (α,β, γ]-δπιπ(ᾶ,β,Υ) 


ν χΕΒ ισχύει κε([-δ,2] --- παχ (κ, -χ}52, 
Ψ νΕΝ και α,βΕΕΒ ισχύει β" σα” (νε!) -να”ῖ.. 
νε: νε3 ισχύει ν ὃς (νε1)”, 


ία βρεθεί το πεδίο ορισμού στις παρακάτω συναρτήσεις µε τύπους: 
α) είκ) - Απ Σκοτ νκει |-θ]κε]κ-αἰ- 2λ 
Β) Είκ) -Ἰοφκ.ι(χ.1) γ) ε(κ) - Του 37”-3”1196) 


κ τν γκο- 
πα. : "θχν ᾿ 


Εστω η συνάρτηση µε τύπο {(κ) «/ἴκ-Σ][κετ). 
α) Να βρεθεί το 3 (6) αυτής, 
β) Για ποιά χ µέσα απὀ το 324) είναι ΕίΧχ) -«{ί-κ) 


Έστω η συνάρτηση { µε τύπο 


εί) » σπα τοσο ως 


μα βρεθεί το πεδίο ορισμού αυτής (4). 


Να βρεθεί το πεδίο ορισμού 2(5) των συναρτήσεων µε τύπους: 


α) Εκ) - /σονκ-1 β) Ε(κ) - /χελ/Ἁ1-/κ-λ2ήκ-Ί 
γ) ε(κ) - σημκτ ὃ) Ε(Χκ) -παχ(χ,-χ)μπίη(κ, χε 1) 


θεωρούμε την συνάρτηση { µε τύπο 
κ αν Ίσκς2 
{(κ) - καὶ αν ἑἕσκςἢλ 
/χ-- αν 4 σκςκορ 
Ἱ. Να βρεθεί το πεδίο ορισμού της Φ({]. 
Ζ. Ίνα βρεθούν τα {(1}, ε(2), εδ), Γ(κΤ), µε χεθ(,), 
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19, Να βρεθεί το πεδίο ορισμού των συναρτήσεων µε τύπους: 


1. (κ) - Ίος στ 4, φί(χ) - Ἰοη[]Ἰοη(κε!)] 
2. οκ) - Ἰοψ(κ2-όχ) 5. ἴ(χ) -/Του[κεξῖ 
γ Ἔχ-κ2 . -- 
3. (κ) - } Ίου . 6. θ(κ) - - 
8. ΑίΧ) - Ίοθμ.κς τα 7. ο(κ) - Ίου. (/κ”-ὔκ) 


20. Να εξετάσετε αν οι συναρτήσεις µε τύπους: 


εκ) - γ) και φ’ κ) τση είναι ίσες. 


21. Δείξετε ότι η συνάρτηση µε τύπο Εκ) ” 2 και η 9(χ) ντ 
είναι ίσες. 


22. ᾿ἔστω η συνάρτηση {: [1 3] Ἑ µε Ε(Χ) - | δκ-Ί] /{κ-ᾖ] και 
ο: 4 μἱ]-Ἡ µε ο(κ) Ξ κ»ὂδ είναι ίσες; 


23. Να προσδιοριστεί ο πραγματικός λ έτσι ὡστε οι συναρτήσεις { και 4 µε 
είκ) - λα. και ο(κ) αλλ ἑλἩ είναι ίσες. 


24. ᾿Εστω οι συναρτήσεις µε τύπους: α(κ) παχ[κ-ὂ, 1-κ] και 
κ-δ, κ 3/2 
Μία) τικ, κ 3/2 
Δείξετε ότι ἡ - ᾳ. 


25. Δίνονται οι συναρτήσεις µε τύπους: 
χ-Ί, κ50 Χ, Χχῶὂ 
κ)» 2χ, κ»0 χι, χ»2 
Να οριστούν οἱ συναρτήσεις {4ᾳ9, {Γ.0, Ε/4. 


και οί κ) - 


26. ΄0μοια για τις συναρτήσεις {και η µε 


2χε1, -ὂ «χςῦ 
ο(κ) " , λα « χ.ν{, -«Ίςχκαῦ 
4, 0«χ.ζ 2χ.{, 0 «χσὸ 


Να οριστούν οι συναρτήσεις να, Τ.ᾳ, ᾖΕ/4. 


27. Δίδονται οι συναρτήσεις Ἐ και 4 µε 


κ) -ἀχίκοκ-2 χ΄ -Ἄχνζ 
χα 


... μι απ περ 


Να εξετάσετε αν η ἕ είναι περιορισμός της ᾳ. 


28. ΄ὔμοια για τις συναρτήσεις φ και Ἠ µε 
φ(κ) -κ-Τε κ] και (κ) - γΤΙ-ὖ κ αν φ είναι περιορισμός της η. 


29, Δίνεται η συνάρτηση {: [0,4] [0,2] µε τύπο Εκ) - πἰπίχ,ό-κ). 
να εξετάσετε αν είναι (1-1) και επί. 


30. Επίσης αν η συνάρτηση { µε Εκ) ατε]α] αν είναι (1-1) και επί. 


31. Εξετάσετε αν η συνάρτηση {;: Ἡ-([-4} -» Ἡ-( 1) µε (κ) - οι είναι 


(1-1) και επί. 


3.. "Εστω η συνάρτηση {: Ἡ »Ἑ µε Ε(χ) -κὶνλκ]μ, λιμµεβ. Δείξετε ότι η 
{ δεν είναι (1-1). 


3.10. Η ευθεία σαν συνάρτηση. 
Συντελεστής διευθύνσεως ευθείας. 


θρισµός. Ονοµάζουµε συντελεστή διευθύνσεως µιας ευθείας (ε) την εφαπτο- 
µένη της θετικής γωνίας 

ω που σχηματίζει η (ε) 

µε τον άξονα κκ΄, και συµ- 
βολίζεται µε λ. 

Δηλ. λ - εφω (1). 
"Δεχόμαστε ότι η {ε) δεν 
είναι παράλληλη µε τον άξονα ΥΥ᾽ γιατί τότε δεν είναι συνάρτηση". 

0 αριθµός λ καθορίζει τελείως την διεύθυνση της ευθείας και αν λ20 τό- 
τε η (ε) ανέρχεται από κάτω αριστερά προς τα πάνω δεξιά. 

Αν λ «0 τότε η (ε] κατέρχεται απὀ πάνω αριστερά προς τα κάτω δεξιά και 
αν λ - 0 τότε η (ε) είναι παράλληλη µε τον άξονα κχ΄. 

Αν η ευθεία (ε) καθορίζεται απὀ δύο σηµεία της ΑίΧχι,Υι) και ΒίΧ,Υ1) τό- 
τε ο συντελεστής διευθύνσεως δίνεται απὀ τον τύπο: λ»- (2) 





Χλ γε 
ΧιΧ 


3.11. Οι μορφές εξίσωσης µιας ευθείας. 








1. Εξίσωση µιας ευθείας που διέρχεται απὀ ἑνα γνηστό σηµείο {Χχο,γο) και 
έχει γνωστό συντελεστή διευθύνσεως λ είναι: 

Υ-Ύε 5 λίχ-χο) (3) 
2. Εξίσωση µιας ευθείας που διέρχεται απὀ δύο γνωστά σηµεία ΑίΧι γι) και 


Βίχε.Υ1) είναι: ἂδι , γι , 
Χιᾱ "2 (αν ε / κκ} (4) 


. ας Ἡ 
Χι γι Ί -0 (5) 
Χρ Υ2 1 


ἡ 





Σηµείωση Ί. Από την (3) αν το γνωστό σηµείο είναι το (0,β)αν ηί3) γίνεται 
Υ 5 λκβ 

Αν δε το σηµείο είναι η αρχή 0(0,0) των αξόνων η (3) γίνεται: 
Υ " λκ 

και αν λ - 0 τότε η (3) γίνεται: υγ -ν, 

που είναι εξίσωση ευθείας παράλληλης µε τον άξονα κκ’. 


Ακόμη η {ε) περνά απὀ τα σηµεία Αία,0), Β(0,β) η (4) γίνεται 
χ 
α 8 Ξ Ί 

και ονομάζεται εξίσωση ευθείας επί την αρχή. 


Επομένως µόνο η ομοπαραλληλική συνάρτηση ν - λχ»β έχει γραφική παράστα- 
ση ευθεία. 


3.12. Η γενική µορφή εξίσωσης ευθείας είναι :ΑχΙΒΘΥΗ -Ο,ΙΛΙΙ 840 


θρισμός. Συντελεστής κλίσεως ἡ συντελεστής διευθύνσεως µιας ευθείας {ε) 
µε εξίσωση Αχ«ΒΥΑΓ - 0 λέγεται ο συντελεστής του κ όταν η εξίσωση λυθεί 


ως προς Υ. Δηλ.λ» -, 8 0. 


Αν ΑΛ - 0 τότε η ευθεία ΑΧΙΒΥΓ-0-- Υ- -η - ο και είναι { µε τον 
άξονα κχ᾿. 
Αν Β » 0 τότε η ευθεία ΑΧ.ΒγΗΓ «ῦ--κ- -ᾱ - Χ, και είναι {µε τον 
άξονα γΥ. 
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Αν Γ - 0 τότε η ευθεία ΑχΒΥΟΓ ΟΥ - - 
την αρχή των αξόνων. 


χΧ - λκχ και διέρχεται από 


3.13. Παράλληλες ευθείες. 
Δύο ευθείες (ει) και {ε2) µε συντελεστές διευθύνσεως λι και λ; είναι πα- 
ράλληλες τότε και µόνο τότε όταν Ἆι - λι και αν οι εξισώσεις τους είναι 


(ει) :αι”βιΥ - γι και (ε2}: αΧ9Β2Υ - Υ θα είναι (ει)/ (ει) «-- 
α Βδι αι 
ο. ή γο 


3.14. Ευθείες κάθετες 
Δύο ευθείες (ει) και {ει) µε συντελεστές διευθύνσεως λ; και λ; είναι κά- 
θετες αν και µόνο αν: λιλ, - -ἲ 


ΛΙΕΝΕ ΑΣΚΗΣΕΙΣ 


1. Να βρεθούν οι εξιαύσεις των ευθειών στις παρακάτω περιπτώσεις: 
{} Η ευθεία διέρχεται από το σηµείο (-τ,2) και έχει συντελεστή διευ 
θύνσεως λ - 1. 
{4} Διέρχεται απὀ το σηµείο (-2,-3) και είναι παράλληλη µε την ευθεία 
Υ- κ. 
{11} Διέρχεται από το σηµείο (-1,0) και είναι παράλληλη µε την ευθεία 
γ - -κ. 
ἓν) Διέρχεται απὀ το σηµείο (1.2) και είναι παράλληλη µε την ευθεία 
κ-ὂγιΣ -0ὐ 


Λύση: {ἵ) Γνωρίζουμε ότι η εξίσωση κάθε ευθείας που περνά απὀ ένα γνωστό 
σηµείο (χο,γο]) και έχει γνωστό συντελεστή κλίσεως λ έχει εξίσωση 

γ-γο - λίκ-χο) και αν θέσουµε (Χο,Υο) 5 {(-ἶ,2) και λ - 3 έχουµε: 

Υγ-2 - (χε). 


{1) Επειδή η ζητούµενη ευθεία θα είναι παράλληλη µε την Υ -χ θα έχουν 
ίσους συντελεστές διευθύνσεως και επειδή ο συντελεστής διευθύνσεως της 
γ»- κ είναι λ - Ί θα έχουµε ότι η εξίσωση της θα είναι: 

γε - Ί(χε2) ---χ-γ-! -ὂ 

141) '0μοια η ζητούµενη ευθεία θα έχει τον ίδιο συντελεστή διευθύνσεως 


µε την ευθεία Υ - -χ που είναι ὰ - -Ί, ΄Αρα η εξίσωσή της θα είναι: 
γ-0 - (κ) -- κγ! -0ὐ, 


{ν) Επειδή η ζητούµενη ευθεία θα είναι παράλληλη µε την ευθεία χ-2γ.2-0 
θα έχει συντελεστή διευθύνσεως λ - Τ/2 γιατί ο συντελεστής διευθύνσεως 
της κ-2γ.2 «0 -- Υ - Τ/2χ.Ί είναι το 1/2. 
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"Αρα η ζητούµενη ευθεία θα έχει εξίσωση την: γ-2 - Σᾳ -Ί) 
--- κ-2γ.2-0 


2. Να βρεθεί η εξίσωση ευθείας (ε) που διέρχεται απὀ το σηµείο Αί-2,3) 
και σχηματίζει µε τον άξονα χ΄χ γωνία ω - π/Ά. 

Λύση: 0 συντελεστής διευθύνσεως της {ε) θα είναι λ - εφ .Υ1 

ρα η ζητούµενη εξίσωση είναι: Υ-3 - /(χο2) -- /κ-γελε2ήῖ - 0, 


3. Να βρεθεί η εξίσωση της ευθείας (ε) που διέρχεται από τα σηµεία 
λί-1,2), 80.3). 


Λύση: Ίος τρόπος: Γνωρίζουμε ότι η εξίσωση κάθε ευθείας που διέρχεται αᾱ- 
πό δύο γνωστά σηµεία (Χι,γι), (Χ2Υ2) είναι: 


ἂτᾶι --ΣΧλ. και για τα δοσµένα σηµεία γίνεται: 
Χο”-χι γ2”"Χι 


δα .χ.ξ -- κο! ---- χκ-γ.2-0 


2ος τρόπος: Αν εφαρμόσουμε τον τύπο µε την ορίζουσα έχουµε; 

















κ} Ἱ ο 1 {ν | 
“ἲ 2 τἱ Ξ0«-νκ 1 1 1 | . 0 -χΥγ-250--- χ-γᾶ-0 
ϱ 3 Ἱ 


3ος τρόπος: Γνωρίζουμε ότι η εξίσωση κάθε ευθείας έχει εξίσωση γ - αχ.β 
Είναι επομένως αρκετό να υπολογίσουμε τα α και β. Επειδή η ευθεία µας θα 
περνά απὀ τα σηµεία Αί-Τ,2), Β(0,3) θα την επαληθεύουν και επομένως θα 
έχουµε τις εξισύσεις: 

{2 - -α-β και 3 - β)ς» ({β - ὓκαια - 1]. 

Αρα η ζητούµενη ευθεία έχει εξίσωση την Υ - χεᾷ«-- κχ-γ.ᾷ- 0 


4. Να βρεθεί η γωνία που σχηματίζει η ευθεία (ε) που ορίζουν ἴα σηµεία 
Α(10,3), 814,97) µε τον άξονα χ΄χ και σε συνέχεια να βρείτε την εξί- 
σωση της ευθείας που διέρχεται από το σηµείο Α(10,.3) και είναι κάθε- 
τη στην (ε). 


Λύση: Γνωρίζουμε ότι ο συντελεστής διεύθυνσης µιας ευθείας (ε) που ορί- 
ζεται από δύο σηµεία δίνεται απὀ τον τύπο: 


5 μα ών δυ,, - σ- ο π - ο 
λ - εφω αι "απ" Γεω» 1 "εφ “ω” 45". 


158 


Εάν λι είναι ο συντελεστής διεύθυνσης της κάθετης στην (ε)απο σηµείο 
Αί10,3) θα έχουµε λλι - -Ί--λι Ξ -Ἱ και η εξίσωση της θα είναι: 
Υ-3 5 -Ἱ(κ- 1ο) χκγ-1ῖ 0. 


5, Να βρεθεί η εξίσωση (ης ευθείας που διέρχεται από το σηµείο Αί 1,2) 
και από το σηµείο τοµής των ευθειών µε εξισώσεις Χ-Υ - 0 και 2Χ2Υ -Ί 


Λύση: θα βρούμε το σηµείο τοµής των δύο ευθειών αν λύσουμε το σύστημα 
χν -0 χΞ γ ο κια 

κοκ γ 4 

2Χ3Υ -Ἱ 3Υ -Ἱ 

Επομένως η ζητούµενη ευθεία θα διέρχεται απὀ τα σηµεία Αί1,2) και 


Βί : ' 3 ), ἀρα η εξίσωση της θα είναι: .- « τῇ) ἆ «-ν --ᾱτὰ «τό 


-- -Ί ο 


3 3 
ο οχ- 15 - ϐ6Υ-12 --- 15χ-δγ-3- 0.5 οχ-ὂγ-ῖ -0ὐ. 


6. ἵα βρεθεί η εξίσωση της ευθείας που τέμνει τους άξονες στα σηµεία 
Αί4 0) και Β(0,-2) και σε συνέχεια να βρεθεί η εξίσωση της ευθείας 
που διέρχεται από την αρχή των αξόνων και είναι παράλληλος µε την ΛΒ 


Λόση: Η εξίσωση µιας ευθείας επί την αρχἡ είναι . .ἃ - 


Άρκεί να βρούμε τα α και β και επειδἠ θα περνά και από τα σηµεία 

Λ(4 0) και Β(0,-2) θα την επαληθεύουν. ᾿Αρα θα έχουµε για λύση το σύστη- 
4 
α 


Επομένως η εξίσωση είναι κ-2Υ -Ξ 4, 


μα;ί ΤΑ .4λωνά«ϐ λά.-.ὁ, 


0 συντελεστής διεύθωνσης της ΑΒ είναι λ 4 επομένως η εξίσωση της ευ- 


θείας που θα περνά απὀ το σηµείο 0{0,0) και θα είναι παράλληλη µε την 
ΑΌ θα έχει εξίσωση Υ-0 .- (κ-ο) --ν στ 2 


7, Δίνεται το τρίγωνο ΑΒΓ, αν οι κορυφές του έχουν συντεταγμένες 
Αί1,2).8(-2,3),Γ(0,4). Να βρεθούν οι εξισώσεις των πλευρών του. 
Σε συνέχεια να βρεθεί η εξίσωση της διαμέσου ΑΜ όπου Μ το µέσο της 
ΒΓ και η εξίσωση του ύφους ΛΗ από την κορυφή Α στην ΕΓ. 


ο η «κά συ Κατι Υ- κ-] 
Λύση: Είναι: εξίσωση της ΛΒ - χη-κλ πιω μα θ 


Ξγ-ὸό τι κ-ὶ - -ὀγιθ «» χ.2γ-Ξ0 


Χ-χ ο, Υ:ΥΒ κοξ , Υ:4 . 2ν- 
Εξίσωση της ΒΓ: χρ-κη νο 0.2 τα χ»2 - 2ν-6 


ο κ-ὂγ-8 - 0. 
λα π-- 1- .- ἃ 

Είαιο της Μ’ ἀρα, "ὀρθμ-» δὴ "Επ ]» 
ο'-- 2χ4Υ-4 -0 
Γνωρίζουμε ὅτι οι συντεταγμένες του µέσου ενός ευθύγραμμου τµήµατος που 
είναι γνωστές οι συντεταγμένες των άκρων του δίδονται απὀ τους τύπους: 
χμ - ΒΓ ο, Στ όπου (ΧΡ.ΥΝ), (Χτ,Υτ) οι συντεταγμένες των άκ- 

"Αρα οι συντεταγμένες του µέσου Μ είναι Μί αν ]. 
Επομένως η εξίσωση της διαμέσου ΑΜ είναι: ΣΤΑ «ΣΥ -- 

μΧ ΥμΥ4 
--- ἀ .σΣ . κ. "τν --- ᾖχ-3 --ὄγ.θ--- 2χ.άγ-Ί1 -0 
2 -2 

Το ύψος ΑΗ θα διέρχεται απὀ το γνωστό σηµείο Αί1 2) και θα είναι κάθε- 
το στην ΒΓ αρκεί επομένως να βρούμε τον συντελεστή κλίσεως του. ᾿Εστω 
λλη ο συντελεστής κλίσεως του ύψους τότε θα είναι Άργλλη - -Ί. 


Επειδή δε ληγ .-- -- λλη Ξ -ᾱ. 
Επομένως η εξίσωση του ύφους ΑΗ είναι: Υ-2 - -δ(κε 1) --- 2χΥ 50 


8. Δίνονται οι ευθείες µε εξισώσεις 2γ(14λ-1]κ.ὂμ - 0 καιΥ-(4λ)χόλην 
ἲ -0, Να προσδιοριστεί ο πραγματικός λ έτσι ώστε: 


1) Οι ευθείες να είναι παράλληλες. 
11) Να είναι κόθετες. 


Λύση: {) Για να είναι παράλληλες οι ευθείες πρέπει να έχουν ίσους συντε- 
λεστές διεύθυνσης και αν λι και λ «είναι οι συντελεστές διεύθυνσης τους 


θα είναι Δι - λε :4λιβ «-ν1]λ- -δ--λ- -ᾱ 
11) Για να εἶναι κάθετες πρέπει λιλιε - -ἵ --- - κ - 1) « -! 
--- (4λ-1)(4λ«1) «δν Ι2λ215λ-5- 0---λ - ο Ἡ 


«51/56 ϱ κ. -5-/266 
248 24 


9. Να αποδειχτεί ότι το τετράπλευρο µε κορυσές Αί-Τ,-5), Β(2,1),Γ(1,5}, 
Δ(-2,- 1) είναι παραλληλόγραμμο. 


Λύση: Για να είναι το ΑΒΓΑ παραλληλόγραμμο, θα πρέπει οι απέναντι πλευ- 
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ρές του να έχουν ίσους συντελεστές διεύθυνσης. 
- 95 6 19 , 
Είναι τον «.ἱ "τ.2, λγλ αν «52 "3 ὁρα ΛΒ/ ΓΔ 


’ - 5-Ί - -5νΊ .ἁ 
Όμοια Ληρ" χρζκη » Τ52 "δν δα αλ 5 " -ᾱ ὁρα ΒΓ// ΔΑ 
Επομένως το ΑΒΓΔ είναι παραλληλόγραμμο. 


10. Δείξετε ότι το τρίγωνο ΛΒΓ µε κορυφές Αί4,3), Βί0,1), Γ(-2,5) είναι 
ορθογώνιο. 


Λύση: Άρκεί να δείξουμε ότι οι συντελεστές διεύθυνσης δύο πλευρών του ἑ- 
χουν γινόμενο -Ί, 


τες "και λκεχν "τε "1. 


Είναι λαη - ο 
λΕβΓ ... . . χο - -δ. Άρα λΑΗΛΗΓ ” ΐ (-2) --ἶἹ. 


Επομένως η ΑΒ | ΒΓ και το τρίγωνο είναι ο ὸν στο 8. 


1]. Να αποδειχτεί ότι τα σηµεία Α(-3,4], Β(3,2), Γί6,1) είναι στην ίδια 
ευθεία και να βρείτε την εξίσωσή της. 
Σε συνέχεια να γράφετε την εξίσωση αυτή µε την µορφή: 


. να ᾳα 
γ αχ.β και -ο 1. 


Λύση: Βρίσκουµε την εξίσωση της ευθείας ΛΒ που είναι πο .. 

1 
πι μας «γΞὰ --- -ἔκ-δ - 6-24 -«-- κν3γ-9 - 0 (1) 
θα πρέπει και το σηµείο Γ(6,1) να βρίσκεται πάνω στην ΛΒ, άρα οι συντε- 
ταγµένες του Θα επαληθεύουν την εξίσωση της, πράγμα που ισχύει. ΄Αρα τα 
Α.Β,Γ εἶναι συνευθειακά. 
Η (1) γράφεται: 3γ - -χιθ --- Υ 5 -ᾱ- κο - ακεβ µε α --- ,β- 3. 
Επίσης η (1) γράφεται αν διαιρέσουµε τα µέλη της µε 9 


στ 1 --ᾱε .Ίμεα-θ,β- Ἅ, 


12. Δίνονται οι εξιάύσεις 1) χ'νγ) -25, 1) χ.-γ -ἴδ Π1) Υ” -4κ. 
Να βρεθούν τα σηµεία τους µε τετµηµένες 0,-4,-8. 

Λύση: Για την () µεχ-θ - υγ - 45 µεχ--δ.γ.ᾖἣἈμεκ-κ-β 
δεν υπάρχουν }Υ. Επομένως τα σηµεία είναι (0,5),(0,-5), (-4,3),(-4,-3) 


16] 


Για την (11) µεκ - 0 ”-- δεν υπάρχουν Υ µεκ - -4”-Υ 3] και μεν 
--8Β- Υ ” 37 και τα σηµεία είναι: (-4,1),(-ᾱ,-1),(-θ,1)(-8,-7). 

Για την (11) µεχ-θ-υ 5 0, µε κ - -ᾱ και χ” -ὂ δεν υπάρχουν }Υ. 
"Άρα το σηµείο είναι µόνο το (0,0). 


13. Να βρεθούν τα σηµεία τοµής των γραμμών µε εξισώσεις: 
χ24Υ2 - 8 και κ-Υ - 0. 
Λύση: θα πρέπει να λύσουμε το σύστημα: 
ον) κ» Υγ να) χ Ξ γ 
2 .... 


χ23Υ7 -8 κά οα{ἱ ἵ) ού κ 32 


"Αρα τα σηµεία τοµής έχουν συντεταγμένες (2.2), (-2.-2). 


14. Δίνεται η εξίσωση χ΄ γ΄ ϱλκη(λ- 11750 (1). Να βρείτε το λΕΕ έτσι 
ώστε η (1) να περνά 
4) απὀ το σηµείο (0.0), 11) από το σηµείο (-1.2). 


Λύση: 1) θα πρέπει το (0,0) να επαληθεύει την (1) δηλ. λ 5 0 
14) θα πρέπει (-1)11-4-λ2(λ-1)1λ 5 ϱ--- 2 «5 ”-λ .3 


15. Δίνεται η εξίσωση (11 -λ-2)κε(λ-2)γ«3λ-1 0 (4). Να προσδιοριστεί ο 
λΕΕ έτσι ώστε: 
{) Η (1) να είναι παράλληλη µε τον Χ᾿Χ. 
14) Η (1) να είναι παράλληλη µε τον Υγ. 


444) Η (1) να περνά απὀ το σηµείο (0.0). 
Λόση: 1) Για να είναι η (1) παράλληλη µε τον χ΄κ πρέπει Υ » σταθ. 
η .0 | (11 (1-2) -0 
Λ -. Λ --λ- -ἶ 
λ-24 0 λ/2 | 


44) Για να είναι η (1) παράλληλη µε τον Υγ πρέπει χ - σταθ. 
λ-2 -0 λ- 2 

λ2-λ-2 60 | λ ὁ -ἲ,ξ 

“Αρα δεν υπάρχει λΕἘ ωστεη (1) {Υγ 


414) Για να περνά από την αρχή των αξόνων πρέπει 


(4λ-1 «0 και λ1-λ-2 0 ἠλ-2 40) -λ-Σ 


{6. Δίνονται οι ευθείες: αχ»(αε1)γ-2α.23 50, (αι 1]κχ-γε1α - 0 
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Να βρεθεί ο α έτσι ώστε να είναι παράλληλες. 
Λύση: Για να είναι παράλληλες πρέπει: 


α , α! , 32-2α -ᾱα 5 α εζας! -3ήδ 
αι Ὅπο ο µεα τι -ο-- | α-. ο 
αν] ] 3α αγ 0.-! -- 2 
κι» -0 
Με α - -ἵ οι εξισώσεις γίνονται : 7-3 -0 | που δεν είναι παράλληλες. 


Όμοια και µε α - 0 δεν είναι παράλληλες. 


ΛΛΥΤΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ 
Ἱ. Να βρεθούν τα σηµεία τοµής της 93 Ξ Ἰ µε τους άξονες. 
Απ.: (0,3) (2,0) 


2. Να βρεθούν τα σηµεία τοµής των γραμμών 

Υ Ξ ἆχε2 κ”: - 41 

λα... ὄν κ δν 6 8 
Χο Υ - 4 ΧΥ Ξ 20 Απ.: 1: (0,2).ί- 5 ο 5 ) 


2: (4534), (44 45) 


1. 


3. Να βρεθούν τα α,βΕΕ έτσι ὦστε η καμπύλη που παριστάνει η εξίσωση 
κ” -2λΧΥΛλγ”-μχε(λεμ)1γεδλε1 -0, 
Να τέμνει τους άξονες στα σηµεία 06,0) και Α(1:0). 
Απ. :(λνμ)(- ὃ 1) 


4. Να βρεθεί η γωνία φ που σχηματίζουν µε τον άξονα χ΄κ οι ευθείες που 
ορίζονται απὀ τα σηµεία 
1) Α(4,8), 8ί-6,-3) και 11) Αί5,-7), Βί5,-2) και 111) Γ(73).Δ(7,-5) 


5. Να βρεθούν οι εξισώσεις των ευθειών στις εξής περιπτώσεις; 
Τ) Περνούν από τα σηµεία (-2,1} και (2,2) 
11) Περνούν απὀ το σηµείο (-3,-2) και είναι παράλληλες µε την Υ -χ. 
111) Περνούν απὀ το σηµείο {-4,0) και από το σηµείο τοµής των ευθειών 
Χ-Υ Ξ 0 και 2κ93γ - 1, 
ν) Περνούν απὀ το σηµείο (1,2) και έχουν συντελεστή διεύθυνσης λ - -3 


ν) Περνά απὀ το σηµείο (0,0) και είναι κάθετος στην ευθεία» - Ί 


6. Να βρεθεί η εξίσωση της ευθείας που διέρχεται απὀ το σηµείο (-1,0) και 
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είναι κάθετη στην ευθεία γ.2 - -ᾱ(κεῖ). 


7. Να βρεθούν οι εξισώσεις των ευθειών που περνούν απὀ τις κορυφές 
Α(2,-1), δί4,-5), Γί-3,4) τριγώνου ΑΒΓ και είναι παράλληλες προς τις 
απέναντι πλευρές. 


Β. Για ποιά τιµή το κεξ οι ευθείες ΚΧΩγ»Τ - 0, Χακγα! - 0, χεγοκ-0 
περνούν απὀ το ίδιο σηµείο. 


9, Να βρεθεί η εξίσωση της ευθείας που περνά από το σηµείο (2,5) και σχη- 
µατίζει µε τον άξονα χ᾿κ γωνία π/ᾶ. 


10. Να βρεθούν τα µ.ν ώστε η ευθεία (2μεν Τλκν(μεν-2)Υ3μεν 2 - 0 νάναι 
παράλληλη στον χ΄χ άξονα και να έχει τεταγµένη επί την αρχή 2. 
Λη. (μιν) . (-5,9) 


44. Δείξετε ότι τα σηµεία Α(β:Υ,α), Βία»γ,β), Γία.β,γ) είναι στην ίδια 
ευθεία. 


12. Δείξετε ότι οι ευθείες χ/ηεγήξ «2, χήδ-3γ - -ᾱ είναι κάθετες. 
4ἲα. Εστω τα σηµεία Α(0,5) και Β(4,1) και η ευθεία κ-4γι -0 (ε). 
Να βρεθούν οι συντεταγμένες σηµείου Γ της (ε) έτσι ώστε τὸ τρίγωνο 
ΓΛ8 να είναι ισοσκελές (ΓΑ - ΓΡ). 


{3. Για ποιά τιµή των λ και µ οι ευθείες Ακ-2γ-Ί - 0 και 6χ-4γ-μ -0. 
{) Τέμνονται, 11) είναι παράλληλες, 111) συμπίπτουν. 


14. Δείξετε ότι τα σηµεία Αί-6,-7), Β(8,7), Γ(-10,6) είναι κορυφές ορθο- 
γωνίου τριγώνου. 


3.15. ΄Ἄρτια συνάρτηση. 


θρισµός. Μια συνάρτηση µε τύπο Υ -Είκ) και (8) - (-α,α) λέγεται ἆρ- 
τια στο Φ{(Ε), τότε και µόνο τότε όταν Υ χ,-χε Φ() είναι Ε(Χ) - {ί-κ) 


Δηλαδή: αντίθετα κ 
µέσα απὀ το (5) αν- χ.- 
τιστοιχούνε στο ίδιο 
ΥΕ (1) 






{(κ) - γ-έ(-κ) 


, λ 
.ν . 


Ἱ. Όταν µια συνάρτηση είναι άρτια το διάγραµµά της έχει άξονα συµµετρί- 
ας τον άξονα γγ’. 


2. Ισχύει το θεώρημα 

η ευθεία χ - αεξ εί- 

ναι άξονας συμμετρίας 

του διαγράµµατος της { 

τότε και µόνο τότε ὁ- 

ταν {(κ) - Ε(2α-κ) κε], 





3. Για να είναι µια συνάρτηση άρτια πρέπει το Φ (Ε] να είναι ένα σύνολο 
της µορφής (-α,α). 


ΛΥΜΕΝΕΣ ο ΛΣΚΗΣΕΙΣ 


-- α-----χ------------ αν 


1. Δείξετε ότι οι παρακάτω συναρτήσεις είναι άρτιες. 


1. Εκ) - [κ]νσυνχ 2. ο(κ) -κ'-Ἰχ2 νά 
3. κ) -4νημί|χν τς) 4. θ(κ) -Π-κ]εΥΠΤοκ] 


Λύση: 1) Είναι {(-κ) - |-κ]ασυνί-κ) - [κ[.συνκ - Εκ], 
2) Είναι οί-κ) -(-κ)'-ᾱ(-κ)2νά -κ'-ὖχ2ν4 -α(χ) 


3) Είναι Π(-κ) «4νημί|-χ]: ΐ ).άνημί κκ Ἡ ) - Λίκ) 


4) Ἔχουμε θί-κ) «ΥΓοκ]κὔ[{-κ] - θ(κ). 


2. Δείξετε ότι οι παρακάτω συναρτήσεις είναι άρτιες. 
Ὦ) εκ) - [κ-2]ε[κε2] ττ) εκ) - χ'συνχ 


11) ε(κ) - Ίος 1.δν ἵν) ε(κ) «3.342 


Λύση: 1) Ἡ συνάρτηση ἔχει Φ({) - Ἡ που είναι συμμετρικό διάστηµα, άρα, 
μπορούμε να μιλάμε για ἁρτια συνάρτηση, ΄Εχουµε τώρα για κάποιο -χεπ{) 
Γίτκ) » Ι-κ-ξ[ε| εξ] - Ι-(κεδ)η-(κ-δ){ ς [χοδίο]κ-2| -« το) 

ρα η { είναι άρτια, 
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11) Είναι Φ{(Ε) -Ἡ που εἶναι συμμετρικό διάστηµα και µε -χε φ({) έχου- 
µε; {(-κ) «(-κ)'"«συνί-κ) -χ',συνχ γιατί συν(-κ) 5 συνα. Επομένως η ϐ 
είναι άρτια. 

' Ί-χ Γ-κ; 2 
4144) Ἡ συνάρτηση έχει Φ({) Ξ{χεΕ: Ῥν » 0 γαλλά Ίσα οο ο Ί-κ »0 


... »0--- -Ίεκ«κ!Τ ον Χεί(-!,Ι) Που είναι συμμετρικό διάστη- 
.. Ἆρα µε -χΕεθ(ϱ) έχουμε: 


{(σχ) - Ίοη ἠσσα) - 1ου 1:ὰς - {(χ) και η { είναι άρτια, 


(ν) Η συνάρτηση έχει Φ(4{) - Ἡ και µε -χεθ({) έχουµε {(-κ) «393392 - 
- {(χ). "Λρα είναι άρτια. 


3. Δείξετε ότι η συνάρτηση Ε: Ἐ "ΕἘ µε τύπο {(κ) - ᾳ” συν3χ, είναι άρτια 


Λύση: Πεδίο. ορισμού της συνάρτησης είναι το Ἡ διάστηµα συμμετρικὀ. 
Είναι {ί-κ] - οί συν(-3χ) - ο” συνΆκ - {{Χ), επομένως η { είναι άρτια. 


4. Εάν µια συνάρτηση Ε: Ἡ « είναι (1-1) τότε δείξετε ότι δεν είναι ἁρ- 
τια. 


Λύση: Επειδή η { είναι αμφιµονοσήµαντη ισχύει ἕ Χινκ2Ε2(Ε) µε κι { 

χο-{(χι) ἑ Είχε) και επομένως αν χεθ({) και -χεΦ(Γ) µεκ{-κ 

θα έπρεπε Είκ) ἑ {(-κ) αν η { ήταν άρτια που είναι άτοπο. 

ρα η { δεν είναι άρτια. 

5 Ἔστω η συνάρτηση {: Ε-Ἡ που είναι άρτια. Δείξετε ότι η συνάρτηση 
δεν είναι (1-1). 


Λύση: Επειδή η { είναι άρτια ισχύει  κ,-κεφί{) µεχ κ - (κ) - 
-{ί-κ). Επομένως η { δεν είναι (1-1). 


3.16. Περιττή συνάρτηση. 


Ορισµός: ια συνάρτηση µε πεδίο ορισμού το 2 (5) » (-α,α) λέγεται περιτ- 
τή στο Φ(4), τότε και µόνο τότε όταν Ν Χ,-κε2ί(Ρ) είναι 

-(κ) - {ί-κ) 
Δηλαδή: Ανω χ µεσα απὀ το 2/4) αντιστοιχίζονται σε αντίθετα 
γεβί{). 
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Σηµείωση: ἐν 

Γ. Το διόγβαµµα µιας περιττής | 

συνάρτησης έχει κέντρο συµµετ- ((α), ο 

ρίας την αρχή των αξόνων. | | 

δ. Ἰσχύει το θεύρηµα, ἑνα σηµείο . πμ 





Μία.) είναι κέντρο συμμετρίας | 
του διαγράµµατος της Ε, τότε και {[-α.-{(α)) 
µόνο τότε όταν ισχύει: Είχ)εε(2α-χκ) -2β, νΝ κεφίεϱ]. 

3. Το Φ(Ε) για µια περιττή συνάρτηση πρέπει να είναι της µορφής ({-α,α) 


ΛΥΗΕΗΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ 


1. Δείξετε ότι οι παρακάτω συναρτήσεις είναι περιττές. 
{. (κ) - ημχεεφχ,σφχ 
2. οκ) - ὕχεχκοχ) 


1 
5. Λα) 
4. (κ) - Γ(κ)α(χ) όπου Εἔ άρτια και α περιττή. 


Λύση: Ί. Είναι ἔί-κ) - ηµ(-χ)τεφί-κ)κσφί-κ - -ημκ-εφχκ-σφχ - -(ημΧνεφχε 
σοκ) - -Είκ). 
2. Είναι αί-χ) - νκ-κε(-κ) ) . ο κοκ « -( κ εχοκ 1) . -α(κ). 


.ὰ Ἡ 
13. Γίναι Πί-κ) - πκνταρλὶ Ξ -ᾱπκξ 5 -(χ) 


4. [ίναι φί-χκ) -α(-κ){(-κ; 5 -ο(κ) (κ) - -ϕίκ). 


2. ᾿Εστω η συνάρτηση {: Ἐ -Ε µε την ιδιότητα Ε(Ε(χ)λνκκ -0Υ κεξε (1) 
Λείξετε ὅτι η ἔ είναι περιττή. 


Λύση: Ἡ σχέση (1) για Ε(κ) Ξ ω γίνεται Είο)οκ -0--- κχ- -{(ω) (2) 
και για χ - ω γίνεται Ε({ίω)]ω-0 - {{-χ)ω «0 -.ω--ε(-κ) (3) 
Από τις σχέσεις ω - Τ(χ) και (3) έχουµε Εκ) - -ε(-κ). 
Δηλαδή η {ἔ είναι περιττή, 

ο” 


3. Εστω η συνάρτηση {: Ἐ--Ε και οι συναρτήσεις: 
(κ) - {( κ) {(-χ) και ο(κ) - ..... 
Δείξετε ότι η φίκ) είναι άρτια και η (κ) είναι περιττή. 


Λύση: Πεδίο ορισμού της φίκ),ο(κ) είναι το ίδιο µε την Εκ) που πρέπει 
να είναι συμμετρικό διάστηµα. 


167 


Ἔχουμε: φί-κ) - ο ντ λνσλ να - φ(χ) οπότε φίχ) - άρτια. 


"0μµοια : ο(-κ) - σα - -α(χ) οπότε ο(χ) Ξ περιττή. 


4. Εάν για µια συνάρτηση ισχύει 2Ε(κ)135(-κ) - Ζημχσυνκ Υ χεΕ (1) 
{) Δείξετε ότι είναι περιττή. 
11) Να βρεθεί ο τύπος της Γ. 


Λύση: ἵ) Αφού η (1) ισχύει Υ κΕΒ θα ισχύει και για χ - -χκΕΕ οπότε ἑ- 
χουμε: 21{(-κ)κ3έ(κ) - 2ηµί-κ]συν(-κ) ο 2{(-κ) δέ) - -ἔημκσυνκ (2) 

-- 21(χ)δέ(-κ) --δε(-κ)-3ε(κ) «-- 5{(-κ)εδ{(κ) 5 ϱ --- (κ) --ί-κ). 
Δηλαδή η Ε περιττή. 

{4) Από τις σχέσεις (1) και (2) απαλοίφουµε το Εί-κ) και έχουµε: 
4((κ)δΗί-κ) - 4ημχσυνα |-- «δέ(κ) ««Ίθημχουνκ αν {{κ) ««ὸν, 
«9Ε(χ)-66έ(-χ) - δηµμχσυνκ 

5, Ἔστωοι συνάρτήσεις µε τύπους 


{) Ε(κ) - ημὂχεσυνχνεφχ, 11) (κ) - μα µε (8) - Ε-[1,-Ί). 


µα γραφούν σαν άθροισµα µιας άρτιας Γα και µιας περιττής Εκ συνάρτή- 
σευν. 


Λύση: Τ) Γνωρίζουμε ότι κάθε συνάρτηση µε τύπο {αίκ) «ολ Εί-α] είναι 


/ πο - 
άρτια και µε τύπο Επίκ) - . εἶναι περιττή. 


Επομένως η άρτια για την (1) είναι; 
.. ημὲκ»συνχ«εφχνηµ(-2κ)ασυνί-κ)νεφί-χ) . 2συνχ 
{αί κ) 2 απ 





Ξ συνχ 

ω ημ2κ,συνκ»εφχ-ημί-2χ)-συνί-κ)-εφί-χ) 2(ημ2χ»εφχ) 
και η περιττή {κ(χ) 2 2 
- ημόχνεφχ. Άρα {(Χ) - [α(χ)ἔ(κ) - συνκ»(ημ2κ»εφχ). 


σον 1-κ 


7 
11) Γιαυτήν έχουµε: [α(κ) 5 κ. Ἶκ «Σα Ξ . και 


. Ί-κ 
(κ(κ) απο ο τι ας άεγι, 


-χ 
΄ 2 ͵ 
και ισχύει {(κ) - Γαία) εκ(κ) ” ας τς αι ” τὲ 
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6. Δείξετε ότι κάθε συνάρτηση {: [α,α] -"Ἑ µπορεί να γραφεί µε ένα και 
µόνο τρόπο, σαν άθροισµα µιας άρτιας και µιας περιττής συνάρτησης. 


Λύση: ᾿Εστω ότι κε[-α,α] είναι Ε(Χχ) - ἔα(κ)ξε(κ) (1) όπου ἔα(κ) - 
Ξ άρτια και Απίχ) - περιττή. 
Επειδή η (1) ισχύει Ν κ ε[-αα] θα ισχύει και για -χε [-α,α] οπότε έχου- 
με: Εί-κ) 5 Ταί κ) Εκ(-κ) -- {(-κ) - Γαί(κ)-Εκ(κ) (2) επειδή {α(χ) άρτια 
και Επίκ) περιττή, 
θεωρούμε το σύστηµα (Σ) των (1) και (2) ὡς προς {α(χ] και ἔτί(χ). 
Γα(κ) εν ξκ(κ) - Εκ) 
ξαί χ)-ξτί χ) - {ί-χ) 


Επειδή είναι: | 1 . -ᾱ ἑ 0 το σύστημα έχει μοναδική λύση. 
Ἆρα οι Τα(κ) και ἔπ(χ) είναι μοναδικές. 


7. "Εστω η συνάρτηση { µε τύπο {(κ) -Ἡναμν, µε μνσυκκ 0 


Δείξετε ότι η Ε είναι περιττή στο [-α,α] Ξ 3 (5) όταν κ - 0. 


Λύση: Για να είναι η Ε περιττή στο [-α,α] πρέπει Υ κ,-χεΕ[-α,α] να ισχύ- 
ει: ἔ(-κ) «-έ(κ]-- κγληµ(ί-χ ΚφλημΧ ο. Κλημχ . . κθλημχ 
μ.νσυ μ.νσυνχ μ.νσυνκ μ.νσυνχ 


Ί 
ον οσουπα (κ-λημχεκελημκ) -ϐ---ὂδκ-θ---κ-θ, 


"ρα η { είναι περιττή στο [-αμα]ςΦ (5) όταν κ - 0 


8. ᾿Εστω η µη σταθερή συνάρτηση Ε τέτοια ώστε {(κ.γ) - Εκ) Ε(Υ) Υ κ,ΥΕΒ 
(1). Δείξετε ότι; ι 
Ὦ το) -, 1) -(κ) - ἓ(-κ) ν κεΕ-(0), 1) Ε(νκ) -νε(κ) Υ νεΝ 


Λύση: 1) Επειδή η (1) ισχύει Υ χ,γΕἘ θα ισχύει και για κ - ν - 0 οπότε 
ε(0) - ε(0).ε(0) -- {(0) -ο, 

11) ἼΌμοια για κ- -Υ παίρνουμε: {(0) - εί κ)»ῇ(-κ)- 0 - Ε(κ)εεί-κ) 
ο (κ) - {ί-κ) (Δηλαδή Ε περιττή]. 

111) Ἐφαρμόζουμε την μέθοδο της επαγωγής µε ν - Ἰ είναι ΕίΧχ) - Ε(χ) και 
ισχύει. Εστω ότι µε ν - κ, κ ορισµένος φυσικός ισχύει {(κκ) -κέ(κ) (2) 
θα δείξουμε ότι µε ν -κ»ῖ ισχύει: Ε(κοΤ)κ) - (κ. 1) (κ) (3) 

Το πρώτο µέλος της (3) γράφεται; 

{(κκοκ) -ὰ- Ε(κκ)ε(κ) -ᾱ- κκ) κε(κ) «(κε!)ε(κ). 

Δηλαδή η (3) ισχύει, επομένως η (111) ισχύει Υ νεΝ. 
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1.17. Περιοδική συνάρτηση. 


Ορισµός: Μια συνάρτηση {: Α”Β λέγεται περιοδική µε περίοδο τον πραγµατι- 
κό αριθµό υ διάφορο του μηδέν και ανεξάρτητο του κ, τότε και µόνο τότε ὁ- 
ταν ισχύει; Είχκο) - Ε(κ) Υ χ,ΧνωςΕΑ. 

0 σταθερός πραγματικός αριθµός ω λέγεται περίοδος της Ε, 





Πρόταση Ἱ. 
Αν η συνάρτηση {ἔ: ΕἘ Ἑ είναι περιοδική µε περίοδο ω τότε και ο αριθµός 
κω µε κεζ-(θ) είναι επίσης περίοδος της {Ε. 


Απόδειξη: Είναι αρέετό να δείξουµε ότι Υ χεΒ και κεζ-ί0) ισχύει 

{(χνω) - Ε(κ) -- Είχνκω) - Είκχ). 

1) Αν κεΥἩ τότε µε επαγωγἠ έχουμε: 

Με κ - Ί εἶναι φανερό γιατί ισχύει Εχω) - Εκ). ᾿Εστω ότι µεκ- ν ισ- 
χύει (κενο) - Εκ) Υ χεΕ (1). Και θα δείξουμε ότι ισχύει και γιακ- 
Ξ ψΊ. Δηλαδή ότι; Ε(χε(νΤ)ω) - Ε(κ) ν κεΒΕ. 

Είναι ὅμως: Είχεί(νεΤ]ω) - Είχενώνω) 5 Εί(χνω) ενω) τς Είχνω) - Γί(Χ) επο- 
µένως Ε(κοκω) Ξ- Ε(Χ) Υ κεΝ. 


11) Εστω κεζ” τότε -κεζ” δηλαδή -κΕΊ και βάση της (1) έχουμε 
ΕίΧχ-κω) - Εκ) Υ χεὨΏκαι -κΕΝ (2) και αν θέσουμε στην (2) όπου κ - Χ.κω 
παίρνουμε: Είκχ-κω-κω) - Είχοκω) Υ κε” ο» Ε(Χ) - Είκχοκω) Υ κεζ-ί0). 


Σηµείωση: Από την παραπάνω πρόταση συμπεραίνουμε ότι µια περιοδική συνά- 
ρτηση είναι δυνατὀ να έχει άπειρες περιόδους. 

Τον μικρότερο θετικό αριθµό ὦ για τον οποίο ισχύει Ε(χνω) - Γ(Χ)Υ χΕΒ 
τον ονομάζουμε Βασική περίοδο ἡ πρώτη περίοδο της Γ. 


ΠΑΡΛΛΕΙΓΜΑΤΑ 


1. Δείξετε ότι οι συναρτήσεις µε τύπους: 
1) Εκ) - ημκ 2] είκ) - συν 34) είκ) -ευχ 4) Εκ) - σφχ 
είναι περιοδικές και να βρεθεί η πρώτη θετική περίοδος τους. 


Λύση: Ί) Για να είναι η Ε(κ) - ημχ περιοδική πρέπει να υπάρχει ωεΕ-({0) 
και ανεξάρτητος του κ έτσι ὡστε Είχνω) - Ε(κ) Υ χ,χωςεθίϱ) (α) 


χω Ξ- ὄκπιχ, κεξῖ (1) 
π (α) --- ημίχνω) - ημχ-. 
χω - (2κεΊ]ω-χ, κεξ (11) 


Η (1) δίνει ω - ὂκπ, κεζ (111) και η (11) δίνει ω - (2κ.1)π-ὅχ, κεζ 
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που δεν είναι δεχτή γιατί εξαρτάται απὀ το κ. 
Η (111) µε κ - Ἰ δίνει την μικρότερη θετική περίοδο ω - 2π. 


2. "Όμοια έχουµε Είχτω) - Ε(κ) --- συν(κ»ο) Ξ συνχ -- χω - 2κπθχ, κεζ 
χω - Όκπιχ, κεζ 
-- ἡ 
Χνω - Έκηπ-χ, κεζ 
Η πρώτη δίνει ὦ - Έκπ, κεζ που µε κ - Ἱ παίρνουμε σαν ελάχιστη θετική 
περίοδο την ω - 2π. Η δεύτερη δίνει ω -Όκπ-ὂκ, κεζ που δεν είναι δεχ- 
τή γιατί εξαρτάται από το κ. 


3. Για να εἶναι η Ε(χ) - εφχκ περιοδική πρέπει  Χ,χνως Φ (ΤΕ) να υπάρχει 
ωςΒΗ- {0} και ανεξάρτητο του κ έτσι ώστε Είχεο) - Είκ) ---- εφ(χνω) - εφχ 
- Χνω -κΠΑΟΧ, κΕζ-Ξ-.ω -κπ, κΕΖ που µε κ - Ἱ παίρνουμε ω - π (ελάχισ- 
τη θετική περίοδος). 


4. ΄0μοια έχουµε σὀ(χω) - σφ(χ) -- χνω - ΜΠΑΧ, λΕεζ----ω - λπ, λεζ που 
µε λ - Ἰ παίρνουμε ω Ξ- π (ελάχιστη θετική περίοδος). 


2. Δείξετε ότι οι συναρτήσεις µε τύπους: 
1. Εκ) - ημ7χ, 2) Είκ) - Ιημχ) είναι περιοδικές και να βρεθεί η µικ- 
ρότερη θετική περίοδός τους. 


Λύση: Ί. Για να είναι περιοδική πρέπει να υπάρχει ωΕΕΒ-(0) και ανεξάρτη- 
τος του κ τέτοιος ώστε: Είχνω) - Εκ) «-- ημ2(χνω) - ημζχ 

--- (ηµί χω) -ημχ) (ηµ(χνω)νημκ) - 0 «--ημ(χτω)-ημχ - 0 ία) ή 

ηµίχνω)»ημχ - 0 (β). 

Οι λύσεις της (α) δίνονται απὀ τους τύπους χω Ξ- 2κπιχ, κεζ ἡ χνω - 

- (2κ»Τ]ω-χ, κεῖ. Η πρύτη εξίσωση δίνει κ - 2κπ, κεζ, ενώ η δεύτερη 
δεν δίνει λύση ανεξάρτητη του κ, 

Η (Β) γράφεται ηµ(χ»ω) Ξ ηµ(-χ) ο χο - ὀκη-κ ἡ χνω - (Οκ Τ)πεκ µε 
κεζ, όπου η πρύτη δεν δίνει δεχτὀ ω γιατί εξαρτήται απὀ το κ ενώ η δεύ- 
τερη δίνει ω - (2κ.1)]π, κεζ. 

"Αρα η { είναι περιοδική µε περίοδο κάθε αριθµό της µορφής ὦ - ἔκπ, 
κεζ-ίοθ) ἡω - (2κ.Ί)π µε κεζ (Υγ) 

Από την (Ἠγ) η πρώτη µε κ - Ί δίνει ὦ - ὂπ και η δεύτερη µε κ - 0 δίνει 
ω -π. 

Επομένως η ελάχιστη θετική περίοδος είναι πω-π. 


2. ᾿΄Όμοια η Ε(κ) - [ημχ] γράφεται [ημίχνω)| -[ημχ/-Ἅ-- ημίκτω) 5 Σημ ” 
- ηµ(3χ), και κάνουμε την παραπάνω εργασία. 
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Βρίσκουµε σαν ελάχιστη θετική περίοδο τηνω -π. 


0, χεῦ. 
3. ᾿Εστω η συνάρτηση µε τύπο {Ε(Χ) σι κο. 


Να εξεταστεί αν είναι περιοδική. 


Λύση: ᾿Εστω ότι η { είναι περιοδική µε περίοδο τον ωςεθ-ί0! και ανεξάρ- 
τητο του Χ. Τότε Είκνω) - Είκ) - 0 (1) αν χΕῆ και 

Ε(κνο) - (κ) -Ἱ (2) αν κσῦ 
Αλλά στην (1) επειδή κεθ πρέπει και χι εΕθ δηλαδή ως Ώ. 
Όμοια στην (2) επειδή χσο πρέπει χνωφ ϱ δηλαδή πρέπει ο ω να είναι ρη- 
τός. ᾿”Αρα οι (1) και (2) ισχύουν Υ ωεθ-ι0). 
Επομένως η { είναι περιοδική µε περίοδο τον οποιοδήποτε ρητό διάφορο ᾱ- 
πό το μηδέν. 


Σηµείωση: Η παραπάνω συνάρτηση δεν έχει αρχική περίοδο, 


4. Δίνεται η συνάρτηση { µε τύπο {(Χ) Ἱ- -ημχεδχ, Δείξετε ότι δεν είναι 
περιοδική. 


Λύση: ᾿Εστω ότι η { είναι περιοδική µε περίοδο ὠεΡ -{0] και ανεξάρτητη 
του χ τότε είναι: Είχεω) - Είκ}) -- -ημίχεω)δ(χεω]) - -ημκεδχ 


--ω-ς { Γημ(κνο) -ημα] (ι) νχεΕα. , 


Η (1) για Χ- Όκπ,κε σζ γίνεται ο - ἐ ημω (2) 


και για Χ- 2Όκπαπ,κεζ γίνεται ο 5 - Ξ ηµω (3) 


Από τις (2) και (3) παίρνουμε µε πρόσθεση 20 -0-«-- ὁ - 0. Επομένως η{ 
δεν είναι περιοδική. 


5. Δίνονται οι συναρτήσεις Ε και ϱ µε τύπους: 
1. Εκ) - ηµπκ 2. ο(κ) - μμ 
Να εξετάσετε αν είναι περιοδικές. 


Λύση: Ί. Αν ω είναι η περίοδος τότε θα έχουμε; 

{(χεο) - ἔ(κ) -- ηµπί(χ»ο) 5 ηµῃΠχ «οΠίχνω) 5 Όκποχ ἡ π(κνο) Ξ (2κ.1)π-κ, 
κεζΖζ η πρώτη δίνει: ω Ξ ὂκ, κεΖζ και µεκ- Ἰ παίρνουμε την βασική περίο- 
δο που είναι ω - 2. 

Από την δεύτερη παίρνουμε ὦ - (2κ.]]-2κ που δεν είναι περίοδος γιατί ε- 
ξαρτάται απὀ το κ. 
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2. Αν Τ η περίοδος θα έχουµε: Ε(κοΤ) - Εκ)” ηµ ἔὶ : η 
κτ, κ ο , οἳ 
υπ"... ἡ . (2κ1]π-π. κε7. 


Η πρώτη δίνει: Τ - 2κπ᾽ και µεκ- τπτ - 2π. 
Η δεύτερη δίνει Τ - (2κ1)π27-2κ που δεν είναι περίοδος γιατί εξαρτάται 
από το κ. 


3.18. Πονότονες συναρτήσεις. 


θρισµός: ΄Εστω η συνάρτηση {: Λ»8Β µε Υ - Είκ). θα λέμε ότι η συνάρτηση 
{ είναι γνήσια αὐξουσα στο Αα Φ({) τότε και µόνο τότε όταν για κάθε 
Χ1,Χ2ΕΑ µε Χι 2 Χ; έπεται {(Χι) ΣΕ(2). 

Συμβολικά: 6 στο Α ««-- Υ Χι,χΕΛ με χι 2Χ2 (κι) 2 Είχ2). 





θρισµός: θα λέμε ὅτι η συνάρτηση { είναι γνήσια φθίνουσα στο Ας Φ( 8) 
τότε και µόνο τότε όταν για κάθε Χι,λ2ΕΛ µε Χι2κ; έπεται Είχι) Εκ) 
συμβολικά: Εἵστο ᾗ ««-- Υ Χι,χκεΕΑ µε χι 2) ο Είκι) «Είὰκ,). 


Ορισµός: θα λέμε ότι η συνάρτηση { είναι απλά αύξουσα στο Ας Φ({) τότε 
και µόνο τότε όταν για κάθε Χι,Χ2ΕΑ µε Χι«Χχ, έπεται {(κι) 311). 
Συμβολικά: {4 στο Α «ω-  Χι,ΧΕΑ µε Χιςκ; -- {(Χχι) 541(χ2). 

Ορισµός: θα λέμε ότι η συνάρτηση Ε είναι απλἀ φθίνουσα στο ΛΞ 3ί{) τό- 
τε και µόνο τότε όταν για κάθε χΧι,χ;ΕΑ µε κι «Χ» έπεται Είχι) αἴίΧ2). 
Συμβολικά: ἔεστο «--  Χι,ΧΤΕΑ με Χι «Χρ ο (κι) ΣΕ(ὰκ/). 


Ορισµός: Αν µια συνάρτηση { είναι στο Απ Φ({) γνήσια αύξουσα ῤ γνήσια 
ὠθίνουσα τότε λέγεται γνήσια μονότονη στο Α. 


Ορισµός: Αν µια συνάρτηση είναι στο ΑΞ Φί{) απλά φθίνουσα ἡ αύξουσα λέ- 
γεται Μονότονη στο Λ. 


ὑι παραπάνω ορισμοί έχουν τις παρακάτω γεωμετρικές σκιαγραφήσεις 
͵ 


γ 





γνήσια αύξουσα αύξουσα 
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Παρατηρήσεις: Ἱ. Αν µία συνάρτηση είναι γνήσια αὗξουσα τότε είναι και απ- 
λά αύξουσα, το αντίστροφο δεν ισχύει και όμοια αν µια συνάρτηση είναι 
γνήσια φθίνουσα τότε είναι και απλά φθίνουσα, το αντίστροφο δεν ισχύει, 
0, κεί(-ω,0) 

Σο εἴρ,κορ) 

είναι αύξουσα προφανός αλλά δεν είναι γνήσια αύξουσα, 


Παράδειγμα: Η συνάρτηση Ἔ µε τύπο {Ε(κ) - 


2. Αν µια συνάρτηση είναι γνήσια μονότονη στο ΑΛ δεν µπορεί να είναι µια 
σταθερά, 


3. Μια συνάρτηση { µπορεί να µην είναι μονότονη στο Φ(4{] ενώ σε κάποιο 
υποσύνολο του Φί{) να είναι μονότονη. Γιαυτό όταν λέμε ότι η Έ είναι µο - 
νότονη πρέπει η απάντηση να συνοδεύεται και µε το διάστηµα που αναφερό- 
μαστε. 


4. Σε µια μονότονη συνάρτηση µπορεί να υπάρχουν δύο τουλάχιστο σηµείαμµε 
διαφορετικές τετµηµένες και ίσες τεταγµένες, 


Σχόλιο: 
Για να μελετήσουμε µια συνάρτηση ἔ ως προς τη μονοτονία της εφαρμόζουμε 
ένα απὀ τους τρόπους: 


Ί. θεωρούμε δύο τυχαία χ µέσα από το Φ (4) έστω τα Χι,κ; µε χι χΧ; και 
βρίσκουμε το πρόσημο της διαφοράς ὃ - Είπι)-είκ,). 
Τότε αν: 20-61 και αν δ20-.{6/ 

Δ«0-. {ἵ και αν δσ0.. {) 
2. θεωρούμε το πηλίκο ὅ  -. µε Χι,κγεφ({Ε) και χι 6κ;. 
Τότε αν: ὅ»0 {4 καιαν δσθ-. 

ὃ «0 {ἶ και αν δ50 --Η! 


3. θεωρούμε το γινόμενο Γ -(χΧι-κο)(ε(κι)-Ε(κ)) µε κικγεφίΕ) και 
Χι { Χ2. 
Τότε αν Γ20..441 καιαν Γε0- {/ 

Γ«0”-.40ἵ καιαν Γ:0-4ι 


4. θευρούµε κι.χ.ΕΦ({) και υποθέτουμε Χι«χ» ἡ χι ΣΧ; και µε εωπρµογή 
της συνθετικής μεθόδου βρίσκουμε ποίά διάταξη πληρούνε τα Είχι) και 
{(κι). 


5. Αν µπορέόουµε να κάνουμε την γραφική παράσταση της { τότε η προβολή 
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αυτής στον άξονα κκ᾿ δένει το 28) της Ε. Οπότε στα διαστήματα εκείνα 
του Φ(Ε) που η γραφική της { είναι γραµµή ανερχόμενη απὀ κάτω αριστερά 
προς τα πάνω δεξιά η Εἔ εἶναι γνήσια αὐξουσα σ᾿ εκείνα που η γραφική της 
{ είναι παράλληλη µε τον άξονα κκ᾿ είναι σταθερή και σ᾿ εκείνα που η γρα- 
Φική παράσταση της Ε εἶναι γραµµή κατερχόµενη απὀ άνω αριστερά προς τα 
κάτω δεξιά, η Ε είναι γνήσια Φθίνουσα. 


ΛΥΜΕΗΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ 


Τ. Αν για µια συνάρτηση ἔ ισχύει ἕ Χιλ εβμµεχκι κ; κ {κι} 5 Εκ) και 
Είχι)} εε(κ;) --- Είκι} - Είκ:} και η { είναι σταθερή. 


Λύση: Ευθύ. ᾿Εστω Εἔ σταθεµή στο Α τότε αν Χι,χ»ΕΑ µε Χι «ΚΧ; ο {(χι) 5 
: Είχ.) - ς οπότε ισχύει [ε(κι) - Είκ/} και Ε(ίχι) :Ε(κ:}} -- ότι η Εεί- 
ναι αύξουσα και Έ ὠθίνουσα στο Α. 


Αντίστροφο. ᾿Εστω ΕΙ και {ν τότε Υ Χι,ΧΕΑ µε Χι «κ; Ε(κι) 5 {ίκ}) 
και (χι) τΕ(κ} οπότε Είκι) Ξ- Είκ}})  Χι,χκΕΛ και η { είναι σταθερά. 


2. "Εστω η συνάρτηση {: ἘἙ -ἘἙ µε τύπο Ε(κ) - αχ.β, α,βΕΕ. 
Να μελετηθεί ως προς τη μονοτονία. 


Λύση: Ίος τρόπος. θεωρούμε την διαφορά ἃ - (χι) -ε(κ) - αχιβ-αχ,β - 
- αίκι-χ;). Τότε Υ Χι,χ)ΕΒ µε χι ΣΧ, το πρόσηµο της διαφοράς ἢ εξαρτά- 
ται µόνο απὀ τον α οπότε: 

1) Αν α»ί -- 20”. {1 στο 

114) Αν α«0 -- Δ«0”-» Εἶ στο ξ 

η η) Ανα- ϱ-ῇ -0-»{ - εοἳἵ στο. 


2ος τρόπος. θεωρούμε το πηλίκο ὅ - Γαλ) {ίκ2) . αχ β-αχοβ. ᾳ 


Χι-χ; Χι-κ, 
1) Αν α.0-.ὅ50- {{ στο εξ 

11) Αν α-0-δς«θ- Εἶ στο αΕ 

η) βΝνα- 0-5ὅ «0. ἔ-ς εἳ στο Β. 


Ἆος τρόπος. θεωρούμε το γινόμενο Γ -(κι-κο)(Ε(κι)-{ίκ,)) - 
Ξ (κι-κ,)(αχιβ-αχ;-β) -αίκι-κο)" µεκι κ. 

"Αρα το πρόσηµο του Γ εξαρτάται µόνο από τον α οπότε: 

Ί) μεα”θ-κ Γ»20 -ο{ στο Ἐ 

Ἰ) µεα-«κο[ςῦ -- ΓΕ σιο Β 

πλ μεα- ο Γ-0 -- {- εἲἴ στο }Βα. 
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4ος τρόπος. θεωρούμε Χι,κ2ΕἩ και έστω χι »κ; ας αχι αχ; --- 

--- αχινβ»αχκρ1β --- Γκι) Σ Ε(κ/} - Εἰ στο Ε. 

Εάν α «0 έχουμε µε Χι2Χ2 -- αχι «αχ; -«-ναχι.β« αχ) --- (κι) «Ε(κ,) 
--- Εἴ στο Β. 

ξάνα- 0. Είχι) - Είκι) -β και η { είναι σταθερή. 


3. Έστω η συνάρτηση {: Ε-Ε µε τύπο Ε(κ) - 2χ)νκε2. 
Μα μελετηθεί ως προς την μονοτονία. 
Λύση: Ίος τρόπος. θεωρούμε την διαφορά Δ - Είχι)]-εί(κ.) - 
. 2χΐνχιν2-δχ]-κι-ὲ -2(κ]-κ})ε(κι-κ,) -δίκι-κε) (κ νκικ,εκ2)(χι-κ») - 
. (κι-κ2) [2χ{γὂχιΣ, εοκ21] - ΜΕ 


Αν επομένως Χι,χ2ΕΒ µε κι κ; 50 6 στοΕ. 


2ος τρόπος. θεωρούμε το πῃλίκο ὅ --Χ1)- 61). 


Χι”- κ; 
- 2χνκιε2-2κ]-κι-2 « 2(κζ-κὸ]αίχι-κ . (κι κο) (21 ν2κι κ, 2χ{ 1) . 
Χι-κ, ΧΙ"; Χι κ; 


.(Χιηκ))εκ{εχκ{κἸ όποι Χι,χ2ΕΒ µε κι ἑκ.. 
Επειδή είναι Υ χι,χ/εξ δ.0.. 6. 


3ος τρόπος. ᾿Εστῳ Χι,χ2ΕΒ µε κι »κ,-. χ) κ) -- κ) -2χ) «-- 
ον ὀχίνκι » 2χΐγκ, --- 2χ)9χι 2» 2χῥ εκδ -«-- (κι) Είκ)) - ΕΙ στο Ε. 


4ος τρόπος. θεωρούμε το γινόμενο Γ - (χι κο) ε(κι)-ε(κ,)) - 
5 (κι -κκ)(2χ {κι ν2-2χ]-κ,-2) - (κκ) [2(κι κο) (κξνκι κ, οκζ)ε(χι-κ,)] - 
5 (κι-κο) [κ νκ ο) ακζεκξ 1] µε κι κ, οπότε {4 στο Β. 


4. Εάν οι συναρτήσεις { και φ είναι µονότονες επί του Α - 2(Ει1)Ω3(8,) 
τότε ισχύουν: 
1) Έτ και φ' -- {αφ 111) Εν και : -- τι 
11) Ετ και φί -- {αφ ἵν]) Εν και φ' -- {ιφῖ 
ν) Ε και φ' -- {εφ (9) 


Λύση: Ἰ) "Εχουμε, µε Χι «κ; το κι) Σ{(κ»} και φίκι] Σφίχ.) Υ χι,κ; 
ΕΛΑ και µε πρόσθεση παίρνουμε Ε{κι)ηφίκι) ΦΕίκι)οφίκ,) Ν χηνκ.ΕΛΑ 
-ο( εφ) (κι) 5 ({νφ) (κ) - Εεφ! στο Α. 


11) χουμε µε Χι κ; - Είχι) 5 Ε(κ:} και φίχι) «φίχ») ν Χ1Χ, ΕΛ και 
µε πρόσθεση παίρνουμε Είκι)αφίκι) «Ε(κι)αφίκ.) Υ χι, ΕΛΑ 
ου ({ φ) (χι) «({οφ)(κ)) Ἡ χινκεΛ «ο {εφ στο Α. 
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144) Έχουμε µε Χι «Χο; επειδή {ντ και Φύ τις συνεπαγωγές Γκι) ὃ Ε(Χ.) και 
φίκι) Σφίχε)  Χι,χ2ΕΑ και µε πρόσθεση παίρνουμε Ε(κι)αφίκι) ε Είκ1). 
οφίχε)  ΧιιΧηΕΑ -- (Εφ) (κι) ο ({φ) (κ)  ΧννκεΕΛ ”» ΓΦὲ στο Λ. 


ν) Έχουμε µε κι «χ; -- Είχι) Σ{(κ2) και φίχι) »φίχ2) ν Χι,Χ2ΕΑ και 
µε πρόσθεση παίρνουμε Είχι)αφίκι) » Είκε)φίκο) Ν Χι,χ2ΕΑ 
(1 φ)(κι) (1 β(κε)ν ν κι κεΕΑ -- Γοφί στο ΛΑ. 


ν) Για την περίπτωση αυτή δεν μπορούμε να δώσουμε απάντηση για το άθροι- 
σµα {εφ γιατί π.χ αν Εκ) -2χΗ5δ µε {4 και φίκ) - -ᾱχ µε φί τότε 

(Εφ) (κ) --χεδ µε Ειφῖ ενώ αν φίκ) --κ µε φῦ τότε ({φ)(Χκ) 5 χε» µε 
{ιφ]. 


5, Αν η Ε είναι μονότονη επί του Ας Φ(Ε) τότε ισχύουν: 
{) {1 επί του Δ--- -ΕΙ επί του Α, ᾖἵ1) {1 επί του Α-- -Εἶ επί του Α 
111} Εν επί του Α--- -' επί του Α, ἵν) Εἴ επί του ΑΙ" -{ επί του Α 


Λύώση: {) χουμε µε κι «ὖν - {ίχκι) 5 Εκ) -- Είκι)ε- (κ) 
-- (-() κι) ο(-ε)(κο)ν ὃ Χι,χκ2ΕΑ. ---, 
"Όμοια εργαζόµαστε και για τις περιπτώσεις (11), (111), (1ν). 


6. Εάν η Ε εἶναι μονότονη συνάρτηση επί του ΑΞ Φ({) και κΕΕ τότε ισ- 
χύουν: 
{) Εάν κΕΒ" τότε η { και κί έχουν την ίδια μονοτονία επί του Α 
14) Εάν κεΒ" τότε η { και κί έχουν αντίθετη μονοτονία επί του Α 


Λύση: ἵ) Εχουμε εάν κι «κ; ἐ ΕίΧχι) 5 Εκ) -- κίίκι) 5 κ[ίκ2) 
--(κ{)ίκι) (κε) (κ)  κι,κεΕεΛΔ.» κ’. 

Όμοια αν κι «κ; ἐδ (κι) «Ε(κ)) - κέίκι) «κέίκε) 

ε, (κΕ)(Χχι) «(κε) (κε)  κι,κ) ΕΛ κ. 

"Όμοια απὀδειξη και όταν η Εἔ είναι { αντίστοιχα Χ. 


14) Ἔχουμε αν χι«χ, ἐξ (κι) ςΕίκ) ἓ κέίχι) Σκέίκ.) 
--- (κε) (κι) (κ) (κ)  κι,κρΕεΑ-. κ[ὸ. 

Ὅμοια αν δι «κ, 6 (κι) «Ε(κ) 3 κείχι) »κεί(κ2) 

-- (κε) (κι) » (κε)(κ,) Υ χι χκΕΛΔ - κεῖ. 

΄"ὔμοια απόδειξη και όταν η { εἶναι { αντίστοιχα ἵ. 


Σηµείωση: µε κ - Ὁ τότε η κ είναι µια σταθερή συνάρτηση επί του Α. 
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7. εάν { είναι µια μονότονη συνάρτηση επί του ΑΞ Φ({) και είναι Εκ) / 
0 ν κΕΛ τότε ισχύει: 
Οι συναρτήσεις { και Ί/Ε έχουν αντίθετη μονοτονία στο Λ. 


Δηλ. αν ΓΕ’: αντίστοιχα { --- ' α αντίστοιχα ’ 


και αν {{ αντίστοιχα Ἑσππ 11 αντίστοιχα ! 
Λύση: Για την απόδειξη διακρίνουμε δύο περιπτώσεις για την {αν η Ε(Χ) 0 
Υ χεΑ και ΕίχΧ)«0 Υκχελ. 


, . ο μα 
{) "Έστω Ε(κ) 20 Υ χΕΛ τότε µε Χι «χ; - Είχι)ς Εκ) Ὁ κ) 5 τρ) 


--{ (αι) ε η (κ) Υ Χνιχλελ- : κ, 
4 
ὁ Ἰ 1 .. 
Αντίστροφα. Αν κι «κε Ἐν -Ε(ὰι) Στ (Χ2) -- Σπα” 
(κι) 5 (1). {4. 


'"ὔμοια γίνεται και η απόδειξη και για την περίπτωση που η ἔ είναι  ἡ 
γνήσια φθίνουσα. 


44) "Εστω {(χ) «0 Υ χΕΑ τότε µε κι «χκ» ἓδ (κι) 5 Είχ) -- 





ο {κι} ἓ- (κι) «ο ππ κο ση] (επειδή -Είκι),-Ε(κ2) 50) 
--τ (αι) ὲ ; (κ1) ὃ Χι Σελ” ε 6 στο Λ. 
4 
ὁ 
Αντίστροφο: εάν Χι -Χ; .ς 1 (κι)ὲ α (κ2) .φ κ 5 ση 
-- παῃ ς ρπι -- -Ε(χι) 5 -ἔίχκ) -νέ(χι) ΣΕίκε) «» Ε: στο Α. 








Σηµείωση: ἩΗ παραπάνω πρόταση ισχύει µόνο τότε που είναι Εκ) 20 Υ χΕΛ 
ἡ Ε(χ)«0 ΥχΕΑ και δεν εξασφαλίζεται µόνο απὀ το µονότονο της ΕΓ. 


8. Εάν ἕ µια μονότονη συνάρτηση επί του Α: ῶ (5) τότε ισχύει: 
Οι συναρτήσεις { και {5κ, κΕΕ έχουν την ἴδια μονοτονία. 


Λύση: Εστω {Γ{ χι κ; -- Είκι) ο Εκ) -- Είκι) κε (κ) κφ [ακ”. 
΄θµοια και για τις άλλες περιπτύσεις. 


φ Εάν η ἔ είναι µια μονότονη συνάρτηση επί του Ας: 2(Ε) και {(κ) 20 
Υ χελ τότε ισχύει: 
θι συναρτήσεις { και {7 ή {και Ἔ έχουν την ἴδια μονοτονία. 


Λύση: θέτουµε φίκ) - {7(χ) και κατασκευάζουµε το λόγο 
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ὃν ην κο αλα}. ΠΣι)ΣΕ(Χ2) (Εικν)ε(κν)) 
1”; Χι-χκ; Χι-Χ; 


παλ Είκ.) 


Αν τύρα 4: τότε Σ0 Ἡ ΧινχλεΑΛ µε χι κ, και Ε(χι)εΕ(κ)) 0 


Επειδή ΕίΧχι), Είκ)) » ν ' αν οπότε είναι ὃὅ θ..φ: -- {2 


"Όμοια και όταν Ε4 ἡ ἡ Χ. 
Για το δεύτερο θέτουµε: φίκ) - «ξίκ] και κατασκευάζουµε τον λόγο 


ὃ - Φίαι)-φία:) , Τσ] - Τσο) 


α 
Χι-κ; ΧΙ- κ} (κ1-χ; 


Γκι) ία) 
ΧΙ κ; κι] κ.) 


Ν Γ(κι) (κ) ) ] 
ξαι αν ΓΕ: τότε σαν ο ϱ Ἡ Χι,χεΕΛμεχι 6, και πε πας) Ὁ 


γιατί Γ(Χχι), (κ) 20 Υ κι, χ)ΕΛ. Οπότε δ 20 -«ϕφ! -ο Τι στο Λ. 
΄Ὅμοια απόδειξη και στις περιπτύσεις {1 ἡ ν ἡ Ἱ, 


10. Εάν Τ και α είναι δύο συναρτήσεις µονότονες επί του Ας Φ( 48) η 2/9) 
τότε µε {Ε(κ) 50 και οα(χ» 0 νχεΕΛ 
Ισχύουν: α) Γ1 και ϱ! --{ᾳ4: 
Β) Εν και ᾳ: -- ἔφη 
γ) ΓΕ και ϱ”-- {64 
ὅ) Εν και οἳ -- [αἱ 
Γ(κ1) 5 {κο} 


Λύση: Ίος τρόπος. α) Αν κι «χρ-- ο 5ο(κο) 


ο (Γη) (κι) 5 (η) (κ)  Χι,κΕΑ - {4Η στο Λ. 

(Ἠπορούμε να πολλαπλασιάσουµε ανισότητες κατά µέλη όταν δύο διαγύνια µέ- 
λη είναι θετικά, και η ανισότητα που προκύπτει έχει την ἴδια φορά µε τις 
αρχικές). 


ο Ε(κι)οα(κ) 5 Ε(Χν)ο(κε) 


2ος τρόπος: θέτουµε: φί(κ) - Είκ)α(χ) και πτιάχνουµε το πηλίκο 


δα φίκι)-οίχ 1). Γ(χλ)α(σι) (κο) (κ) 


ΧΙ-κ} Χι-Χρ 
{(κι)αίκ ι)Γ(κα)θ( κε) (αι)ηία 1) Ε(κι)α(κ,),. (κι) -ϕ(κ2) 
Χι-κ2 . 5 κε) ΧΙ-Χ2 --- 
μακαρι τν (κι δινφίκ»]δε (1) όπου δι « 1Σ)ΞΦία) 


δ, -Μ(κν)-ε(κε) 
Χι-χΧ; 


Επειδή είναι Γ και 4! «δι 20 και ὅ, ε0θ και επειδή ακόµη {(χι) »0 και 
πχ) 520 Υ Χι,χ, ΕΛ έχουμε απὀ την (1) ότι δὲεθ «οφ! -»{ᾳ! στο Α. 


179 


β) Ίος τρόπος: Αν κ; «χ; «ο ε.α «ο (κι ο(κι) 5 Ε(κε)ο( κ.) 
αι κι) ε0ίΧ2 


(η) (κι) ε (4) (κ) ” κιν ΕΛ- {η στο Α. 
2ος τρόπος. Από την παραπάνω σχέση ὃ - Είκι)δι»ο(κ,)δ; επειδή δι:0, 
δ,50 και {ίχι) 50 και ο(κ)) 50 Υ κινχκεΕΑ εἶναι ὅσθμο σι -- {0 
στο Α. 
γ) Ίος τρόπος. Αν χι «κ; «ο |) ΠΧ) ο ε(Χχι)σίκι) «Ε(κε)α(κ») 

η(χι) 5η(κ2) 

-({ᾳ) (κι) (64) (κε) Ν ΧινχΕΑ”Γᾳί στο Λ. 
2ος τόπος. ᾽΄Όμοια από την σχέση ὃ - Είχι)διοί(χκ,)δ; επειδή (κι) (κ) 
»0 Υ χΧι,Χκ; ΕΑ και δι 20, ὅ; 0 έχουµε ὅ "0-.φ --ΐα . 


δ) Εάν εργαστούμε όπως µε τους παραπάνω τρόπους βρίσκουμε ότι η {αἵ.. 
τ1, Έστω η συνάρτηση {: Ἡ »Τ µε τύπο Εκ) -χΧ᾿κχελ, κ,λΕΕΡ και κ”. 
1) Να μελετηθεί ως προς τη μονοτονία η Γ στο Ε. 
14) Πα δειχθεί ότι η εξίσωση {Είκ) - 0 έχει µια µόνο πραγματική ρίζα 
ια 


Λύση: Ίος τρόπος. θεωρούμε την διαφορά Δ - Είκι)-Είκκ) 5 κίσκκιελ-κᾖ- 
-ΚΧ2-λ 5 (Χι-κο)(κξεκικοοκξκκ(χι-κ)) 5 (κι-κο) (κ τνκικρακ2ακ), 

"ἔστω Χι,χ)ΕἩΒ µε χι ΣΧ; οπότε είναι ΑΛ» 0 γιατί κζακχικραχέοκ - 

.3 [(κινκο) εκ{κκξ 2κ] 50 Υ Χι,κ)ΕΕ µε χι ὁ κχ; επομένως η {είναι γνή- 


σια αύξουσα στο Ε. 


- ο. ” 
ἕος τρόπος. θεωρούμε το πηλίκο ὅ - σα. . αλ κκλολ . κχ2-λ. 
πι 1. κ; 
- (Χ]- κο) (κ{αχικονκ{)εκίκι-κ2}) 


Χι-Χχ7 
Ψ Χι,Χ2ΕΧΝ µε Χι 6 Χ;). Επομένως είναι ὅὃ «0 -Ε | στο Κ. 


α Χ{ΕΧΙΧρΧόςκ "7 [εκ ν κκ) εκ εκ{ κοκ] 0 


14) Επειδή η εξίσωση {(χ)-0 µε συντελεστές τουχεἩ είναι περιττού βαθμού 
έχει µια τουλάχιστο πραγματική ρίζα.Δεν µπορεί όμως να έχει δύο γιατί τό- 
τε αν Χι,κ; ρίζες της µε χι κ; 6θα είναι ΕίΧχι) - εκ} - 0 οπότε ο λό- 


γος ὃ - σπορ Ξ 0 και η { θα ήταν σταθερή στο Ἡ που είναι άτοπο, 


γιατί η { είναι ὰ στο Ε. 

Σηµείωση: Αν µια συνάρτηση είναι συνεχής και γνήσια µονότονη στο τότε 
η γραφική της παράσταση συναντά τον άξονα κκ᾿ σε ένα µόνο σηµείο που εἶ- 
ναι οι πραγματικές ρίζες της εξίσωσης {ίκ) 0. 
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3.16. Ἠια συνέπεια της µονοτονίας. 
θεώρηµα: Κάθε γνήσια μονότονη συνάρτηση είναι (1-1). 
Απόδειξη: Γιαναηξ(1-Τ} πρέπει χι κος) µε κι κι (χι) Η(κ2) 


Αν επομένως η Ἔ είναι γνήσια αὗξουσα τότε µε Χι2Χ2 «ο {(χι) 2 Ε(Χ1) 
δηλαδή µε κι 22 -. έ(κι) ὁ Είκ1). 

Αν δε η Ε εἰναι γνήσια φθίνουσα τότε µε χι» (κι) «Ε(κ1) δηλ. µε 
Χι ὁ Χ2 αφ {(Χι) ἑ {(κ2). 

"Άρα η ἕ σε κάθε περίπτωση είναι (1-1). 


3.20. Γραφική παράσταση µιας συνάρτησης. 


Ας θεωρήσουμε την συνάρτηση {: Λ--Β µε τύπο Υ - Είκ) της οποίας το γρά- 
φηµα είναι: Αρ 5 (κ, είκ)): ΧχΕΑ]ΙςΑΧΒ, 

Τα στοιχεία του 6 είναι ζευγάρια πραγματικών αριθμών και είναι δυνατόν 
να παρασταθούν σε ορθογώνιο σύστημα αξόνων χουν, 

Το σύνολο των σηµείων του Ώᾳ µας δίνει τη γραφική παράσταση της { ἡ το 
διάγραµµα της Ε. 


Σηµείωση: 

1) Η προβολή του διαγράµµατος 
της {ἕ πάνω στον άξονα }γΥ᾽ δί- 
νει το σύνολο τιμών ο (Ε) της 
{ και η προβολή του διαγράµµα- 
τος της { πάνω στον αχ’ δίνει 
το πεδίο ορισμού Φ({) της {. 
11} Κάθε ευθεία (ει) παράλληλη προς τον άξονα ΥΥ᾽ τέμνει το διάγραµµα της 
Ε το πολύ σε ένα σηµείο. 

Ενώ κάθε ευθεία (ε } παράλληλη προς τον κχκ᾿ τέμνει το διάγραµµα της { 
τουλάχιστο σε ένα σηµείο. 

{11} Για να βρούμε τα σηµεία τοµής του διαγράµµατος της { µε τον άξονα 
κχ᾿ αν υπάρχουν µηδενίζουµε το Υ της εξίσωσης Υ - Είχ). 

ἑνώ για να βρούμε που το διάγραµµα τέμνει τον ΥΥ᾽ θέτουµε στον τύπο της 

{ όπου κ - 0. 

Εάν το διάγραµµα της Ε τέμνει τον άξονα κκ᾽ τότε οι τετµηµένες των σηµεί- 
ὧν τοµής Θα είναι ο. πραγµατικέέ ρίζες της εξίσωσης {(κ) -0 





] 


3.21. Σύνολο τιμών µιας συνῴρτησης. 

Η εύρεση του συνόλου τιμών “Ἅ (Ε) µιας συνάρτησης {: ΑΒ µε τύπο 

ν - Ε(κ) παρουσιάζει πολλές δυσκολίες και δεν είναι πάντα δυνατή. 

Ηασικά εξαρτάται κάθε φορά απὀ τον τύπο της Ε. 

Σχόλιο. 
Επειδή (6) - ΥεΕ: 3ΧΕΕ: Υ - {Είχκ)) λύνουµμε τον τύπο της { ως προς 
κ αν είναι δυνατό και βρίσκουμε για ποιά ΥΕΕ έχει νόημα η παράσταση 
που θα προκύψει, 
Ακόμη αν έχουµε βρεί το 2(Ε) τότε επειδή το κεί {) βρίσκουμε τις αν- 
τίστοιχες τιµές του ΥΕΕ κάνοντας κατάλληλες πράξεις, 
Επίσης αν έχουµε κάνει την παραστατική γραµµή (γράφημα) της { τότε η 
προβολή της γραµµής στον άξονς ΥΥ᾽ µας δίνει το ὤ(Γ) και αντίστοιχα, 
η προβολή της παραστατικής 
γραµµής στον κχ᾿ µας δίνει 
το «δί6) όπως φαίνεται στο 
σχήμα. 
Ἔνας ακόµη τρόπος µε τον 
οποίο βρίσκουμε το π( {) 
είναι απὀ τον πίνακα µε- 
ταβολών µιας συνάρτησης 
αλλά µε την προπόθεση ότι η Ε είναι συνεχής στο 2(). 





ΛΥΜΕΝΑ ΘΕΜΑΤΑ 


1. Να βρεθεί το σύνολο τιμών µιας συνάρτησης {: [-τ,Ἱ] ” Ἐ µε τύπο 
Υ " 2χε5 (1). 


Λύση: Επειδή το Φ({) - {[-τ,[] --- -Ίεκ5 1 λύνουµε την (1) ως προς κ και 
-5 -5 λω, 
έχουµε κ "τι οπότε πρέπει ἐτε Φ (8)]«-- -ἶ ο Σπ” 5 Ἱ 


--- -25γ-δςὔ --25Υ57 --- (5) - [3,7]. Επομένως σύνολο τιμών της 
ϱ είναι το () - [3,7]. 


Φ. Να βρεθεί το σύνολο ορισμού και τιµών της συνάρτησης µε τύπο 


(κ) τοτ τ 
Λύση: Επειδή η συνάρτηση είναι κλασματική έχε πεδίο ορισμού 2/5) ” 
-Ἐ-ίχεα: χε! «0).» (5) -Ε γιατί ΙΧ]! 0 Υ κεβΡ. 
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Για να βρούμε το σύνολο τιμών γρήσουµε την Ε χωρίς απόλυτα, για το λόγο 
αυτό βρίσκουμε την ρίζα του απόλυτου που είναι χ - Ό την θέτουµε στον ᾱ- 
ξονα των πραγματικών αριθμών -ορ 0 γορ 

και Ὀιπκρίνουμε δύο περιπτύσεις. μυ... 


1) Αν χε. ν - Εκ) - τος 


11) Αν κ«ῦ0 -» Υ - Είὰ) ασ. 


κο. αν χκ:0 
Και η Έ γράφεται: {(κ) - 


χ 
ος « 
νο αν χε 


Αν τώρα µια συνάρτηση έχει πολλαπλό τύπο ἡ µπορεί να γραφτεί µε πολλαπ- 
λό εὐπο τότε για να μρούμε το σύνολο τιμών της εργαζόµαστε ως εξής: 
θεωρούμε κάθε κλάδο ξεχωριστά και τον λύνουμε ὡς Ἴρος Χ, σε συνέχεια α- 
παιτούµε το χ να πληροί τον δοσμένο περιορισμό τον αντίστοιχο στον κλά- 
ῦο αυτό. . 

"Αρα και η παράσταση ὡς προς Υ και ίση µε το χ θα πληροί τον περιορισμό 
αυτό απ΄ όπου µετά από πράξεις βρίσκουμε σε ποιό διάστηµα βρίσκεται ο Υ. 
Τα διαστήματα του Υ, που βρίσκουμε σε κάθε περίπτωση τα ενώνουµε και η 
ἔνωση των διαστημάτων είναι το ὧί1). 


᾿Εστω λοιπόν ν . τος -- ν ΧΥ χο χ(Τ-ν) Ξυ-κχ .ἡ-. γ ὁ Ἱ και 


.χ 
επειδή κστ0- εὐ,γ Ἰ «ο Υ(1-γ) ες ἵ -ὔ5γςσ], Υ 
Ύ 


ο ὐενκι σι) - [υ,1) 


Όμοια αν . τς -- Υ-ΧΥ «κ» κα) -υ-.οκ τι .Υ ὁ -ἲ και επει- 


γ 
δή κ«0 τι ϐ,ν -ί κ (19) «0, Υ-ί--ι«γ«θ 


(8) - (-1/0). 
"Αρα το σύνολο τιμών της { είναι (8) - σε) υ πε) -(-1,θ) υ[0,1)” 
Ξ(-τ,]). 


3, Ἔστω η συνάρτηση µε τύπο {(κ) ται 
Να βρεθούν τα Φ(Ε) και ο({). 


Λύση: Επειῦὴή η συνάρτηση είναι ρητή είναι ὁ (5) - Ε-ίχεξ: χ-ε-0)- 
-:Ε-(2) -(-α.,2) 0 (2,900). 
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Για το σύνολο τιμών λύνουμε ὡς προς Υ την εξίσωση Υ - τη -- χν-2υγ - 
-ε- 
. χ-] «ο χίγ-!) «2Υ-ἲ «ο χ «.., νκ 1, 
Επειδή η νέα ισότητα ε.ναι ρητής µορρής ο Υ µπορεί να πάρει κάθε πραγµα- 


τική τιµή εκτός της Υ -Ί. ΄Λρα δ({) " Ε-ίΥΕΡ: γ-! - 0) 
--α(ϱ) -Ἐ-ί(Τ). 
Ακόμη πρέπει κ έζ-- Ξγ-] / δ-. 2ν-ἲ  2/-2--- -ἲ 6 -ᾱ που ισχύει 


ν-ἲ 


Ν ΥΕ. Επομένως σύνολο τιµώντης { είναι (6) 5 Ε-(1). 


4. Να βρεθεί το σύνολο τιµών της συνάρτησης {: (3. ν} "Ἐ µε τύπο 
(κ) - κ-ήκ;-δχιὸ. 


Λύση: Αν ο τύπος της { λυθεί ως προς κα έχουμε: ν - χ-/ζκ-αος 
«-- Ιχ-3ἱ -κ-γ και επειδή χκς3”. χ-ἲ -κ-ν- ν - 2. 
"Αρα (5) - (3). 


5 "Εστω η συνάρτηση {: Ἐ Ἑ µε τύπο {(κ) ” αχ24ΒΧ4Υ µε α,β.,ΥΕΕ, αέ 0 
ἵα βρεθεί το σύνολο τιµών «Ἀ (ΕΓ) αυτής. 


Λύση: Επειδή η { είναι πολυωνυμική είναι Φί{) -Ἑ. 
Για να βρούμε το «π{({) λύνουμε ὡς προς χ τον τύπο της { και έχουµε: 
γ - αχ2«βχΗγ, ΧχΕΚ--» αχ” βχ/ΥΥ 50, χεβ-»Δε0---[ -Μα(γ-ν) 20 
-- 4αγ ε1αγ-Ρ΄. 


{) Λνα»0-Υ 1σγ-β: οπότε ο (5) - [βαγ-β΄ μ) 
{1) Λνα«θ..ν ο... οπότε 6 ε(2) - (-α, Δαγ-β΄] 


Γπομένως η συνάρτηση (Φευτεροβάθµιο τριώύνυμο) έχει σύνολο τιµών το 
Ἀ ϱ) - [53γ-β΄ μ.ο) αν α»-0 και το πε) - (-α, 1αγ-β’] αν αέῦ. 


6. Μα βρεθεί το σύνολο τιµών της συνάρτησης µε τύπο ν -:ῑ. 


Λύση: 1 συνάρτηση είναι ρητή άρα 34) - Ε-ίχεῆ: χζ«χκ.ῖ - 0), αλλά 
χ2φχοΊ 0 Υ χεΕ επομένως 26) - Ἡ. Για το σύνολο τιμών έχουµε: 


292χ- 
 - αντ «-- ΧΖΥΑΧΥ2Υ κ; νέκ-] --(ν- 1) κ) -2)κγ1 5 0 µε 


κε (1) -- 4-0 «»(1-2)-δ(ν- 1) 1)1ο- γ) --νν-θν 4 Σ0 
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--- -3Υύ”-άγιόσ0-- 1/1 94γ-δεὐ --- αι ν.δ 
Η (1) όμως για ν - Τ γίνείαι -κεδ - 0 --- κχ- 2 επομένως υπάρχει κχΕΒ 
για το οποίο Ί Ε παίρνει την τιµή Ί άρα το ΤΕῶ (4) και επειδἠ 


ας "δει ε.α έχουμε: δε (5) - ωττ , «2 ] 


2 
7. Να βρεθεί το σύνολο τιμών της συνάρτησης µε τύπο: {(χ) στα] 
Λύση: Η συνάρτηση είναι ρητή άρα το 36) -Ε-ίχεβ:χ2οκ-12 - ϱ) « 
ΞἩ-{31,.-4], 
Η { γράφεται: "μαι -«νᾷ µε (4) -Κ-(3,-4). 
θα βρούμε τύρα το σύνολο τιμών της συνάρτησης γ τς -- Χγνόγ «χκιλ-- 


-κυ- 2-4 οκ ον 1 η. 


Επομένως για να υπάρχει χεΕ-(3,-4} που να επαληθεύει την (1) πρέπει και 
αρκεί Υ-Ί 0 και τοκ ϱ 3 και κε -ᾱ, 


ἠηλαδή κ σον / 3, ον ἐ -ᾱ, 


1-4 3-4 | «ι ἃ 
ὑπότε ὅ(ϱ) " ΥΕΔ: 1, στο ὁ 3, στ ὁ -ᾱ -- σίς -κ-ί1,-7-] 


Επίσης θα μπορούσαμε απὀ τη» (1) µε κ - 3 να βρούμε τα γ και αν ήταν 
στοιχεία του ὅ(Ε) -Ἐ-{Τ] να τα εξαιρούσαμε απόωτὀ., 


λλλάμεκ - 3-3 ο, --3-3 «1-47 -6 -γ---ε ση) 


Οπότε «Ά(8) - μ-(1,-τ- 1. 


Β. Να βρεθεί το σύνολο τιµών της συνάρτησης µε τύπο Υ - Εκ) - 
- ήκεδήκ-Τ-/κ-2ήκ-τ, αφού πρώτα γραφεί µε απλούστερη µορφή. 


Λύση: Πρέπει: κ-Ιε0 και κ-δή/χ-Τε0 -- χεΙ λχεδή--- 

Εκ. Ακ) σ4(κ-1) -- κε! Λ(κ-2) 110 -- κε! -- 24) -[1,νου) 
Γνωρίζουμε ότι ένα ριζικό (ὔιπλό) της µορφής /ΆΞ)Ὦ µπορεί να πάρει τη 
µορφή νχΑήν τότε και µόνο τότε όταν ΛΣ0 και Λ2-µ -Γ2 οπότε: 


Για αυτό το πρόΆλημα είναι Λ - χΣ0 και Α2-0 - κ2-ά(κ-1) -(κ-δ)2 «Γὲ 
µεΓτςκ-δ, 


ρα η { γράφεται: ε(κ) Υ35ΞΙ «ΥΣ ο ΕΕΤΤ. 


-ο (κ) - πες! 
και επειδή υπάρχουν απόλυτα µε ρίζα την κ - 2 έχουμε: 
{) χὲεὸ - (κ) -2 
11) Ίσκς2 - (κ) - 2ή/χ-ῖ 
και η ἔ εχει τον πολλαπλό τύπο; 


2/χ-ἶ αν Ίσκς2 


Με την µορφή (1) έχουμε: 

α) Υχκεῆβ. χκοεξδουγ-2 νΣ0 γε 

Β) Υ κεἩΕ: Ίσκς2 έχουμε Υ «2:15 {ᾳ, 4 (κ. ως 
4 νν2 

.5ς 2 4 ςδΑΥ: «8 θσγζςά 
αν - 3 ἃ -- ' 


γε 


οπότε πρέπει 





γεῦ γεθ 


ου ὔσνς2 


(Υ-2)(712) «0 ἁ «γ«2 
ο - 
γεθ γεθ 
᾿Αραόίϱ) - [0,2)ὐ (21 - [0,2]. 


9. Ία βρεθεί το πεδίο ορισμού και το σύνολο τιμών των συναρτήσεων µε τύ- 
πους: Ἱ. Εκ) «νκζκἈχνά 


2. Εκ) Στοήττ 
3. Εκ) - [2χκ- τν κ-2] 


Λύση: Ί) Πεδίο οπισμού θα είναι τα χΕΒ: χ;«Ἀχιί κο και επειδή 

Δ- 9-Ιδ«0 έχουε 258) -Ἡ. 

Για το σύνολο τιµών «ί{) έχουμε: «(ε) -(γΕεΠ:3χΕΒ µε γ -/κλνἌχνᾶδ) 
-Υ -χσνἼχιά --- νΣ0Λγὸ «χ2ολχωή -- νΣ0Λκχ2λχιί-γ-0--- 
-- ΥΣ0ΛΛΣΟ0--- γε0Λ9-4(4-ν2])ε0--- νε ΛΑ 9-Ι0άν2α0--- 
--γε0Λλόγ1-ε0--- νε0Λλ(2γ-/Τ(2γν/Τ)10-- 


--ΥεθΛ γα ν νς-ᾖ- ο ο) - μ "οο). 


2. Για το πεδίο ορισμού (46) έχουμε ότι πρέπει Ἱκκσο ϱ. κε-ῖ- 
-- 28) -{[-Τ,σ). Για το σύνολο τιμών οπ{8) έχουμε: 


«ο(Ἡ) - ίΥΕΕ: 3ΧΕΡ με υ «τεστ. Αλλά τησ 
ου πο σπτη “ον. 1 -Ί-κ γ - /Τεκ-Ί μεχεοῦο 
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μεχ-θ-ον - 0 εί) (1). 

Αρκεί τώνα να Ἀρούμε και τα νΕΒ μεν - Τοκ-] και για τα οποία είναι 

κ--Ί. Ἔχουμε: Υ -Τοκ-! «-- γ! κ ---- (γη! «ΟΥ 1)  - Ίεκ)» 
--- (ΥΣ -Ί, Υ112γ «να γὲ-ῖ, Υ «2 ο  -ἲ,(Υε1)  ε01-- 
«(υγ --ἵ, νε) --ν --ἵ (2) | 

Από τις (1) και (2) έχουµε ότι «Ά5) -{[-τν) 


3, Ρίζες των απολύτων είναι κ ---. κ Ξ 2, οπότε ο άξονας Ἐ χωρίζεται 


-ορ σ- 2 400 διακρίνουμε τις περιπτόσεις: 








α) κκτ -”-υ- -Όχε] κκ -- υ- -ὖκ.3 


β) τεκς2 -”-ν τς 2χ-Ί-χκεπ - χ.] 


γ) κεὸ - ν - ἐχ-Ίηκ-Σ -Ὁν 5 2-3 
"Αρα η συνάρτηση έχει πολλαπλό τύπο; 
-Άχινλ, κς 1/2 
ε(κ) ς--- κ , Ί/2«κςτ 
ἆχ-ᾗ, κζεέὲ 


Επομένως είναι Φ(4) -(-ω,-γ] υ(-,Ώ (2,090) «Ε. 
Για το ἑἈίΕ}) έχουμε: από τον τύπο Υ - χι  Ὁ κ” - και επειδἠ 


χςΤ/2-- - .- --- 6-25 39-ν 2γ 13. Υ 2 (1) 


Από τον τύπο ν Ξ χα! --- χ- γ-! και επειδή 1/12«κσδ- Σ«γ-Ί 52 
--Ίν εν 3 --- ὃς (2) 
και απὀ τον τύπο ν - ὅχ-ὶ -- κ . ἀπ. και επειδή κ». Υ1.2--- 


ο» 3 (3). Από τις (1) (2) (3) έχουμε: δεί6) «[-2-,). 
Σηµείωση: Ἡ γραφική παράσταση 
τῆς { είναι η τεθλασμένη γραµ- 
µή ΔΑΒΓ που αν την προβάλλουμε 
στον άξονα νΥ΄᾿ βοίσκουµε το 
«{Ε) του είναι ο) - 00 } 


Αν ὅε την ΛΑΒΓ προβάλλουμε στον 
χχ΄’ βρίσκουμε το 2({) που είναι 
Φ Ε) - ἩὮ. 
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10. Μα βρεθούν οι πραγματικές τ' ὃς του κ έτσι ώστε η συνάρτηση ἕ µε τύ- 


2 
πο Ε(κ) - ατα να ἔχει σύνολο τιμών το διάστηµα [--ᾱ- 2). 


Λύση: Η {5 έχει 28) - Ἐ και για το «Ά(8} έχουμε: 


2 
88) «ΙΕΒ:ΑχΕἨμεΥ τω) 5 ίΨΕΒ: (Υ- κ΄ -κ-κ"ὂν » 9) 


- (γεΗ: Δ:0) - ίΥεα: 1-4(ν-Τ)(2Υ-κ) «0 Ξ ΙγεΓ: ΒΥ΄ -Μ(κν2)γνόκ- 150) 


. κεζ-/κτ-όκιδ., καλε/κΤ-ἠκ-6 τω 
.(γν6µ: πο ήτο και επειδή «Ἀ( 6) τσ 2) 


ρα κά 
ποέπευ: (ε-ς -οεν άν -ἀκ.δ., 2 |-- 


κά. Ἱ 
ὰ. 
--[κνζ-ήκ] -ἂκκδ --Ί Λ κάλκήκτ-ὅκνς Ξ 1] -- 
--[κ.ῦ - /κ7-όκεδ λ ἓ-κ /κ7-άκνε ] ---- 
οκ 2- αν πα ων -4, 
κι -2-κ-.-ῶκ - -ἶ 
Επομένως αν κ: --ᾱ θα είναι ὅί8) - {- . 2). 


3.22. Δραγμένες συναρτήσεις. 


Ορισµός Ί. ια συνάρτηση { µε πεδίο ορισμού το 32: Ε) λέγεται φραγµένη ᾱ- 
νω, αντίστοιχα κάτω στο σύνολο Λα ΦίΕ) τότε και µόνο τότε όταν υπάρχει 
πραγματικός αριθµός φϕ έτσι ώστε να ισχύει Εκ) «φ, αντίστοιχα {(κ) Ξφ 
Υχκελ. 

Το φ ονομάζεται τότε ένα άνω φράγμα, αντίστοιχα κάτω φράγμα της { επί 
του Α. 

θρισµός 2. Ἠια συνάρτηση { µε πεῦίο ορισμού το 24) λέγεται σπολύτως 
οραγµένη ἡ απλά φραγµένη στο σύνολο Λα Φί{], τότε και µόνο τότε, εάν 
υπάρχει πραγματικός αριθµός φ20, έτσι ώστε να «ισχύει [ε(χκ)  ςφ Υ χεΑ 
Το φϕ ονομάζεται τότε ένα ἄνω φράγμα της { επί του Α. 


Σηµείωση: Αν η { είναι φραγµένη άνω, αντίστοιχα κάτω ἡ απολύτως ΄φραγμέ- 
νη τότε άνω φράγμα αντίστοιχα κάτω ἡ απόλυτο φράγμα µπορεί να θεωρηθεί 
κάθε αριθµός μεγαλύτερος αντίστοιχα μικρότερος του. 


Πρόταση: Εάν η { εἶναι απολύτως οραγµένη επί του ΑΞ 2({) τότε θα είναι 
ἄνω και κάτω φραγµένη και αντίστροφα. 


Απόδειξη: Ευθύ. Εάν Υ χΕΛ είναι [{(κ)1σφ, φεὺ -φ5 (κ) 5φ Υ χΕΛ 
και επομένως η Ε είναι φραγµένη άνω µε το φ και κάτω µε το -ϕ. 
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Ἀντίστροφο. ΄Εστω φ; 5 Εκ) ΣΦφι Υ χΕΛ τότε θέτουµε φ -πᾶχί(]φι],]φ.|) ο- 
πότε έχουµε την σχέση: 
στ φ σφι {(κ) εφις Ίφι]σφ-» -φς (κ) 5φΥκχκΕλ-ον 

--- Εκ) τφ Υ χΕΛ επομένως η { είναι απολύτως φραγµένη. 


Παρατηρήσεις: Ί. Το σύνολο Λ της { µπορεί να έχει τις μορφές 
(α,ξ)ω (Σβ), ία,-σο), (-,α) όπου ξ σηµείο συσσωρεύσεως του Φί4). 


2. ἴάν το Α - (α,0ϱ) α ΦίΕ), τότε λέμε ότι η { είναι φραγµένη στην πε- 
ριοχή του « και εννοούμε ότι υπάρχει φ» 0 έτσι ύστε 

εκ. 5φ ν κεία,), Λνάλογα λέμε ότι η Ε είναι φραγµένη στην περιο- 
χή του -οο, όταν υπάρχει φ» 0 τέτοιο ώστε ΙΕ(χκ)/σφ Υκχεί-ω,α), και 
θα λέμε ότι η { είναι φραγµένη στην περιοχή το ξΕΓΕ, όταν υπάρχει φ»0 
τέτοιο ὧστε [Ε(χ)) 5φ Υκε(α,ξ) υ(ξ,β) 59ί{). 


3. Αν Ε(κ){ σφι Υ χε(ξ,β) και ΙΕ(κ)/ 5φι ν χεία,ξ) τότε λέμε ότι η 
{ είναι φραγµένη δεξιά του Εξ αντίστοιχα αριστερά του ξ. 


4. Αν η { είναι φραγµένη και δεξιά του Εξ και αριστερά του Εξ τότε λέμε 
ότι είναι φραγµένη στην περιοχή του χ, 
ΛΥΜΕΝΜΑ ΘΕΜΑΤΑ 


1. Ἔστω η συνάρτηση { µε τύπο Ε(κ) --ᾱ- µε (4) »Ε-(0). 
{) ηα εξετάσετε αν είναι φραγµένη στην περιοχή {-οο,-2), δηλαδή στην 
περιοχή του -ο. 


44) Στην περιοχή (42,400) δηλαδή στην περιοχή του “0ο, 


444) Στην περιοχή {-6,0) 0 (0,7) δηλαδή στην περιοχή του μηδενός. 
Λύση: {) Επειδή είναι κ«-Σ”ο στ .-ᾖ----ᾱ --ἕ- .. |-- «ἆ 


ψκε(-σο,-2], οπότε η { εἶναι οραγµένη στην περιοχή του -οο. 


{11} Είναι κ»2 --ἷ--ὖ -- -ᾱ- «-ὖ --|-ᾱ- | «ὖν χε(2, 900), άρα η { εί- 
ναι φραγµένη στην περιοχή του «οσο. 
141) Επειδή Υ κε(-δ,ο)υ (0,7) η . δεν ορίζεται συμπεραίνουμε ότι δεν 


υπάρχει φ»0 τέτοιο ώστε ΓΕ(χ) σφΥκχε(-4,0) (0,7) και επομένως η 
Ε(κ) δεν είναι φραγµένη στην περιοχή του μηδενός, 


2. "Εστω η συνάρτηση {: [0,9οο) "Ἑ µε τύπο {(κ) .Τ. 
ἥα εξετάσετε αν η Ἐ είναι φραγµένη στο διάστηµα 2«κ55. 
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Λύση: ΄ἔχουμε: 2«κ«5 (1) -» 1«χιί«6-» .. ττ ξ- (2) 
µε πολλαπλασιασμό των (1) και (2) κατά µέλη επειδή εἶναι θετικά παίρνου- 


με: -ὲ-ς-ᾱ- ο. - αι. «-- νκε(2,5]. 


ρα η { είναι φραγµένη. 


5 1 
3. "Έστω η συνάρτηση {ἔ: Β »Ἑ µε τύπο {(χ) .ατν - Δείξετε ότι είναι 
φραγµένη στο διάστηµα Λ -{-3,31). 
5 1 5 | 3 5 
Μύση: Είναι: ΙΗ(κ)| «| σδν Ιλ συν κ. 
Επειδή |συν κ ςΊ Υ κΕΚΕ. Λλλά είναι -Ίσκςᾶᾷ--- κ ςἲ -- κ ς 1) 
οπότε έχουµε: 


5 
{(κ) 5 στ (1). Ακάμη είναι κ 53 ΧΙ «1 -- ος χι ές 


Γ 
” 


- 06 ΙΧ] (2). Από την (1) και (2) παίρνουμε: !ε(κ) | : ατνκε αμ. 
Επομένως η Ἐ είναι απολύτως φραγµένη ἡ φραμένη µε ένα απόλυτο φράγμα το 
αἱ . 


4. Δίνοται η συνάρτηση Ε µε Εκ) - χεχε. ἴία εξετάσετε αν είναι φραγµέ- 
νη: Ί) στο σύνολο Α - (2,90) } 
114) στο σύνολο Β - {[2,5) 


Λύση: 1) Επειδή χ»2 -- χ24 5 κλικ» 6 --- χ2οκοδ» 1] - (κ) »11. 
Επομένως η { είναι φραγµένη κάτω µε τον πραγµατικό αριθµό Ί1 ἡ και µε κά- 
θε µικρότερό του, 

1) Είναι 2εκ«5-νὁςκζ«25 “δὂςχλεκς 3 --- δ)ῷς χΖοχεδ« 15-. 

1] 5 Εκ) «35, που σηµαίνει ότι η Ε είναι οραγµένη κάτω µε τον Τ1 και 
άνω µε τον 35. 


3.23. Μέγιστο και ελάχιστο συνάρτησης. 


Ορισµός Ί. θα λέμε ότι η συνάρτηση {: Β "Ἑ µε τύπο Υ -{(κ) παρουσιάζει 
ολικό μέγιστο ή απλά µέγιστο (παχΊπωπ) σε ένα σηµείο ἔε Φ(4{) τότε και 
µόνο τότε όταν ισχύει Εκ) ς{(Ε) ν κεθιε] 


Ορισµός 2. θᾳ λέμε ότι η συνάρτηση {: Ὦ -Ἑ µε τύπο ν - Εκ) παρουσιάζει 


ολικό ελάχιστο ἡ αιλά ελάχιστο (π/η{πωπ] σε ένα σηµείο ἔε 3ΧΕ) τὀτε και 
µόνο τότε όταν ισχύει κε) Ἅἡείκ])σε(ξ). 
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ϐ αριθµος Εξ) λέγεται µέγιω:ο αντίστοιχα ελάχιστο της Ε. 


Ορισµός 3. Ἡ συνάρτηση Ε παρουσιάζει τοπικό μέγιστο το {Είξ) στο ξε 2/4) 
τότε και µόνο τότε όταν υπάρχει ανοικτό διάστηµα (α,β) 25] µε 
ξἕεία,β) έτσι ώστε να '"χύει: εκ) εξ) ν κε(α,β). 


0ρισµός 4. Ἡ συνάρτηση Εἔ παρουσιάζει τοπικό ελάχιστο το {{ξ) στο 


ἔε Φί{) τότε και µόνο τότε όταν υπάρχει ανοικτό διάστηµα (α,β) τε 24) 
µε ξεία,β) έτσι ώστε να ισχύει; εκ) Εξ) Υ κε(α,β) 


Παρατηρήσεις: Ί. Το πιακίπωπ και το πΙπῖπυπ µιας συνάρτηπης { αν υπάρχουν 
τα ονομάζουμε ακρότατα της {. 

2. Αν το πεδίο ορισμού της Ε είναι (α,ξ] 0 [ξ,β) και η Εἔ στο (α,ξ) είναι 
αύξουσα ενώ στο (ξ,β) φθίνουσα τότε στο ξ η Ε παρουσιάζει τοπικό µέγισ- 
το, αν δε η { στο (α,ξ] εἶναι σθίνουσα και στο [,β) αύξουσα τότεη { 
στο ξ παρουσιάζει τοπικό ελάχιστο. 
Βλέπετε τα σχήµατα. 1. 





Σχόλιο. 
Για να βρούμε τα ολικά ακρότατα της { βρίσκουμε: 
{) Το σύνολο τιμών της ὧίΕ) και 
αν «Ἁ(Ε) - [α,β] τότε παχ{ - β και πΊηξ -α 
αν «Ά({) - (α,β] τότε υπάρχει µόνο ποχί - β 
αν ὦίε) - [α,β) τότε υπάρχει µόνο πὶπέ -α 
αν ὧίε) - (α,β) τὸτε δεν υπάρχουν ακρότατα της Ε. 
14} Βρίσκουμε το 24). | 
Αν το 3245) είναι κλειστό διάστηµα [ᾳ.β) και η συνάρτηση { είναι 4 στο 
Φί{) τότε το {Εία) Ξ- πΊηξ και {(β) Ξ- παχ{ 
Αν ὅε η Ε εἶναι ν στο (5) τότε πιαχῇ - Εία) και πίπξ -{Είβ). 


141). Πετασχηµατίζουµε τον τύπο της Ε στις µορφές Εκ) 5{{ξ) ἡ Εκ) ε 
3 Ε(ξ) οπότε παχζ - Ε(ξ) ἡ πίπέ - εξ). 
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Ἰν) Κάνουμε την γραφική παρόσταση της { και οι τεταγµένες των σημείων 
της γραρικής παράστασης όπου η Ε{ αλλάζει μονοτονία είναι ακρότατα ολι- 
κά ή τοπικά και επιτυγχάνονται για τις αντίστοιχες τιµές του κ που εί- 
ναι οι τετµηµένες των σημείων αυτόν. 


ΛΥΜΕΗΑ ΘΕΜΑΤΑ 

1. Έστω η συνάρτηση ἔ µε τύπο Εκ) - 5κ-δ6. Ἱα εξετάσετε αν υπάρχουν ακ- 
ρότατα. 

Λύση: Ίος τρόπος. Βρίσκουµε το σύνολο τιμών της Ε. Έχουμε: 

γ.ρχ-οκ «τνες - Υ χε] υπάρχει νΕἩΒ επομένως είναι 

ὦλ({) - (-οο0,οο) και επομένως η Ε δεν έχει ακρότατα. 


2ος τρόπος. ΙΙελετούμε την { ὡς προς την μονοτονία. ᾿Εστυ χΧι,κ)ΕΡ µε 
Χι ΣΧ). ΡΧΙ-ὃ» 5χ)-θ -- Είκι) ν Είκ/}) -- 6! στο Ἡ επομένως η ἔ δεν πα- 
ρουσιάζει ακρότατα. 


2. Μα εξετάσετε αν η συνάρτηση {: [-ἲ,2 "Ἑ µε τύπο Ε(κ) - ἃχ-δ έχει ακ- 
ρότατα. 


Λύση: Ίος τρόπος. Βρίσκουµε το σύνολο τιμών της Ε. Έχουμε: 
Υγ- 3χ-δ --- κ .. και επειδή κε;-τ,) - αν ε[-{,2] --- 


--- -ἲ 5 στ 52 --- -3«γ2:6-- -δ-γ-4 οπότε «λ({) - [-5,1]. 
Επομένως είναι: πὰχξ - 4 και πῖηπέ - -δ, 


2ος τρόπος: ΙἹελετούμε ὡς προς την μονοτονία την { στο {[-1,2]. θεωρούμε 


το λόγο ὅ - ται) μία2) Ξ σκι ο ὄκλ «350 - {4 στο Ἡ επομένως και 


στο [-Ι,2]ε Ἡ ρα επειδή είναι και συνεχής θα έχουμε παχκί -Ε{) - 
-6-ὂδ - 4 και πίπς - {ε(-ἴ) - -ᾱ3-δ - -5. 


Ἆος τρόπος. [Ἰετασχηματίζουμε τον τύπο της { για να πάρει µια από τις µορ- 
φές ἔ(κ) 5 {(ξ) ἡ εκ) -ε(ξ). 

Έχουμε; “Ίσκτδςν- 2: κ΄ ορ -ἲἰ-ὂ-Ἴκ-2-6-2 «-- -δς Ε(κ} ς 6 άπα 

πᾶχ” - 4 και πίηπί - -5. 


3. Μα βρεθούν τα ακρότατα της συνάρτησης { µε τύπο Εκ) -κ΄-χεί 
Λύση: Ίος τρόπος, ὀρίσόκουµε το σύνολο τιμώντης {. Εχουμε: 
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Υ 5 κ;-λχε! --- χ)-λ2χε]-ν - 0 (1) και επειδή το σύνολο ορισμού της { εί- 
ναι το Ἑ το χΕἘ επομένως η εξίσωση ᾖ{(1) πρέπει να δώσει πραγματικές 
ρίζες. ᾿Λρα η διακρίνουσα δε --- 9-Μ(1-γ)ε0--- ϐ-θι4γσ0--δγες--- 


-- ν5-ᾱ- -- δες) - [--ε νο) 
Οπότε η { έχει µόνο ελάχιστο το -ᾱ- . Δηλαῦή πῖηί 5 --ἷ-. 
2ος τρόπος. Πελετούμε το µονότονο της {. 


Γνωρίζουμε ότι η συνάρτηση δευτεροβάθμιο 
τριώνυµο µε α - 1520 είναι να στο (-0,- τς] 


και / στο {- ο ,"οο) επσµένως στη θέση ξ- σα η Ἔ παρουσιάζει ακρὀ- 

τατο (ελάχιστο) και είναι το πῖηξ -{ί- φο) - ε(-ᾱ-] α---- Ξ --ᾱ- 

Ἆος τρόπος. Η συνάρτηση { γράφεται: 

ε(κ) - κ1-ᾱ ᾱ χ.ο! - κ1-ὃ -ᾱ- κ στα -- (κ) - (κ- -ᾱ-3- - 
--((κ)κ-τ- . (κ- δὴ και επειδή Υ χεΕΒ είναι (κ- -ᾱ-) Σ0 έχουµε ότι; 

Ε(κ)κ-ᾷ-εὂ ν χε -» Ε(κ) ε--ἲ- Ξ ε(--), άρα η { λαμβάνει τιµές μεγαλύ- 

τερες του --ᾱ ή ποιό µικρή που µπορεί να πάρει είναι η --ᾱ- επομένως 


Ππῖηξ - --ᾱ-. 


4. "Έστω η συνάρτηση { µε τύπο {(κ) ---ᾱ'π.. Να βρεθούν τα ακρότατα της 
αν υπάρχουν. 
Λύση: Ίος τρόπος. Βρίσκουµε το σύνολο τιμών της {, είναι: 


ν φοτ- 2χγ-Άγ - χνό --- χ(2ν-1) - Ἰχεά --- κ "δε, γ . 


Επομένως } κελ-(-2-] υπάρχει γε-(-7) και άρα ὅίϱ) - η-(-τ) . 


οκ, μι 
- ( ο, 2 ] υ ( 2 "0ο. 
Συνεπώς η Ε δεν ἔχει ακρότατα. 


2ος τρόπος. /Ἱελετούμε το µονότονο της {στο 24) - (-α, -ᾱ-) υί -2νορ) 


.- 
2 3 » -ᾱ-Β- -ΊΙ «6 επομένως η { είνπι 





θεωρούμε την ορίζουσα ἡ - 
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στο Φί6). "Αρα δεν υπάρχουν ακρότατα. 


ς "Εστω η συνάρτηση {: Ἡ «Ἑ µε τύπο ΕίΧ) «---λο 


χαχ»Ί 
ήα βρεθούν τα ακρότατα της Γ. 


3χ4ὅ ον 
χαχα Ί 


- χ2νοχγΥ «χε --- γχ)ε(Υ-2)κεγ-ξ - 0 και επειδή χεΒ πρέπει Α:0 
---(Υ-3)1-δυ(Υ-2)20 --- Υ:-6γ:9-4γ1.8Υ 20 -----2Υ”92γ.9:0”--- 
«--3/:-2γ-950 (1). Το τριώνυµο ὡς προς ν δίνει λύσεις 


ο λες - ενα και η ανίσωση γίνεται :3{γ» απο --- 


που αληθεύει για Ἱτ 5 1. σζθ . 


.[ 1548 . 7 και η { έχει ακρότατα, µε 


Λύση: Βρίσκουµε το σύνολο τιµών της {. Έχουμε Υ 





νο, . 
4 σο 








Επομένως είναι ὁ (5) 


παχί - ον και πίηξ - τν 
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Σηµείωση: Για να βρούμε τα χ για τα οποία υπάρχουν τα ακρότατα βάζουμε 


στον τύπο της { όπου Υ τις αντίστοιχες τιµές 


γ- μν Υ” ο και λύνουμε την εξίσωση ως προς κ κάθε φορά. 


6. "Εστω η συνάρτηση µε τύπο {(κ) -|2κ-ἲ [η ]κ-2] 
1) Να βρεθούν τα ακρότατα της {Γ. 
44) Αν χι ς2 και Χιηκ ” 2 µε χι,κτε 28) δείξετε ότι Είκι} - {Ε(κ/). 


Λόση: Ίος τρόπος. Γράφουμε την ἕ µε πολλαπλό τύπο. 
Ἔχουμε: α) χε2 -- {(κ) - 3-3 
β) όσκ«2 -ο {(κ) «χε 


γ) κ -- ε(κ) « -θχβ 


Επομένως ο τύπος της { είναι: 
ἀχ-ὰ, χεζ 


(κ) - χ!, τακ «2 
Ί 
-«ἆχ.ὰ, χπ 


Για τα ακρότατα ακολουθούμε την μέθοδο µε την μονοτονία της { γνυρίζου- 
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µε ότι η { είναι { στο [2,900) γνήσια αύξουσα στο ϱᾱ- ν) και γνήσια φθί- 


νουσα στο {-οο, - ). Ἆρα µια πιθανή θέση ακροτάτου (πήπ{πιπ) εἶναι η 
θέση κ Φε 2/1) στην οποία η Ε αλλάζει µονότονο. 


ρα πἰπέ -{ί -ᾱ-) --ᾱ- 


Ζος τρόπος. Βρίσκουµε το σύνολο τιµών της Ε είναι: 
Ὦ) Υυ - ἃχ-ᾱἲ --- κ .. -- χεί[δ,νο) -- Σα εξ γζᾖλ--- 
«γε [3,9ο0ϱ). 


Σδ. Υ - χε! ον κ: γΊ-- 5 Ἡ γε 2-ν οἲν 5 ς αΤ9δ--- 


---ὃ-ς γεῦνε [ 3) 
1 


5) ν --Άχε} «-- κ :ὃσε -- -ὖ- «ο -- 6-2γ«3 ---γ . 


2 
3 
"γε ,“ϱ). 

Επομένως το σύνολο Τιμών της { είναι ο ϱ) - ῥ 3) 0 [ᾳ, 9ο) 0 { ἄννα) 5 
- ὃ "“οο], 
ρα η { έχει µόνο πῖη και είναι πῖηέ ----. 
ἓ) Είναι Είκι) - Ιὄχι-Τ[ἰκι-2] και Εκ) - [δχι-1]κ]κο-δ] και επειδή 
κι ζ2 και Χινκ, - 2, 
Ἔχουμε: ΕίΧι) - 3χι-2 και Ε(κι) - |2(2-κι)-Τ[«[δ-χι-2| - 


- |1-2χι]ε[ -κν] Ξ |3-δχι [| κι | Ξ 2χι-λκι Ξ ἂχι-3 (β) γιατί 3-2χι 50 
"Αρα ισχύει Ε(Χχι) - Εκ). 


2 
7. Έστω η συνάρτηση {ἔ µε τύπο {(κ) -Ἔτ 
Δείξετε ὅτι ππέ - 0. 


Λύση: Ἡ { έχει πεδίο ορισμού το Ῥ. Για να έχει ελάχιστο το 0 πρέπει να 
δείξουμε ότι Υ χεΕΕ είναι Είχ)σ0--- 


. . 
ο ἄφε 2 εὐ-' στ ἀζφ-- χε2 2 χτεΤ --- (κ212)2 Σ4(χ191]--- 


ο κ νήχ” -ᾱ-ἠχλκθ 0) --- κ" ε9 που ισχύει. 


Β. Δίνεται η συνάρτηση {: Ρ-Ἡ µε τύπο Ε(κ) - 2(α-κ)(κεή/κ1β1)]-α1-βῖ, 
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α,βΕΒ. Λείξετε ότι ειαχ{ - 0 και να βρείτε για ποιο χ επιτυγχάνεται 
αυτό. 


Λύση: Άρκεί να δείξουµε ότι Εκ) ΣΟΥ ΕΝ --- 

δ(α-κ) (χήκ.«ῇ7)-α7-β) ς 0 --- 2(α-κ) /κ2«β” «εὁσκ-οχ]-α1-β' :η-» 

--- 2(α-κχ)/χ29βΣ-(χ2-δαχια2)-(κ249β}) {0 --- -(α-κ)2- αἱ «Β) 792α(α-κ) 
γετνβέοθεν -"(α-χ)-νκ ιβ] 5 Ἅ που ισχύει ν χκεΡ. 


Η ισότητα στη σχέση αυτή ισχύει όταν α-κ- κ.β; -:--- α-κ - ΧΑ; 
«-»ία-χχ0, αἲ -2αχεκ2  χ71β2)«-- (ὐαχ » α΄ -β”, χσα)ν-» 


2 ϱ2 
α»(χ. 38, κσα κα 0). 


9. Μια συνάρτηση έχει τη γραφική παράσταση του σχήματος 
Να βρεθεί ο τύπος της { και τα ακρότατα αν υπάρχρυν. 

Λύση: Η γραφική παράσταση 
της { είναι τµήµατα ευ- 
Βειών και κατά τα γνωστά 
Π εξίσωση κάθε ευθείας 
είναι ν -αχιβ (1). 

Η (1) πρέπει να περνά απὀ 
τα σηµεία Λί(-έ,3) και 
ῦ(-τ, 1). ΄Λρα θα επαλη- 
θεύεται από αυτά. 

Δηλαδή {3 - -2α-β,! - -αιβ) «- ία-λ - -ἵ, -2α,β - ”]--ί-α - 2,α-β - 
--Ί)λ--α -« -ὃ, β - -Ί και η εξίσµση της ΛΟ είναι Υ - -ἔχ-Ι µε 
-δςχς-]. 

"0μοια ῃ (1) θα επαληθεύεται . τα ο. μ(-] Ό και Γ(1,1/2) οπότε 





{1 - «60β,--- .“«αβ]-ας--κτ, β- και π' εξίσωση της 3 είναι 
2 τ ζ 
γ- σα µε «Ίσκς 1. 


Ακόμη η ο Βα επαληθεύεται απὀ τα ο Γ1, -σ-) και - 2) οπότε ἑ- 
χουμε: (-σ- » αν, 2 - 3αβ) νο κ. α.β .-ὖ )---α .-Ἡ-, β- --ᾱ- 
και η εξίσωση της Γὴ εἶναι Υ - ὦ κ--τ µε Ίεκ«ς 1. 

-έχ-τ, “δκκς-] 
«Άρα η {ἔ έχει τύπο {(κ) - ----κο αν, «ἲ σκς] 


αν κ- τν /.κ«3 
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Από τη γραφική παράσταση φαίνεται ότι στο σηµείο Γ αντιστοιχεί το ποιό 
μικρό Υ επομένως υπάρχει ολικό ελάχιστο και είναι η τεταγµένη του Γ. 


µηλαῦή γπ{η . και επιτυγχάνεται γιακχ - Ί 


10. "Έστω η συνάρτηση {: ΓΡ-.Ρ µε τύπο {(χ) «πολ µε κ,λΕΕΒ. 


μα οριστούν τα πρανµατικά κ,λ έτσι ώστε η {να έχει μέγιστο το Ί και 
ελάχιστο το -ὂ2. 


Λύση: Η Εἔ έχει πεδίο ορισμού Φ({) - Ῥ. θα βρούμε το σύνολο τιμών της { 


ἛἜνουμε Υ - οτλλο-. γχέκνχεν 5 ὄκχελ --- νχ2ε(ν-2κ)κεγ-λ - 0 και επει- 


δή χΕΒ πρέπει η διµκρίνουσα της Δ να είναι 20. Δηλαδή Δεῦ--- 
(ἐκ) -4γ(Υ-λ)10--- γ΄ -ὄνκεθκ"-ἠγ7Φλγ 20 --- γ14(κλ)γ-άκτς 0 
(1). Αν τώρα προσδιορίσουμε τα κ,λ έτσι ώστε το πρώτο µέλος της {1) να 
έχει ρίζες τις Ί και -ᾱ τότε η (1) ϐᾳ αληθεύει για τα γΕΒ µε -25ςνς] 
και επομένως τότε η { θα έχει σύνολο τιµών το κλειστό διάστηµα [-2,1] ᾱ- 
ρα τότε παχί - Ί και πίη” - -ᾱ, 
Πρέπει επομένως η εξίσωση 3794 (κελ)γ-άκ2 - 0 (2) να έχει ρίζες τις 
κια. -ὂὃ, Άρα θα την επαληθεύουν. 
Ἡ (1) για Υ -Ἰ δίνει 3-6(κ-λ)-δκ” - 0 (3) και για Υ - -2 δίνει 
1ἐ-δ(κ-λ)-ἀκ” - 0 (4). Λύνουμε το σύστημα των (3) και (4) και έχουµε: 
ἠκ7-ἀκνόλ «3 Ἰοκ-12λ - 9 ἀκ-όλ - 3 4κ-δλ - 3 
νὰ’ - -- 


ἀκ2θίκ-λ)« 12 ἀκ:-4κνόλ «3 ἀκ΄ -4κνθλ - 3 ἀκ:-3 - 3 
ἠκ-όλ - Ἡ κ- ή 
κ Ἡ -- κ.εκ -γζ--ᾱ- και 
κ κ-λ . 


"Άρα υπάρχουν δύο ζευγάρια τιμών για τα κ,λ για τα οποία η { έχει πᾶχ το 
Ἰ και Πίῃπ το -ᾱ, 


11. Δίνεται η συνάρτηση { µε τύπο Ε(κ) -ηµ2χισυν χε, 
α βρεθούν τα ολικά ακρότατα της αν κ ε/ἰπ/2,π]. 


Λύση: Άρκεί να βρούμε το σύνολο τιμών της 6. Ἔκουμε: 


{) στκσπ -- μμ "ημχ τημπο Ἰ ημχζθ--- 1 Σημχε 


΄ὀµμοια αν σ σεχσπο-- συν -ὖ- Σσυνκτ:συνπ--- 0 :συνκ; -Ί---Όσσυν χε -Ί 
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(2} και αν -σ εχσπ- ΥΣ: γχςήπ (3). 


Ηε πρόσθεση των (1) (2). (3) παίρνουμε: 
γσ-! 5ηµΣχ-συνδχεγκς Ἱκήπ -- γ--ι ςΕ(χκ) ς ή --- ο) - 


« γ2-!, 1η]. 


Εποµένης είναι πιδχί - Ίκήπ και πῖηξ Ὕτ-Ἱ. 
12. Για ποιά τιµή του πραγματικού µΕΡ η συνάρτηση { µε τύπο 
ε(κ) - κε ἰκ-δ]-δχεμ έχει ελάχιστο το 10. 


Λύση: Γράρφουμε τη συνάρτηση µε πολλαπλό τύπο διακρίνοντας τις περιπτύσεις 
- -ἲ 2 300 


1) κ: -- (κ) - -ὄχ-με] -4χομεῖ, κς-ὶ 
11) -Έσχκςὃ -- (κ) - -ὅχεομ --- (κ) - { -ὀχεβομ, “ἴσκςζ 
11) κεδ -- {(κ) - µ-ί μ-ῖ, κ:22 


Επειδή η { είναι Ἡ στα διαστήματα (-α,-1} και [-Τ,2; και στο διάστηµα 
[ᾳ,-οο) σταθερή δηλαδή αλλάζει µονοτονία υπάρχει ακρότατο στη θέση «- 
- 2 και είναι πίης - (2) - μ-]. 

ἐπειδή δε πίπί «10 -- μ-ῖί -«Ίηκ-μ-]ι. 

ἊἎρα µε µ - ΤΙ η { έχει ελάχιστο το 10. 


13. Αν χ.ΥΕΒΣ και έχουν σταθερό άθροισµα ς τύτε να βρεθούν εκείνοι που 
έχουν μέγιστο γινόμενο. 


Λύση: ᾿Εἔστω χε» - ς και ΧΥ - Μ. Εκφράζουµε το γινόμενο συναρτήσει µόνο 
του χ οπότε έχουµε ΓΙ - κίς-κ) - -χλιοκ (1) 


Η (1) -- χ;-οχεμ- 0 και επειδή ΧΕΠ πρέπει η διακρίνουσα της εξίσωσης 


να είνιι Σ 0. Δηλ. Δχ0 --- «)-4Η20 --- ς Ξὐἡ ή 5 πα 


2 
που σηµαίνει ότι το γινόμενο χν έχει µέγιστη τιµή την -ᾱ-- ᾿Λρα 
2 
παχ(κγ) -τ- 
2 
Για να έχει όµως το γινόμενο μεγίστη τιµή την ἴ- πρέπει  -0”- 
---κχ . οπότε η σγέση Χ»γ - ο δίνει ν - συ. 


Επομένως το γινόμενο ΧΥ γίνεται μέγιστο όταν τα Χ,Υ γίνουν ίσα. 
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14. Αν χΧ,νΕΧΣ και ΧΥ -ς να βρεθούν εκείνοι που έχουν ελάχιστο άθροισµα 
Λύση: θέτουµε Ε - κάγ και εκωράζουµε το άθροισμα συναρτήσει του κ οπύτε: 
ἔ - κ, στ» χκ;-εχ.ς - 0) και επειδή κ ΕΒ” πρέπει η διακρίνουσα Δ της ε- 
Είσωσης να είναι - 0, Είναι Λ:0--- Εἷ-ᾱς 10 9-- Ε- 2ής -- πῖπε - ες, 
Λλλά για να είναι το άθροισµα ελάχιστο πρέπει ἡ -Ξθκ-κ .-- - ες οπό- 


τε απὀ την χν - « παίρνουμε ν Ξ ες, Επομένως το άθροισμα γίνεται ελάχισ- 
το όανκχ5ν- ύς, 


3.24. Σύνθεση συναρτήσεων. 


θεωρούμε τις συναρτήσεις ϕ: Λ: Β καια:β»{[ µε ῶίφ)πῦ. Επειδήη φ 
είναι συνάρτηση 
απὀ κάθε χεΑ 
θα προκύψει δια 
μέσου της φ ένα 
και μόνο γΕεΒ. 

Από αυτό το Υ θα 
προκύψει δια μέ- 
σου της η ένα κι 
μόνο η(γ}ΕΓ. ἴπο- 
µένως Ν χΕΑ µε τις παραπάνω δύο διαδικασίες παίρνουμε ένα και µόνο ένα 
στοιχείο α(ν)ΕΓ. Ἑτομένως ορίζεται µια συνάρτηση αππὀ το Λ στο. 

Αν την συνάρτηση αυτή την καλέσουμε { τότε αυτή έχει πεδίο ορισμού το Λ 
και τύπο εκ) - ο(φίκ)). 


Δηλαδή: μάω ος 


µε ο ακώνοοι { -αοφ και διαβάζεται "ᾳ σύνθεση φ'" ἡ "ᾳ κύκλος φ”. 
Ορισµός: ὑνομάζουμε σύνθεση των συναρτήσεων φϕ: ΑΛ’ Ὁ και 9: κ. την συ- 


νάρτηση {ἔ: Α::Γ µε τύπο ἕ -4οφ. 





«-- {: Λ.Γ µε τύπο {Ε(κ) - ο(φίκ)). 





Σχ 
Η συνάωτηση ἕ - ᾳοἲξ όπως την ορίσαµε οι υπάρχει πάντοτε γιατί εί- 
ναι «Ά(Ε) 58 - ο) (ὀχήμα 1) 
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ΛΥΜΕΠΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ 
τ--ππάρεο-------------ω ο  ττ 


4 Δίνονται οι συναρτήσεις φ και 4 µε φίχ) - νκ-δ και ο(χ) - ημχ. 
Μα βρεθούν οι συναρτήσεις 4οφκαιφοςῬ. 


Λύση: Για να υπάρχει η συνάρτηση 4ο/ πρέπει το πεδίο ορισμού της 
Φίηοφ) { 6. Είναι: Α. - (9ο) ” (κεφίφ): φίχκ)ε2ία)). 

Είναι δε Φίφ) «(χεΗ: κ-220) -{[2,00) και Φ(ᾳ4) -Ε. 

"Λρα Λι -ίχε [δ,νορ): φ(κ)ΕΒ) - (χε2 Λ /χ-δΕΒ) --- κ:ξ. "Αρα 
Φ(η0φ) -{2,ω) 6. Επομένως ορίζεται η συνάρτηση 4ο ῇ και έχει τύ- 
πο (40 8) (κ) -1(Ε(κ)) - ηµήκ-2. 

Για την συνάρτηση φοᾳ θα πρέπει επίσης 2ίφου) { 6. 

Είναι Λι - Φίφουο) - (χεθίη): οαίκ)ε 9ίφ)}) - ΙχεΗ: ημχ”2] 5-69. 

"Αρα δεν ορίζεται η συνάρτηση φοφᾳ. 


2. Δίνονται ν συναρτήσεις φ: [1,ο) -Ἡ µε φίκ) - κ-] και 
ο: κ» [- Ἡ- ν.οϱ) µε (κ) - χ΄-5χ.δ 


[ία βρεθεί η συνάρτηση φοᾳ και να λυθεί η εξίσωση (φορ) (κ) 5 


Λύση: Για να ορίζεται η συνάρτηση Φ σα πρέπει 2ίφοη) 6. 

Είναι Λι - Φίφοα) Ξ --- σος ο - {χεΡιχ΄-δχιςθ: 1] - 

. (χΕΠΒ:κ2-569520) -(-ω, 5 υ β15 100) 

Επομένως η συνάρτηση φοη κ και έχει τύπο: 

(φο ο) (κ) -φίο(κ)) -κ-δχεθδ-ἵ - /χ7-Όχεδ 

Η εξίσωση φία(κ)) -ἵ --- κοκ - Τ --- χ-θχεί ου -- κιτ, 
χ; - Ί και είναι δεχτές και οι δύο γιατί ήκουν στο πεῦίο ορισμού της 
φοη. 


3. Εστω οι συναρτήσεις φϕ: [-.20) --Ἑ µε φίχ) - 2χ-Ί και 
χ-ῖ, χε(-δ,10] 
οκ) " Ἰ1κ-9, κε{1θ, 19] 
Ια εξετάσετε αν ορίζεται η συνάρτηση 4οφ. Σε συνέχεια να υπολογίσετε 
τα (Φοφ)(5), (ποφ)(6). 


Λύση: θα πρέπει να δούµε αν υπάρχει η 406, στις δύο περιπτύσεις: 

α) όταν η η έχει τον τύπο ϱ(χ) - κ-Ἱ και β) όταν έχει τον τύπο α(κ) - 
- ἆχ-9. 

χουμε: Αι - (χεφφ): φίκ)ε Φ(9)) -(-Ἱσκς2 (2χ-1) ε[-2.19)]1 - 
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5 (σἳ κα θον -ᾱ ϱ ὂκ-] 510)» (κκ κο, -σ κκ} - [- 1. Ἡ-] 


Α. - Φίφοφ) - (κεφ): φίκ)ε Φ(4)) -{-ισκς2ο, Ί052χ-1ς39] - 
"(ἳ σκς2ο, ὁ εεςσο) » [1. μορ]. 
Επομένως ορίζεται η συνάρτηση 409 σε κάθε περίπτωση και έχει τύπο: 
(Φοφ)(κ) «| 1)» ἔχ-ἒν κα [- σσ, 

αίφίκ)) - ὄχ-!δ, κε αν. 20] 
0 αριθµός (4οφ)(5) υπάρχει γιατί το 5 Ε Φ(ηοφ) και θα τον βρούμε από 
τον πρύτο τύπο της φοφ. Είναι (ᾳοφ)(5) -2,5-2 - 8 
ῦ αριθµός (4ο φ)(6) δεν υπάρχει γιατί το 66 Φίᾳοφ). 


Παρατήρηση: Η σύνθεση των συναρτήσεων είναι µια πράξη που δεν είναι ορι- 

σµένη παντού στο σύνολο Ε, των πραγματικών συναρτήσεων. 

4. Εάν φ και 4 είναι δύο συναρτήσεις για τις οποίες υπάρχει η σύνθεση 
µε οποιαὔήποτε τάξη τότε φοᾳφ ἑσαοφ 


Λύση: ᾿Εστω οι συναρτήσεις φϕ: ΕΕ µε φ(κ) - 5χ.2 και 4: ΡΕ µε 

α(κ) - 3χ-1Ί τότε είναι; 

(φο αφ) (κ) -φία(κ)) - δ(Ἅκ- 1) - 15χ-3 

(ᾳοφ)(κ) - ο(φίκ)) -3(5χε2)-ἵ -Ίδχδ) -ϕοςφ 6φοφ. 

5. Αν φ,ο,{ τρείς συναρτήσεις µε ὤφ) - Φα) και δα] α Φ(Ε] τότε 
(φοφ)οῦξ - φο(ᾳο 5) (προσεταιριστική). . 

Λύση: Επειδή ὤ(φ) 5 (4) και ία) Ξ ΦίΕ) υπάρχουν οἱ (ΦοΎ)ο- και 

φοίηοφ), και έστω ἡ το κοινό πεδίο ορισμού των. 

Είναι αρκετό τώρα να ὕείξουμε ότι Υ χεΕΛ παίρνουν ίσες τιµές. 

Ἔχουμε: [(φοφ) οέ](κ) - (φο φ)(Ε(κ)) -φία(ε(κ))) «φίο(ε(κ))) 

και [φοίφο β)](κ) - φί(φος)(χ)) - φίο(ε(κ))) 





Επομένως ισχύει η Είχ)ις- 8 α(ε(κ)) 
προσεταιριστική ι- 

διότητα. . 

Γευμετρικά η παρα- . 

πάνω πρόταση φαί- δ : 

νεται στο διπλανό ζωνών, 

ρα, ο η (ο) οὐ οί(Μ(κ)]) 
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6. Εάν Ε: Λ.Β και Ἰ,,ἷι οι ταυτοτικές συναρτήσεις των Λ,Β τότε ισχύουν 
1ος - ἔκαι Γοῖ, - {. 


Λύση: Επειδή (Τε) - 8 - ὧν) και 2) -Α- ὧί],) ορίζονται οι συναρ- 
τήσεις ιοί και {ο 1]. και έχουν πεῦίο ορισμού το Λ. 
Είναι αρκετό επομένως να ὕείξουμε ότι παίρνουν και ἰσες τιµές, Υ κεΛ. 
Είναι ν χΕΑ (1εο Ε) (κ) -Ιε(Ε(κ)) - Ιε(ν) -ν - είκ) 

και Υ ΕΛ ({ο 1) (κ) - ΕΙ (κ)) - εκ) 
ρα είναι Ιεοίς- Γο,. - Ε. 


7. Δίνονται οι συναρτήσεις { και 4 µε Ε(κ) -χ΄-Ί0χεξ και 
α(κ) -ῥχ-ᾱ. Εξετάσετε αν υπάρχει η 40. Σε συνέχεια να λυθεί η ανί- 
σωση (40 Ε)(χ) 5 3. 


Λύση: Είναι Αι - Ἅπᾳο .) - (κε): Είκ)ε Φία)] - 

. (χΕΕ: χ2-Ι0χεῦΣ4] - (χεΗ: κ7-Ι0χ-220) -(-ω,ο-ήσ)] 0 [δενσ7, νου) 
"Αρα ορίζεται η συνάρτηση ηο { και έχει τύπο (4ο Ε) (κ) Ξ οκ) - 

ω /χ:-Τ0χ-δ, Η ανίσωση εἶναι ισοδύναµη µε την ανίσωση κ; -Ί0χ-2ς3.--- 
-- χ;-Τ0χ-2-95ς0 --- χ-Τ0χ-Τ11ς0 --- -"σκς ΤΙ και επειδή κεφίφο ϱ) 

ὄεχτά είναι τα: -ἵσκςβ-ήσ και δε/σεκς11. 


3.25. Αντίστροφη συνάρτηση της Ε. 


Αν Ε: ΑΛΑ» 8 και έστω ότι είναι (1-1) και επί του Β. Τότε σε διαφορετι- 
κά πρότυπα θα αντιστοιχούν διαφορετικές εικόνες. Επομένως η αντίστροφη 
σχέση της { αντιστοιχίζει 
σε κάθε στοιχείο του β ἑ- 
να µόνο στοιχείο του Α. 
"ρα η αντίστροφη σχέση 
είναι συνάρτηση και συμ- 
βολίζεται µε Γ:1: Β-Α 
Πηοποία είναι (1-1) και 
επί γιατί σε διαφορετι- 
κά Υ απὀ το Β αντιστοιχίζονται µε την Γ” διαφορετικό κ του Α, γιατί αλ- 
λιός η { δεν θα ήταν συνάρτηση, είναι δε και επί του Λ, γιατί (9) - 
ΞΑ (επειδή η { είναι επί). 











Αντίστροφα. Αν η ΕΕ: είναι συνάρτηση (1-1) και επί τότε και η { είναι 
(1-1) και επί. 
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Πρόταση: Αν µια συνάρτηση {: Α »Β µε τύπο Υ - Είκ) αντιστρέσφεται τα δια- 
γράµµατα των ΕΓ::,{ έχουν ἀτονα συμμετρίας την διχοτόµο της πρώτης και 
τρίτης γωνίας των αξόνων. 
Απόδειξη: ΄᾿Εστω Μ(Χ,Υ} 
ένα τυχαίο σηµείο του 
Πιαγράµµατος της Ε, 

και το σηµείο Μιχ.) 

του διαγράµµατος της 





Ετλ(κ). Εἰναι υ - Είκ) και χ - ΕΥ). 
Αρκεί να δείξουµε ὁτι τα Μ,Μι είναι συμμετρικά ὡς προς την διχοτόµο (ε) 
Αυτό όµως είναι φανερό απὀ την ισότητα των τριγώνων ΟΛΙ! και 08Η , 


Σηµείωση: Ί. Αν η {: ΑΒ είναι (1-1) και επί τότε Υ κΕΑ έχουμε; 

ε(κ) νο εκ) - ΕΥ) -κχ---(Γ Σο Ε)(κχ) - κ. Δηλαδή η Γο4{ 
είναι η ταυτοτική συνάρτηση στο ΔΑ. 

'θμοια Υ νΕΒ έχουµε: Ε:λ(Υ) χο ΣΥ) - εκ) -γ--- 
---({ος)(γ) -Υ. Δηλαδή η {ο 1 είναι η ταυτοτική συνάρτηση στο 8. 


2. Για την { και ΕΣ ισχύουν: τ) ο) - ἕνίϱ1) 
1) ο ϱ) - ο 1) 


3.26. Αντίστροφη και μονοτονία. 


θεώρημα. Αν µια συνάρτηση επί είναι και γνησίως μονότονη τότε η { αντισ- 
τρέφεται και η Ε΄ έχει το ίδιο είδος µονοτονίας µε την Ε. 


Απόδειξη: Ίος τρόπος: ᾿ἔστω ότι η Ε είναι γνήσια αύξουσα τότε µε 

κ) κο. (χι) Είκ))--γι»γ, (1). 

Άς υποθέσουμε ότι η Γ΄} δεν ήταν γνήσια αύξουσα τότε θα ήταν φθίνουσα ε- 
ποµένως απὀ την (1) ἔχουμε: 

γι2γ2 ο γι) τς (1) ---χι κ; που είναι άτοπο. 

ρα η ΕΓ”} είναι γνησίως αύξουσα. 

2ος τρόπος: Ονομάζουμε λ΄ - ο τα - ... 


Ί Ἱ {(χι)]-Είκ 
μισηπίση . όπου λ «ΗΣΕΑ} 


Χιχ2 
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Τότε αν {8 ---ἷ--ο λα] 


Αν δε ... «0 ολ’ «0-1 ] 


Σχόλιο. 


Για να αποδείξουµε ότι η συνάρτηση {: Λ΄ 8 µε τύπο Υ - Εκ) είναι ᾱ- 
γτιστρέφιµῃη αρκεί να αποδείξουμε µια από τις σχέσεις: 

1. Υ ΥγΕΡΒ η εξίσωση Υ - Είκ]) έχει µια µόνο λύση ως προς κ. 

2. Ἡ Ε είναι (1-1) και επί. 

43. Υ κι, Εβμεκι Εκ, Γκι) ὁ Εκ} και επί. 

4, Υ χι χΕΑ με Είχι) - Είκ)) -- κι-κ; και επί. 

Για να βρούμε τον τύπο της Ε΄ λύνουμε τον τύπο της {ως προς κ και αλ- 
λάζουμε τις μεταβλητές είναι δε Υ - Εκ) -- κ- Εν) -υ - Εκ). 


ΛΥΜΕΝΑ ΘΕΜΛΤΛΑ 


Ι, ΄Ἔστω η συνάρτηση {: Ε-(0] -Ε-(0) µε τύπο {(κ) -κε - 
μα εξεταστεί αν είναι επί. 





Λύση: Επειῦή δίνεται ο τύπος της { θα βρούμε το Ὁίε]. 
Ἔχουμε: ὧν) -ίγεΗ: 1χεξ µε ν -κν 1.] - {γΕεΕ:; χν - κ΄») - 


- (γΕΕΗ: χζ-χγ»! - 0) οπότε πρέπει: Λ:0 «-- γ-4 «0 (Υ-2) (2) «0 
--Υ22/ς-δ. ρα ὤχε) - (-οο,-2; 0 [2,9οο) και επειδή 
ο Ε)σςΕ-(0) - Η π { ὕεν είναι επί, 


2. Εστω η συνάρτηση {: Τ-(0] -ἘἙ µε τύπο {(κ) - κ- -- 
Είναι η { επί; 


Λύση: Ίος τρόπος. Βρίσκουµε το ὦίε) από τον τύπο της {. Είναι; 
ο) -ίΥεΗβ: χε: ν - κ- -ᾱ- }. Λλλά  - κ--ᾱ- --- χν -κχ-Ι--- 


--- χ2-κγ-! -ϐ και επειδή χεΕΒ πρέπει: 0 «-- γ:»4 10 που ισχύει 
Υ νΕἘ επομένως είναι «Ἀ(Γ) - Ἡ και η Ε είναι επί, 


2ος τρόπος. Για να ὕείξουμε ότι η { είναι επί αρκεί να δείξουμε ότι 1ε- 
ἔίσωση Υ - Είκ) έχει Υ ΥΕΕ µια τουλάχιστο λύση χεΕ-(0], 


Αλλά είναι υ -Είχ)«ν ν -κ- 1. «-- κΧ΄-κγ-!Ι - 0 οπότε υπάρχει πάντοτε 


ΧΕΕ επειδή Υ γΕΧ η διακρίνουσα της κ΄ -κγ-Ί -ϐϱ είναι 0, 
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3. Έστω η συνάρτηση {: [-ή8,Ε) »Ἑ µε τύπο ν - Εκ) -χ/Ἔ-χτ, 
[α εξετάσετε αν η Ε είναι επί. 


Λύση: Ώρίσκουμε το σύνολο τιμών της { από το δοσμένο τύπο. 

Είναι Υ »κήβ-κῖ --- (Χγσ0, γ - κ (-κ2)} --- (γε, κ'-θχΣγὲ - 0) 
ο (ΧΥ 20, ω-θωνγ2 -θω - κ2] 

και θα πρέπει η δευτεροβάθμια εξίσωση να δώσει λύσεις πραγματικές και θε- 

τικές. 

Δηλαῦή: {Δ20, ωιω; -Ἱ- 0, ωιωρ - Υ ε0]--- 16-γ210--- -45 γς4 και 


επειδή χγΣ0 έχουμε ὅδίϱ) -{[-ά,], 
Άρα η Εἔ δεν είναι επί. 


4. ᾿Εστω η συνάρτηση ἔ: ΕΒΕ µε τύπο {(κ) - κ;-λχε2. 
μα εξετάσετε αν είναι επί. 


Λύση: Ίος τρόπος. Βρίσκουµε το «Ἀί{) απὀ τον τύπο της Ε. 
Είναι: ν Ξ κ-θχεδ --- χ΄-2χ.ζ-γ - 0 και πρέπει Δε 0--- 9-4(2-γ] εὐ 


4 σ-ί -- νε-π-. ρα ὧίϱ) - [- τν) και επειδή ὅοί{)πΕ η 
{ δεν είναι επί. 


2ος τρόπος. Για να είναι επί πρέπει Υ νΕΒΕ η εξίσωση Υ - Είκ) να δύσει 
µια τουλάχιστο λύση χΕΓ. Αλλά µε ν - -2ΕΡ παίρνουμε -ὂδ «χ2-λχιδ-..- 
--- χ΄-Όχνά - 0 που έχει ρίζες µη πραγματικές άρα η { δεν είναι επί. 


Ἆος τρόπος. 

Παριστάνουµε γραφικά 

την { και Βλέπουμε ᾱ- 

πό το (σχήµα Ἰ } ότι 

υπάρχουν παράλληλες 

προς τον κκ’ που δεν 

τέµνουν το διάγραµµα 

της {. Επομένως η { δεν είναι επί. 





5. Έστω η συνάρτηση ἔ: ΤΕ µε τύπο (κ) - 11”. 18”.1, 
Παπ εξετάσετε αν είναι επί. 


Λύση: Βρίσκουμε το «Ἀ(5) - (νε: 1χερµεν -11 1ο. ὦ], 
Λλλά είναι: ν 11. νο τν - 1131928331 --- 3 11.923 «-- 
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(3 -ω» 0, ὃν τω΄-2ω) --ν (ω)92ω-ᾶν -0, 1" 5ω-01, 
Πρέπει τύρα να βρούμε τα νεβ: η εξίσωση ω΄ «Όω-3γ - 0 να δώσει πραγµατι- 
κἡ και θετική λύση. Δηλαδή πρέπει να ισχύουν οι σχέσεις, 
(4εθ,ωι»20 ἡω,»0) -- (192Υ:0, ωι - -ἹενΤοΣγ 0 ἡ -Ί- ήταν -0)--- 


2-1, 1. 1γ» Ι ἡ /Τ9ὸδγς-τ} ουν” --ᾱ-ι γ.0)-- 


--/20-- ὦ({) - (0,νου) Ξ Β". "Άρα η Ε είναι επί. 


6. ΄Ἔστω η συνάρτηση {: [0,6δ).. (-α.. 10] που κηθορίζεται από την σχέση 
Είκ,Υ) -0 --- χζγὈ - 2(3χιδγ]. Ηα εξετάσετε αν είναι επί. 


Λύση: θα βρούμε το ὦί{Ε) αφού µας έχει δοθεί η εξίσωση {ίκ,γ) -0--- 
--- χνγ ν9-θχ-ὂγ ς 0. (κ-3)1ε(γ-4)1-16 - 0 --- (κ-2)2-16 - (γ-4)2 
---(κ-ᾖ]” Ξ ν:-Βγ (1) και επειδή Όσκςθ--- -Ίσκ-λςλ--- 

--- [χκ-δις1.--0ς (κ-3ἱ)2ς9 οπότε η (1) γίνεται: 

05:-6γ59 --- (ν2-8γ20, γ:-8γ-θς 0) -- ο .” (1) (Υ-θ) κ 
«-(ΥΣε8Υγςθ0και -Τςγςθ]- ο α-- 2 


(1 5γ5υ ή 8ςγς9) και επειδή ὦ(ϱ) -[-τωτυ[,ο]ς (-οο,10] 


Άρα η Εἔ δεν είναι επί, "μ.ν »2 


7. Έστω η συνάρτηση {: ΕῬ µε τύπο: Είκ) μα εκκ ον κ: 4] 
Δείξετε ότι η {είναι 1-1. 


Λύση: Εξετάζουµε πρώτα αν κάθε κλάδος της Ε είναι 1-1. 

α) Αν Χι,χγΕε(2,9οο) και Είκι) - Εκ) -- χί-λχιν2 ς κζ-λχ,.2--- 

(χι -Χο)ίκικχ2)-2(κι-χκο) 50 (χι χα) (κι νκ-3) -0--- κι - κ 
γιατί Χικι-ᾱ  ὐ επειδή µε χι», κη»22 -- Χιακχρ 4 Ὑ-- Χιοκ)-2».120, 
ρα η {(χ) Ξ χ-Άχεξ όταν χ» 2 είναι 1-Τ. ΄0μµοια αν Χι,κ, Εί-οο,Ὀ); και 
ε(κι) -Είκ) --- . «κο ”- Χι Ξ Χ;. 

"Αρα και η Εκ) - κ. { είναι ἹΊ-Ί όταν κ:2ᾷ. Ακόμη θα πρέπει αν ὦι({) 
είναι το σύνολο τιµών της { µε τύπο {Ε(Χχ) «κ2-λχεζ αν κ» 2 και ὃν (8) 
είναι το σύνολο τιμών της { µε τύπο {(κ) - κε { αν χς2 να ισχύουν. 
1991 (4)ω δε (ϱ) «Ἐ({) και ὁδι{) Ωω δδ,(ϱ) - 6. 

Αλλά είναι οδι({) - (0,900) και ὅε({) -(-σο,0] οπότε έχουµε: 
Επομένως η { είναι 1-1. 
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Β. ᾿ἔστω η συνάρτηση {: Ε''Ἐ µε τύπο Εκ) -κ΄-δκ-]. 

μα εξετάσετε ὧν είναι (1-1). Αν δεν είναι σε ποιά υποσύνολα του πε- 

δίου ορισμού της η Ε{ είναι 1-1. 

Λύση: Ίος τρόπος. Η { έχει 2(ε) - Ε. ᾿Εστω Χι,κε Εκαι ἔ(κι}) - Είκ/) 
--- χ-θχι-ἵ -κξ-δχ,-ἵ --- (χι -κλίκικ,)]-δίκι-κ)) - 0 
«(κι αλ ίκι-κ)-δ) -60 Ὁ-- χι Ξ- κ; ἡ χινκ,-ά Ξ ὐ. 


΄Ἄρα η Ε{ ὅεν εἶναι 1-1. 
2ος τρόπος. Σύνολο τιμών της { είναι τα γΕΡ για τα οποία η εξίσωση 


γ 5 κ΄-όκ-Ἱ ἔχει λύση και είναι μοναδική, 

Όμως είναι ὦίε) - [-5,9ο) και η εξίσωση δίνει για το κ δύο λύσεις 
για κάποιο γε[-δ,ορ) γιατί εἶναι χ «23/4 9(γεΤ) -22/.5. 
"Αρα η { δεν είναι (1-1). 
Ἆος τρόπος. Η γραφική 
παράσταση της Ε είναι 
το διπλανό σχήμα σύνο- 
λο τιμών της { είναι 
τα σηµεία του άξονα 
γ΄ που αντιστοιχούν 
στην προβολή του δια- 
γράμματος της ΕΤ. 
Ἀν απὀ κάποιο σηµείο φέρουμε ευθεία (ε) παράλληλη προς τον άξονα κχ΄᾽ αυ- 
τή τέμνει το διάγραµµα της ἔ σε δύο σηµεία Άρκαι Β. Επομένως η { δεν εί- 
ναι Ἱ-]. 
Ἀν τύρα σαν πεδίο ορισμού της { θεωρήσουμε ένα απὀ τα υποσύνολα 

Φι(ϱ) -ἴδε,ια) ἡ Φε) - (-α,2) του (4) τότε η Ε είναι 1-1. 
Πράγματι έστω ότι {: {2,9} [-5,.00) µε τύπο Ε(κ) -χ-όχε] τότε 
αν Χι νὰ: Ε[2, νο) και ΕίΧι)  Είκε) --- κἰ-θχεν! " κί-θδχεν] 

(χι -χο)(Χικκ2)-θ(κι-χ1) 5 0 (κι -χο)(χινχο-4) -ὐ-- 

«κι - κο γιατί Χι-ό ἑ 0 επειδή µε κχισ2 και κ»2” 

οχι χ; 24 -- Χιςκ)-ό» 0, ΄λρα η ἕ είναι (1-1). 
Ὅμοια εργαζόµαστε όταν πεδίο ορισμού της { θεωρήσουμε το 2.5) -(-α,2) 
ακολουθώντας ένα οποιοδήποτε τρόπο απὀ τους παραπάνω. 
9. ᾿Εστω η συνάρτηση {: Ἡ”-"Ἑ µε τύπο (κ) Ξ κκ ολχ/µ, κ,λμΕΕ και 

κύο0. . 
Να εξετάσετε αν η { είναι (1-1) 

Απάντηση: Άρκεί να Βρούμε δύο χΕΒ µε χι κ, καθνα βρούμε τα αντίστοι- 
χα ΓίΧι),Γ:Χ2) αν συμπέσει Ε(Χι) - Είχ.) τότε η { δεν είναι 1-1. 
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Επειδή στον τύπο της { το µ είναι ανεξάρτητο από τις µεταβολές του 
χΕΕ την { την γράφουμε Εκ) -κ;(κκελ]»μ. 

Οι τιµές που µηδενίζουν το γινόμενο κ΄᾽(Κχ»λ) είναι κ- 0 και κ- -ᾱ- 
που είναι οι ποιό κατάλληλες για να Ὀώσουμε στο χ έτσι ὡστε η {να γί- 
γει ανεξάρτητη του χ. 

Για να υπάρχει όμως η µια απὀ αυτές θα πρέπει για τον κ να διακρίνουμε 
δύο περιπτώσεις: 

1) ΄Ἔστυ κ ἑ 0 τότε µε χι - 0 και κ; - -ᾱ έχουµε Είχι) - µ και 


είχε) « ε(--ᾱ-) - µ. Δηλαδή (χι) -«Είκε) και η {δεν είναι (1-1) 


Αν κ - 0 τότε η { γίνεται Εικ) - κκἷ-μ και µε Χι - Ἰ και κ; - -Ἱ έχουμε 
{(1) - κ»μ και {{-Τ) Ξ καμ. Δηλαδή Είκι) Ξ- Είκ/) - καµ 
"Άρα και πάλι η Ε ὅεν είναι 1-1. 


10. Η συνάρτηση {: [-τ, 1] »»Ἐ ορίζεται απὀ τον τύπο 
-ο, κ - -ἶ 


(κ) «πμ. -ἲ«κς]Ἱ 


ο ,κκ- Ί 
Λείξετε ότι η { είναι (1-1). 


Λύση: Στο σύνολο {-1,1] θεωρούμε την εξίσωση ν -{Είκ). 
1) Αν νυ - -αω τότε υπάρχει ακριβός µια λύση ηκ - -ἶ 
11) Αν Υ - 2 τότε υπάρχει ακριβώς µια λύση η κ - 


444) Αν ΥΕΧ τότε Ἰ εξίσωση "Ὅτῃ --- (ΧΥΣ0 και |Υ/ "τοτατ ) 


γιατί Ιχκίςἶ -«-- (χγε0Λ |κ| "πι κ "Ὅττ 


"Αρα υπάρχει μοναδική λύση 


11. Εστω η συνάρτηση Ε: Ἡ:»Τ µε τύπο Εκ) -αχβ, αρβεξ, αςῦ. 
Δείξετε ότι η Εἔ είναι αντιστρέφιµη και είναι: 
εν Ν.Ε µε εκ) - -- (κ-β). 
Απόδειξη: Ίος τρόπος. ᾿Εστω γΕΡ θεωρούμε την εξίσωση ν - αχιῦ --- 
αχ «γ-βεςκ :-Ἱ- (-β) η οποία Υ νΕΕΡ έχει µια και µόνο πραγµατι- 


κἡ λύση κςλΒ. 
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Επομένως η { είναι αντιστρέύιμη και έχουμε ΕΣ(χ) .--7-β) και αν ονο- 

µάσουμε κ την ανεξάρτητη μεταβλητή της αντίστροσης έχουµε: 

(κ) .--- (κ-α). 

2ος τρόπος. ᾿Εστω Χι,κ2ΕΒΕ µε Χι ὁ κ; -- αχι ὁ αχ; -οαχινβ 6 αχβ-- 
πο (χι) 6 Είκο). πα η Ε είναι (1-1). 


Επειδή δε είναι {Ε(Λ) - - ὅίΕ) είναι και επί επομένως η { είναι αντισ- 
τρέύιµη κ.λ.π... 


12. ᾿Εστη η συνάρτηση {: {[-τ,2) -. [1,7] µε τύπο Εκ) -2χ.α. 
Δείξετε ότι η Ε είναι αντιστρέφιµη επί του [1,7] και βρείτε τον τή- 
πο της {λ(κ). 


Λύση: Ίος τρόπος. ΄Εστω γΕ{[1,7] θεωρούμε την εξίσωση ν - 2χε1--- 
ουχ «Υγ-ὸ -- κ :Σὸ που ” ΥΕΤ1,7] δίνει μοναδική λύση. 


Άρκεί να δείξουμε ὁτι η λύση αυτή είναι παραδεχτή δηλαδή ανήκει στο 
[1,21]. 


Ἔχουμε: χε[-1,2] --- -ἰς ν 


5 2 ο 25γ-25ή --15γς7 
ρα η { είναι αντιστρέφιµη επί του [1,7] και είναι 
ΓΠ(Υ) - Σά νΝ νε [1,7] και αν σαν ανεξάρτητη μεταβλητή θεωρήσουμε το 


κ έχουµε: ϱτ(κ) «ο νκε[ι,τ]. 


Ζος τρόπος. ΄Εστω κι,κ» Ε[-],2] τότε Ε(κι) - Εκ) --- χι - ὂχικᾶ 
-- χι -Χ;. Ἆραη {είναι (1-1) και επί. 


Γιατί είναι ν - 2χε} --- γ . και επειδή χε([-1,2]--- 

----Ὁ ο ἀς2----ἓκγ-θκ4 1 νκ]-- 514) - [1]. 

Επομένως η { είναι αντιστρέφιµη και είναι ΕΥ) - Σο ννε[τ,]]-- 
ορ 7]. [1,2] µε τύπο {71(κ) σὲ ὁ 


13. ΄Εστω η συνάρτηση {: (-τ, 1) Ῥ µε τύπο {ίκ) "τετ 
Λείξετε ότι υπάρχει η ΕΣ και να βρεθεί ο τύπος της. 
Λύση: Ίος τρόπος. θεωρούμε την εξίσωση Υ - τσ [’ "πτπρκΥ Σ0] 
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γιατί κε(-Ί,ΤὮ) --- (1) κ) - κ, κ 50) --- 
| 
---(|κ] τμ νλρν χΥ ε0)--- κ "τπτ οπότε Υ ΥΕΡ Ἰ εξίσωση έχει µονα- 
δική λύση χΕΝΜ, αρκεί να δείξουμε ότι βρίσκεται στο (-1,]). 
| 
χουμε χε(-τ,τ) --- κ κἵ --- τοι γ.γ) -- 120 
που ασχύει Υ νΕΒ. Επομένως η Εἔ είναι αντιστρέὀιµη. 


. .1 - 
Είναι δε ΕΤ (3) ην και αν θέσουμε στην θέση της μεταβλητής Υ το κ 
έχουµε Γ}:Ἡ-(-Τ, 1) µε τύπο {7 1(ὰ) - τεστ: 


έος τρόπος. ΄Εἔστω Χι,κοΕε(-ἲ,Τ) τότε 

ἔεκι) Εκ) τῖστ . τοῖς. --- (Χικ2 2 Ακι(Γ- ικα!) - κε(1-|κι |)» 
(κικεεό Λ Χι-κο «Χι κο! -χοΙκι)) χι. Χλ. 

"ρα η { είναι (1-1). Επίσης είναι: 


γ ατα ου ε0, ΙΥ] αι ὸ ο (/χ| πάν. ΧΥ 20) 

"Αραµε κχε(-τ,) -- [κ «ἵ --- τογτ: Ίο!» Υ ΥγΕΓΣ. 

ἐποιένως ὁδ({) --Ἡ και η { είναι επί συνεπώς είναι αντιστρέφιµη κ.λ.Π., 
Για να είναι δεχτή πρέπει-ἵ «κκ Τ--- -ἶ τπτ { -- πο ] ΓειἹ--- 


«|! «Ἰ91Υ) ---Ί20 που ισχύει. Επομένως σε κάθε µια απὀ τις περιπ- 
τόσεις η εξίσωση Υ - Ε(κ) έχει ιοναδική λύση. 
"ρα η Ε είναι (1-1) και επί. 


14. θεωρούμε τη συνάρτηση {: Ἡ»(-1,1) µε τύπο Είκ) "το 
Δείξετε ότι η Ε είναι (1-1) και επί. 

Απόδειξη: Ἡ { γράφεται µε πολλαπλό τύπο και είναι: 

ηστι χεῦ 

Για να δείξουμε ότι εἶναι (1-1) αρκεί να δείξουμε ότι είναι γνήσια µο- 

νότονη στο 24). 

Ἔχουμε απὀ τον πρώτο τύπο της { αν θεωρήσουμε την ορίζουσα 


δἂ - | ἡ «120 -- {4 στο [0,). 


(κ) - | οπότε 26) -(-ω,0) 0 [0,.οο) -Ε. 
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Ξ1»50 -- {4 στο (-ῶ,0) 





όμοια απὀ το δεύτερο τύπο έχουµε ὃ - Ι « 


και αν κι» -ἲ «κε. 1 - Πίκν) Είτε) 1) - ᾖ-- 


--6: στο Ἡ, επομένως η { είναι (1-1) επἰ του (-ἶ,1) 
"Αρα υπάρχει η Ε΄} και µε βάση γνωστή πρόταση είναι γνησίως αύξουσα επί 
του (-1,1) 


ΕΚΘΕΤΙΚΗ ΚΑΙ ΛΟΓΛΑΡΙΘΗΙΚΗ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗ 
ο-τοορἝἝραοα ατα ατα ααα τοσα” τσ ποσα σααστστ-------το σποτ τσππσ---πππππππαπππααααααααααναωνανωννννννηπωπαναπαπανααααπακπακκκκακα 


3.27. Η εκθετική συνάρτηση. 

Ισχύουν οι υὔιότητες: 

1. αἲ 50 ν κΕθ (0 - σύνολο των ρητών) 

2. αἩ - Ί,μεα - Ί, χεθ 

3, ασ) -αἳ Υ χΥεο 

4. αἱια) - αἲ» Υ Χγεθ 

5. (α.) -αἱ Υ ΧΥΕΟΘ 

6. (αβ)” - α.β" νκερ 

Ἀν ΧΑ9 τότε ορίζεται το σύμβολο α”Ά και είναι µια συνάρτηση {: Β-Ε" 

και τύπο {(Χχ) - α”. 

Η παραπάνω συνάρτηση ονομάζεται εκθετική συνάρτηση µε βάση α, και έχει 
Φ({) -Ἡ και οί) - Β", 

Ισχύουν οι ιδιότητες: 

1. Ανα» Ἱ--α”!{ στο Π. 

2. Αν ὐκας Ἰ-- αΆἵ στο Ε. 

3. Ἀνα- Ἱ--α” - Ί-- αΆ - σταθερή στο Β. 

4. Αν χ»0 και α»β -- αἲ »β”, 

5. Αν κ-ςθ και α»2β --α” «β”, 

δ. Η Είκ) - α” είναι (1-1) 

7. Ἡ Ε(κ) - αἲ είναι επί του Ἡ". 

8. Ἡ Εκ) - αἲ είναι αντιστρέφιµη. 


9 Ἡ Ε(κ) - α” έχει γραφική παράσταση 
την: 
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3.28. Η λογαριθµική συνάρτηση. 


Η εκθετική συνάρτηση {: Γ ΕΣ µε Εκ) - α” (0 -α ἑ 1) είναι (1-1) και ε- 
πί του ἨἨ. Αρα υπάρχει η αντίστροφη της {”} και είναι (1-1) και επί. 
Την συμβολίζουμε µε Ε) - Ἴσαα και την ονομάζουμε λογαριθµική συνάρτηση 
µε βάση α. 

Η τιµή της Ίσφα στη θέση κ ονομάζεται λογάριθµος του κ µε Βάση α και συμ- 
µολίζεται Ἰοα6αχ. 

Ισχύουν: 

1. } - αχ --- χ- Ἰοψ και για την αντίστροφη Γ΄ (κ) - Ἰοψωκ. 

2. αἳ -Τ---0 - Ἰους! 

3, α -α”--Ι - Ἴοψα 

4, κ- απ κει 


ϱ, Ίσθωχ - Ἴρες- 
Ιδιότητες της λογαριθµικής συνάρτησης 
!, Ἰοφαίχγ) - Ἰοφωχ]οφιΥ , ” κ ΥΕΡΣ, ὐ-α 6 Ἱ 


ἐ. Ἰοφαί ---) " Ἰοφωχ-]οβο),  Χ,ΥΕΒΞΙ0 «α α ] 
4. Ἰοψωχ” - ν]οφαχ. ν χΕΜΊ, νεΡ, θα 


... 


.. Ίοφα νΧ .-- 166.« 


Χ»Υγ20 αν α» Ί 

θ«χ«εγανθ-«ας Ἱ 

. Αν Ἰουμχ -Ἰοφγ κ -Υγ»20,0«αέ ] 

ο Αν α» Ί τότε η Ίοφαι είναι 2 στο Βᾖ. 

ο Άν θκας Ί τότε η Ίοφα είναι Σ στο ΕΣ. 

.. Πεδίο οφισµοή της λογαριθµικής συνάρτησης είναι το Β:. 

10. Σύνολο τιµών της λογαριθµικής συνάρτησης είναι τοξ. 

11. Το σύμβολο Ίοα 6 λέγεται δεκαῦικός λογάριθµος του θετικού αριθμούς 
και βάση θεωρείται το 10 που παραλείπεται. 


. Αν Ἰσοι » Ίο 


ο ο πα σι ω 


13. Ἡ λογαριθµική 
συνάρτηση έχει γρα- 
φική παράσταση την; 





ρὸ 
-- 
Ρ. 


ΛΥΜΕΝΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ 
Ἕτ-- κ«--- υ ᾿} 


Ἱ. θεωρούμε τις συναρτήσεις {,9,ὴ µε {(Χ) -2Χ, α(χ) - 3”, Π(κ) -5”, 
ΧχΕΘ, Λείξετε ότι: 


1) οί -ᾱ-}αι -) .9 
1 να )11 κ 125 
111) Ε(4)9(4) - 1296, 
ν 4 
Λύση: {) Είναι οί -π-)οι-δ-) 318 «4. 43 «3-9 
Π) Είναι ἵ -ῦ-)11 «(51 1-8). 5) - 12ο 
111) Είναι {(4)4(4) - ο”3" - 6" - ρος. 
2. Δίνεται η συνάρτηση { /ε {ι(κ) - α”. Να υπολογίσετε τον α έτσι ὥστε 
ΕΤ) (3) - 81 
Λύση: Είναι {α(1) Γα(3) - ΒΙ «--αἷα) - 8! «--α" «Ίωνα - 3 


3. Δίνεται η συνάρτηση { µε {(κ) - (2) 

Μα βρεθεί το ευρύτερο υποσύνολο του Ἐ στο οποίο ορίζεται η Ε, 
Λύση: Πρέπει η βάση να είναι θετικός αριθµός. Δηλαδή: 
του. (2κ-Τ (κ) νθ- κ ο κ«-ὂ εποµενως 98) - (-α., -θ) 


(1. νο). 


4. Δίνεται η συνάρτηση { µε {(κ) - (ο) 


ια βρεθούν οι πραγματικές τιµές του λ έτσι ώστε η {να είναι γνήσια 
φθίνουσα. 


Λύση: Πρέπει η βάση να είναι μικρότερη της µονάδας κπι θετική, 


Ληλαδή: «ιτ « 1 --- (ον .0Λ δείς «1]9-» 


---((λ-Τ)(4λ-1) 0 Λ στ -1«0) -(λλ1ἡλ« ο. λ- αν «0)-- 
1 


ν(λ» Ί ἡ λ-ς-- και Τλ- τος «ο) «(λ» Ί ἡ λ«1- και πκἈιο θές 


3 3 2λ-] 


«-(λ» Ί 1... και λ(0λ-1) 20) «-- (λ- 1! ή λ - και λ . ἠλς0)--- 
8 
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αλ «0 ήλ»] 
Αρα αν λεί-»9) (1Η σι τότε η Ε εἶναι γνήσια σθίνουσᾶ, 


} .. 4 
ί 2 , 1 

[ία προσδιορίσετε τα πραγματικά κ τα οποία τις επαληθεύουν., 
Λύση: Ἱ. Πρέπει χ;-θχ-1«θ «-ν- κ΄ -δὐχκκδ-ο ς «-ν (κ-2)1-5- 0--- 
--υ(χ-ὂ- ο) (κ-29/) «0 2- «κκ 2ο. 
"Άρα τα χΕἩ που επαληθεύουν την (1) είναι χε(2-νὸ2Ὀ] 


5, Δίνονται οι ανισόσειο; Ἱ, ο ο 1 


« 
2. Πρέπει: ὑχτ-ἴθ« «-- κ2-10 «0 --- (κ-δ)(κάλθκ-- -ὅ «κ-δ, 


6. θεωρούμε τις συναρίήσεις { και 93 µε; Ε(Χ) ο. ο(χ) - .λα 


και αΕΕΒΣ- 1). Δείξετε ότι;: 
ϱ) (κ) -φ.(κ) -Ἰ, 1) (κ) - Ε(κ)1(Υ)σ(κ)α(γ) 
11) ο(κεγ) - Ε(κ)ο(γ){(γ)αί(κ). 
Λύση: ἵ) Είναι Εκ) -αἳ(κ) - (-π-σα-- ο) -( σσ) κα νε, 
αφ εν 
1). Έχουμε: {(κ){(Υ)Φ(κ)6(ν) «γρ, πο ν ατα. ασ 


ανα να Ἁ να-κ.ν . αἲ  -ᾱἳ Ὑ-α” αγ α΄ 2 γ2α 
πο ον ο αν ων. π δν ἵᾱ- το τα 4 - 


πάγια 
5 τα, Ξ {Τ(κ2Υ) 


1) Είναι Ε(κ)ο(γ)Ε(γ)ο(κ) - Αα, αν ο» ντ ͵ 


.α”..-α”.Ὕ να”. αν αἲ" «ο αν" «ασ. , 2α”-2α”" 
4 σσ πας ο το πο ντ 


π-- - ϱ(Χ3Υ) 

7. Δίνεται η συνάρτηση { µε {(κ) - (ὗ ες δν, 
Δείξετε ότι είναι γνήόίως «φθίνουσα. 

Λύση: θέτουµε φίχ) - (Φ , ο(κ) - ( και Πχ) - 10 


Είναι όµως η φί στο Ἡ η αἵ στο Ἡ και η η σταθερή. Επομένως το άθροισµα 
τους είναι γνησίως φθίνουσα συναρτήση στο Β. ΄Λρα η { είναι γνήσια φθί- 
νουσα στο Ε. 
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Β. Δίνονται οι συναρτήσεις { και 9 µε Ε(κ) -2 13" και οκ) «23 
Να λυθεί η ανίσωση Εκ) :α(κ) (1). 


... 1 


Λύση: Η (1) ο ο. «2 
--- κ] νκ1-ᾷ1 -ο-- |χ[-Ικ]-δ10 --- Ιχ{1-Ιχ/-δεθ--ν 
(κο) 1χ|-2) {0 «-- Ιχ/-210 «ν χ»2ἠκλ-ὂδ 


.. 
1”... 
λ .Ἱ-- 


5. Δίνονται οι συναρτήσεις Γκαι ϱ µε τύπους: 


ε(κ) - - 


Να βρεθεί το πεδίο ορισμού των. 


Λύση: το πεδίο ορισμού της { θα είναι τα πραγματικά κ για τα οποία ισχύ- 
ει: (κ -7κεΙσ:0, 25-κ” «0,1 «-- ((κ-δ)(κ-3) 0, (5-κ)(ξ9χ) 20) --- 

ο Ιχλ4ἡἠχς1λκαι -5«κ«δ ο χε(-5,2) ὐ(4,5) -- 24) -(-5,λ)υ 
υ(4,5). 
Το πεδίο ορισμού της 9 θα είναι τα πραγματικά χ για τα οποία θα ισχύει: 
(4-κ” 52 Λχεζ)-- 4-κ” α2,κΕ7 --- χεῖ, κ2«2 «-ν(-ψσχς ο κεχ)]--- 
---Ζ(ᾳ) - {-] 0.1). 


α(κ) - 1ο ”.4-κ7 


10. Δίνεται η συνάρτηση { µε τύπο Εκ) - Ίο κει]οφ/Ἴ6-κχ7 
Να βρεθεί το πεδίο ορισμού της Ε. 


Λύση: θα πρέπει: {0 «κε {1 Λ Ἰοφ/[6-χ1»0)--- 

«(0 «κεῖ 6 1 Λ Ἰοφ/δ-χ”» Ίο!) --- (0 «χει 1 δκτνι Λ 
Λ/16-χ” 20) --- (-Ίέκ, κ/0, -ᾱεχ «4 /δ-κτ»])--- 

(κκ, κ 0, -ὅ «κά, -ὖδ«κ«/ᾖδ)--(-"«κ«θ,θ«χ«ήξ]--- 
--- 28) -(-τ,ο) ὐ(0ΝΤ5). 


΄Ἔστω η συνάρτηση { µε αλ ην πν Ἱπ 153- 
Δείξετε ότι: {(κ)(Υ) - { ᾖ) 


Λύση: Είναι {(κ)«{(γ) - Ίη -” βεμνο η 11Σ-, τα. (1) 


ώ 1 Χγεχη 1 Χ)Υγ( Ταχ 
και {Τί ώ σν3 πα ταν -κ-ν Ἱπτ[ττκ[-γ[Τκκ 
τοῦ 


κκ Ταχ 1. 
ΠΕΜ τ.-μκ-. Ὦ- ο. 
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Από τις (1) και (2) -» Ε(κ)«Ε(Υ) τε) 


12. Να βρεθούν οι τιµές του αξΕΕ έτσι ώστε η συνάρτηση { µε 
ϱ(κ) -Ἰοψι(κ7-2(α-2)χια΄-4). Να ορίζεται } χΕΒ. 


Λύση: Πρέπει: χΖ-2(α-2)κα΄-4 20 Υ χεκ (1). 

Η σχἑσή (1) είναι τριώνυµο δευτέρου βαθμού και επειδή πρέπει χεΏ να 
είναι θετικό δηλαδή οµόσημο µε τον συντελεστή του χ΄ πρέπει η διακρίνουσα του 
να είναι μικρότερη απὀ το μηδέν. 

Δηλ. ἂ «0.» 4(α-2) Τ-Δ(α7-4) «0---- (α-2)'-α”.4 «θ-. 

---αἳ -4α.4-α1.4 «0 --- -4αι8 «0---αλ2. 

ρα η { ορίζεται Υ χΕΒ όταν α»2. 


4131. Δίνεται η συνάρτηση { µε Γκ) - Ίοα. χ]οφ(2”-κ) και 0-α ή  Ἱ. 
Να βρεθεί το πεδίο ορισμού της Φ{Ε] και να δειχτεί ότι η Γ στο 
Φ({)-{1} διατηρεί σταθερό σηµείο. 


Λύση: Πρέπει (χΧ»0 Λ2-κ20).”.0.κςξ -- 28) - (0,2). 
Για να δείξουμε ότι η ἔστο 2(0)-(1) διατηρεί σταθερὀ σηµείο αρκεί να 
δείξουµε ότι 10ᾳφ.χ]οφ1(2-χ) »0 (1) ν κε(ο, 1) ὐ (192). 
µ(1)- ρα --- 190.19Η/2-Χ)..0 --- Ἰουχ]οο(2-χ) «0 (2) 
Διακρίνουμε τις περιπτώσεις: 
{) θ«κς1”-.]οφχ «9 οπότε αρκεί να δείξουµε ότι Ἰου(2-κ)»0-.. 
---Ἰου(2-χκ) » Ίου) --- 2-χ»21--- ΧΙ που ισχύει. 
14) Ί«κ«ς2 --Ίουκ » 0 οπότε αρκεί να δείξουµε ότι Ἰου(2-χ) «05: 
«-- Ἰου(2-κ) «1ου! --- 2-κ «1 --- κ» ] που ισχύει, 
"Άρα η { διατηρεί σταθερό σηµείο 


3.29. "Αλλες χαρακτηριστικές εξισώσεις. 
ΑΛ. Εξίσωση κύκλου µε κέντρο 

την αρχή των αξόνων 

(α) κ”: - ϱὗ (ρ - ακτίνα) 

Η (α) --- Υ)ς ρ/-χή 

--- ν-Αήρ2-χὲ (β) 

Η (Β) δεν είναι συνάρτηση. 
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Οι εξισώσεις Υ - ψρ-κ” και γι - -/ρ-κΣ είναι συναρτήσεις µε κοινό πε- 
δίο ορισμού το [-ρ,ρ] η ένωση των γραφικών τους παραστάσεων δίνει τη 
γραφική παράσταση του κύκλου, 

Ἱ. Ἡ εξίσωση του κύκλου µε κέντρο το σηµείο κία,β) και ακτίνα ϱ είναι: 
(κ-α) "9(Υ-β)” -ρ”. 

2. Ἡ ευθεία ΧΧ4ΥΥ:Ι - ρ εἶναι η εφαπτομένη του κύκλου (α) στο σηµείο 
(Χχ,Υ}) αυτού, 


Β. Εξίσωση παραβολής. 
Το σύνολο των σηµείων που ισαπέχουν απὀ ἑνα σταθερό σηµείο Ε και απὀ 
µια σταθερή ευθεία 4 
βρίσκονται πάνω σε 
µια καμπύλη που ο- 
νοµάζεται παραβολή. 
µε εξίσωση: 

{- 2ρκ (Ἠ) 
Η Ε λέγεται εστία 
και η (5) λέγεται διευθετούσα η απόσταση της εστίας απὀ την (δ) είναι Ρ 





θι συντεταγμένες του Ε (-- 0) και η (δ) έχει εξίσωση την κ - ---- 


Η (Ἠ) -- ν - 5χ --- (Υ -δδκἡ ν - «2Ρχ) 
Επομένως η παραβολή είναι η ένωση των γραφικών παραστάσεων των δύο συνα- 
ρτήσεων µε τύπους γ - βχ και γ - -/δΡχ και πεδίο ορισμού το Β. 


Παρατηρήσεις. Ἱ. Η ευθεία γγι - Ρίκεκι) λέγεται εφαπτομένη της παραβο- 
λής στο σηµείο (χι, νι) αυτής, 

2. Αν την κάθετη απὀ την εστία Ε στην διευθετούσα την αν σαν άξο- 
να νν΄ τότε η εξίσωση της παραβολής θα ήταν χἲ- 2ργ -- - -ρ- χ.- 


5 αχ’ .. α) 

"Άρα το τριώνυµο το Β΄ Βαθμού παριστάνει γραφικά παραβολή) 
Η εστία στην 2 νε συντεταγμένες Ε(0, τς) και η διευθετούσα έχει ἐξί- 
σῳση την Υ - - ας 0 


Γ. Εξίσωση έλλειφης. 
Το σύνολο των σηµείων που το άθροισµα των αποστάσεων τους από δύο στα- 


θερά σηµεία Ε, και Ε; 
που λέγονται εστίες 
είναι σταθερό και ίσο 
µε 2α βρίσκονται πάνω 
σε µια γραµµή που λέ- 
γεται έλλειψη και ε- 
παληθεύουν την εξίσω- 
ση: 





., 


ντ” Ί 
΄Όπου α”-γ΄ -βὲ Ει(-ν,0) και ΕίΥ,0). 


Παρατηρήσεις. 


{. Ἡ απόσταση ἆ των εστιών λέγεται εστιακή απόσταση και είναι 2Υ. 


2. 0 λόγος , λέγεται εκκεντρότητα της ἔλλειψης. 
α 


4. ἩΗ ευθεία δὲ . κ... - Ί λέγεται εξίσωση της εφαπτοµένης της έλλειψης 
Η ἐλλειψφη είναι η ένωση των γραφικών παραστάσεων των συναρτήσεων 
{(κ) - βή--ᾱτ-και-Ε(κ) «βΆ- -ἂτ-με κοινό πεδίο ορισμού το [-α,α]. 


Δ. Εξίσωση υπερβολής. 

Το σύνολο των σημείων 
του επιπέδου των οποί- 
ων η διαφορά των αποσ- 
τάσεων από δύο σταθερά 
σηµεία Ει(-γ,0) ,Ε2(Υ 0) 
απολύτως λαμβανομένη εί- 
ναι σταθερή και ίση µε 
ζᾳ βρίσκονται πάνω σε µια γραµµή που λέγεται υπερβολή και έχει εξίσωση: 


Ἔτ ντ |. 


΄Όπου γ;-αῖ -β2, 





Παρατηρήσεις: Ί. Ἡ απόσταση ἆ μεταξύ των εστιών λέγεται εστιακή απόσταση 
και ο λόγος --- »Ί λέγεται εκκεντρότητα της υπερβολής. 
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- ἹἸ λέγεται εξίσωση της εφαπτοµένης της υπερβολής 


Β 
5 και Υ ---- λέγονται οι ασύµπτωτες της υπερβολής 


2. Η εξίσωση "ο - 


3. Οι ευθείες Υ - - 
4. Ἡ υπερβολή είναι η ένωση των γραφικών παραστάσεων των δύο συναρτήσεων 
{(χ) -β σσ -Ί και-Ύ(κ)«β// Στ -ι µε κοινό πεδίο ορισμού το 

(-.,-α] 6) [ᾳ, ορ). 


ΛΥΜΕΝΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ 


1. Να βρεθεί η εξίσωση του κύκλου που έχει: 
1) Κέντρο την αρχή των αξόνων και ακτίνα ρ - 2. 
11) Κέντρο το σηµείο Κί-2,-3) και ακτίνα 
111) Κέντρο το σηµείο Κί4,-1) και διέρχεται από το σηµείο (7.3) 


Λύση: Τ) Η εξίσωση είναι κζεγ: «23, 

{4} Η εξίσωση είναι (κε2)29(γ93)7 - (43) 

111) Αρκεί να βρούμε την ακτίνα ρ του κύκλου, 

Αλλά γνωρίζουμε ότι η απόσταση δύο σηµείων µε γνωστές συντεταγμένες δί- 
νεται απὀ τον τύπο: ἆ «{κι-κε]τ»(γι-γε). οπότε 

ρ- 4-7)1ν(-1-3)3 -δεῖδ - 5 -5 

Επομένως η εξίσωση του κύκλου είναι (χ-4)21(γ«1)1- 25. 


2. Δείξετε ότι η εξίσωση κ΄. «2χ-10ΥΕ7 - 0 παριστάνει κύκλο του οποίου 
να βρεθούν οι συντεταγμένες του κέντρου και η ακτίνα του. 


Λύση: Η εξίσωση γράφεται: κζεζκεΤνγ1-2.5γ25-25.6 - 0--- 
(χε!) 21(Υ-5)1-19 «0 --- (κ!) 2(Υγ-5)ὸ (19). 
Επομένως παριστάνει κύκλο µε κέντρο το σηµείο Κί-ἰ,δ) και ακτίνα ρ - 6 


3. Να βρεθεί η σχέση μεταξύ των α,β έτσι ώστε η εξίσωση Υ - αχ.β να εφά- 
πτεται του κύκλου χ;9γ΄ -ρ. 

Λύση: Για να εφάπτεται η ευθεία στον κύκλο πρέπει το σύστημα 

(χκ19γ” - ϱ ΛΥγ- αχεβ) να έχει µια µόνο πραγματική λύση. 

Αντικαθιστούµε το Υ στην πρώτη εξίσωση και έχουµε: 

(αχ.β) εκ” -ρἆ --- αχ; ε2αβχεβ” οκ” -ρἆ ----- (αἲ ν1)χ292αβχ.β/-ρᾗ «0 (1) 

Για να έχει το σύστηµα µια µόνο λύση πρέπει η (1) να έχει διπλή ρίζα δηλ. 

πρέπει ΑΔ - 0--- α”β]-(αἳ 1) (β1-ρ03) «0---α”β]1-α7β1αῖρ-β1ορ: «0θ--- 

---ρΊ(αἲ 1) -«β;. "Αρα η ζητούµενη σχεση είναι: ρ2(α2.1) -β. 
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4. Δίνονται οι εξισώσεις Χ;9Υ" - λ και ΑΧΑΒΥ -Γ µε ΑΙ Β 40. 
Να βρεθεί η αναγκαία και ικανή συνθήκη ώστε το σύστημα των δύο εξιόώ- 
σεων να έχει µια µόνο λύση. Αν δε Χο,γο είναι η λύση αυτή, τότε δεί- 
ξετε ότι η εξίσωση ΑΧΑΒΥ - Γ παίρνει τη µορφή ΧΧΟΥΥοΟ Ξ λ' (1ἳ). 
Τι παριστάνει γραφικά η (1). 


Λύση: Επειδή ΙΑΙ«ΙΒἱ 60 -- έστω 8 608 οπότε Υ - ο... 


και η εξίσωση χζ9γζ - λ2 γίνεται: 
2 2 
κλε(--ᾱ κ. τ) .λ' --- κὸν ἠτκὰν τς -ὂ µσ κ «λ2--- 
2 2 
--- (19 στ )κ]-2 κ. κε τσ -λ- -0 (1) 


Για να εχει το σύστημα µια µόνο λύση πρέπει η (1) να έχει διπλή ρίζα. 
Δηλαδή η διακρίνουσα της να είναι μηδέν. 


2 2 : 
Είναι ἃ - ϱ----Απ.- (1 -Ἂτ οι τσ λ 2} «0--- 
ας ρν- Αν «ο-να δι «Ἡ-- 
----λ2(Α29Ρ2) «Γ2 (2). 


"ρα για να έχει το σύστημα µια µόνο λύση πρέπει να ισχύει η (2). 


Η δε διπλή λύση Χο,Υγο του συστήµατος ἐίναι: 
ἳ 2 


Χο ο ῇ-λ3 και Υο 35 .. 
Η εξίσωση ΑΧ:ΒΥ - Γ γράφεται ταν τν «Ἱ (3) και αν στην (3) θέσουμε 


. 9 και Ὅ- “1η (3) γίνεται κκ». . Τ--- ΧχΥγο 5 λ71) 


Γεωμετρικά η (1) παριστάνει την εξίσωση της εφαπτοµένης στο σηµείο 
(κο, Υο) της περιφέρειας µε εξίσωση κζνγζ -λ, 


5. Να λυθεί το σύστημα των εξισώσεων: 
Χ2ΥΖ «ΖΧΥΑΛΧΑΥ2 - 0 
2Χ3Υ 5 Ί 
και να δώσετε γεωμετρική ερμηνεία των λύσεων. 


Λύση: Λύνουμε την δεύτερη εξίσωση ὡς προς Υ και αντικαθιστούμε στην πρώ- 
τη και έχουμε: 

χλ(1-2χ)1νοκ(1-2χ) ο λκο1-2χετ - 0 --- κ νόκχ2-ὔχοΤ«Όκ-ἀἠχ” ολκε]-2κε7 - 0 
«-ν χὸν(λ-ό4) 4 -0 (1). 
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Η διακρίνουσα της (1) είναι: 

ᾱ - (λ-4)’ -Ί6 -«(λ-4-4)(λνΦ«4) -(λ-8)λ. 

Διακρίνουμε τις περιπτώσεις: 

1) Αν Α -θ---λ- 0ἡλ- 8 τότε το σύστημα έχει µια µόνο λύση την 
χ- 2, Υ - -δ, ἡ ας -ὂ, Υ - 5,και η ευθεία 2Χ4Υ - Ί θα εφάπτεται στις 
περιφέρειες κ; εγ:«2χγγ2 - 0 και χκ21γ292ΧΥ«ΒΧΑΥ2 - 0 στα σηµεία 
(κ) 5 (2,-3) και (Χ,Υ) - (-2,5) αντίστοιχα. 

11) Αν δ.0--- λ28ήλ«θ0 η ευθεία 2χ4Υ - Ἰ µετις περιφέρειες 

χζγ2 «Ζχγνλκεγ»2 - 0 θα τέμνονται σε δύο σηµεία. 


Τ11) Αν δ«0”.0ς«λ«Β το σύστημα δεν έχει καµµιά λύση που σηµαίνει ὁ- 
τι η ευθεία 2χΥγ - Ί και οι περιφέρειες δεν έχουν κανένα κοινό σηµείο. 


6. Δίνονται οι παραβολές µε εξισώσεις 
{) ν - 10χ, 11) Υγ - -δχ. 
Να βρεθεί η εξίσωση της διευθετούσας των και οι συντεταγμένες των εσ- 
τιών τους. 


Λύση: 1) Η γενική εξίσωση της παραβολής είναι γ΄ -2ρχ. ᾿Αρα πρέπει 
2ρ - 10---ρ - 5. Επομένως η εξίσωση της διευθετούσας ὃ είναι: 


χ. ---- και οι συντεταγμένες της εστίας Ε είναι εί τ .0) 


11) Πρέπει ὁρ- -δ--ρ-ς- - 5 άρα η εξίσωση της διευθετούσας είναι 


χ τα και οι συντεταγμένες της εστίας είναι ε(-ᾱ 0). 


7. Να βρείτε το σηµείο τομής της ευθείας ὰχ-2γ.6 - ϐ µε την παραβολή 
γ; - Εκ. 


Λύση: Για να βρούμε τα σηµεία τοµής αρκεί να λύσουμε το σύστημα: 


γ3 - 6χ γ3 - 4γ.12 γτ,2 «αμ 
ὀγ.ς [π. 2γ.6 -- 
3χ-2γ-6 - 0 κ. Χ .σσ- 
ο 48 
λε. κα 


«-- χ-δ,Υ-6και κ --τ-, Υ - -ὂ 





κκ 2Υ.6 

Αρα η ευθεία 3κ-2γ.6 Ξ 0 τέμνει την παραβολή στα σηµεία Αί6,6] και 
2 

Βί . 2) . 
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8. Να βρεθεί η συνθήκη µεταξύ των α,β έτσι ώστε η ευθεία Υ - αχιβ εφάπ- 
τεται της παραβολής Υ - 2ρχ. 


Λύση: Για να εφάπτεται η ευθεία της παραβολής πρέπει και αρκεί το σύστη- 


μα: (1) Υ - σχ.β να έχει µια µόνο λύση. 


γ; «2ρχ 
Είναι (Σ)«-- Υ - αχ»β |-- Υ 5 αχκβ | 
ο (ακ.β)” - 2ρκ αχ; ε(2αβ-ἐρ)χ.βῖ -ϱ (1) 


Για να έχει το (Σ) µια µόνο λύση πρέπει η διακρίνουαα της (1) να είναι 
ίση µε μηδέν. | 

Λλλά ἡ - 0--- 4(αβ-ρ)’-4α”β” - 0 ----2αβριρᾗ -0θ--ρ -2αβ. 

"Αρα η ζητούμενη συνθήκη είναι ϱ - 2αβ. 


3. Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτοµένης της παραβολής Υ: - 6χ που είναι 
παράλληλη στην ευθεία 6χ-2γ.7 - 0, 


Λύση: Γνωρίζουμε ότι η εξίσωση της εφαπτοµένης της γ΄ - 6χ στο σηµείο 


(Χο,Υο) είναι: Υγο -ἀ(χηκι) --- Υ - "νο Ἐν νο και έχει συντελεστή 


διευθύνσεως λ - ὃς . Επειδή δε θα είναι παράλληλη µε την ευθεία 6χ-2Υ47 - 


5,0 (ε) θα έχει τον ίδιο συντελεστή διευθύνσεως µε᾽ αυτήν αλλά λ(ε) - 3. 


Εποµεύως είναι: κ. -ᾗ} -- γι - 1, 


Επειδή ὅμως το σηµείο (Χο,γο) βρίσκεται πάνω στην παραβολή θα ισχύει 


Υο " δχο και µε γε - Ἰ παίρνουμε ἵ - ὄχι--- κι .. 


΄Αρα η ζητούμενη εφαπτομένη είναι: ν - ἡ(κκς-) 


10. Μα βρεθεί η εξίσωση της έλλειφης που έχει εστίες τα σηµεία 
Ει(-4.0) »Ε1(4 0) και 2α - 18. 

Λύση: Η εξίσωση της έλλειψης είναι -ᾱτ .. - Ί όπου αἶ-γ2 - β2 και 

Υ - 4 οπότε 81-16 - β;-- 65 - β2 


4 . χ2ὰ Υ ͵ χ2 2 | 
Άρα η ζητούμενη εξίσωση είναι : οστ. τε Ίν-- ο” (ὔτρ Ί 


1]. Να βρεθεί η εξίσωση της έλλειψης που περνά από τα σηµεία Α(2,0) και 
Βί1, 3) 
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χ7 : . 
Λύση: Αν τα . Ἡτ «Ί ᾖὀίναι η ζητούµενη εξίσωση θα έχουµε: 
αἶ - 4 αὖ - 4 
ον ον ] οκ. «-- 
πι ασ, ᾗ.” σενα β” «! 
α 4β 
ι κ  γ 
Άρα η εξίσωση είναι: οκ. .ι 
12. Δείξετε ότι οι εξισώσεις: 
1) 4χ79Υ -1, 2) οκ κ9γ” -30χ.18γ.9 - 0 
Παριστάνουν ελλείψεις και να βρεθούν τα στοιχεία τους. 
Λύση: Ί. Διαιρούμε τα µέλη της ὀχ” «9 - Ἰ µε το γινόμενο 4.9 και έχουµε 
, 2 1 χ2 2 - χ2 2 . 
δ- -ἷ- ο  ὃ οὐ το ] 
360 πδ ει 9 
΄Αρα α” «{-, β” .σ- και γ΄ -α-β' .τ-τ «ας 
και οι εστίες εἶναι τα σηµεία, Εεί- 0) Ει( ἐν ο) 


Η (2) γράφεται: οχ2-2, 15χιθγ292.9γ«9 -0--- δ(κ1-2.3κ)99(Υ92Υ) 99 - 0 
«--δ(χ1-2.1χκ9-0) (1 γε 1-1) 99  0-.-- 5(κ-ᾖ)ῖ -δδνο(γς1): -9-9 - 0--- 


ο ο ο κ 


όπουαἳ -9, β' -5, γ΄ - 9-5 - 4 και κέντρο το σηµείο Κί3,-1). 


13. Να βρεθεί η εξίσωση της έλλειψης της οποίας το άθροισµα των αποστά- 
σεων ενός σημείου της από τις εστίες Ει και Εξ; είναι 18 και η απόσ- 
ταση των εστιών είναι 12. 


χ2 2 
Λύση: Η εξίσωση θα έχει τη µορφή στο στ" 1. 
Αλλά 2α - 18.» α - 9 και 2γ - 12 -- γ- 6 οπότε β2 - αἲ-γ.-» 
-- β2 - β1-36 -» β2 - 45, 
; ͵ ο 
Άρα η ζητούµενη εξίσωση είναι; συ», Ί 


14. Να βρείτε τις εφαπτόµενες της έλλειψης 4χ2 «γ΄ - Ίπου είναι παράλλη- 
λες στην ευθεία Χ.Υ-Τ -0 


Λύση: Η εξίσωση της εφαπτοµένης στο σηµείο (Χο,Υο) αυτής έχει εξίσωση 


Χχο . Μόλα ΠΠ . 
1» « γγις Ἱ-- Υ σε Ἡ. Ὕς και έχει συντελεστή διευθύνσεως 
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π - 4χο 

λ 7ο . 

Επειδή δε θα είναι παράλληλη µε την Χ.Υ-Ί - 0 θα πρέπει να έχουν ίσους 
συντελεστές διευθύνσεως, 


Αρα .- -ἵ --- ὄχο - Υυ (1), Αλλά το σηµείο (Χο,γο) θα επαληθεύει 


και τη σχέση ὀκζκνο -Ί (2). Από τις (1) και (2) βρίσκουμε χι: 25 και 


γε" «Ἡ. .. Άρα οι ζητούµμενες εφαπτόµενες εἶναι: 
-χγκ. ν- Ἰ και - ἆ-κ- Ἔγ - Ί. 


χ7 2 
15. Δίνεται η ἐλλειφη στο σσ Ί και η ευθεία Υ - λκωμ 


Να βρεθεί η σχέση µεταξύ των α.,β,λ,µ έτσι ὡστε η ευθεία να εφάπτεται, 
να τέμνει την έλλειψη σε δύο σηµεία, να µην συναντά την έλλειψη αντί- 


στοιχα. 
γ 5 λχυμ 
Λύση: θεωρούμε το σύστημα: κ γ3 --- 
αρ ᾗσ” Ἱ 


κ Υ 5 λχυμ 
(β1 «λα φλμα7χγμα:-αβ” - 0 
Για να έχει το σύστημα λύση πρέπει η διακρίνουσα της (1) να είναι Σ0. 
Δηλαδή ἡ 209--λ{μ]α”-(β{ ελα”) (μ”α”- αἱ β;) :0 ---- λα νβ:-μ” 20. 
Αρα η ευθεία Υ - λχιμ θα εφάπτεται της έλλειφης αν: λα”.β7 -μ”. 
θα τέμνει την ἐλλειφη αν λαΐ β΄ »μ” και δεν έχει κανένα κοινό σηµείο µε 
αυτήν όταν λ-α:.β΄ «μ”, 


ἵ6. Να βρεθεί η εξίσωση της έλλειψης αν β - 4α και το σηµείο Α(2,4) 
ανήκει σ᾽ αυτήν. 


2 2 
Λύση: Αν σι τμχ Ξ Ἱ είναι η εξίσωση της θα έχουµε το σύστημα: 


' κ Ββ - 4αᾳ Β - 4α 
(Στ {σος -Ίκαιβ« 40) «ον 4 ἵδ. ον 5 ος 
α β πο τα»ι 2 1 
Η - 4α β - “45 
μμ... α - 345 


2 2 


"Αρα η ζητούµενη εξίσωση είναι; Ξ , ν 5 Ί 
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17. Να βρεθεί η εξίσωση της υπερβολής µε εστίες Ειι-δ.,0), Ε.(5.0) και 
2α - 8. 
| ” ᾽ 2 3 2 
Λύση: Ἡ εξίσωση της υπερβολάς είναι ιν τὰ, Ί όπου α΄ «β΄ - γ΄ και 


Υ «δεπειδήδεζα-δθ--α-θ---β2 . 25-16 - 9 
2 


2 
᾿Αρα η ζητούμενη εξίσωση είναι τε "ὅ- - Ί 


18. Δείξετε ότι οι εξισώσεις: 

1) 16χ"-9γ” - -Ί44, 11) 4χ-γ'-θχ-4γ-4 -0 

Παριστάνουν υπερβολές των οποίων να βρεθούν τα στοιχεία τους. 
Λύση: {) Εὐναι ᾱ- -ᾱ-- -1944 --- -ᾱ-νὰς -Ί 

Ἱ6 ο 

Αραα-2,β-ό,γ-ς 
11) Ἡ εξίσωση γράφεται: 4χ7-Βχ-(Υ294γ)]-4 «0 ---ϐ(χ2-2κχ)-(Υ2«ΔΥ)-4-0 
---4(χ1 χε -Τ)-(Υ294γ4-4)-4 .0--- δ(κχ-1)1-4-(Υ12)14-4 -0--- 


---ᾱ(κ-1)1-(Υ92)5 «4 ---(κ-1) - ο .!. 


"Αρα παριστάνει υπερβολή µε κέντρο το σηµείο Κί1,-2) αξ - 1, βὲ -6, 
γ2 «5, 


19. Να βρεθεί η εξίσωση της υπερβολής που περνά αήό τα σηµεία Αί(-2,0), 
Β(3,-Τ) και σε συνέχεια να βρεθούν οι εξισώσεις των ασυμπτώτων. 


. χὃ 2 
Λύση: ᾿Εστω ότι η εξίσωση είναι ο ὂτ .Ί (1) 


Άρκεί να προσδιορίσουμε τα α,β. Επειδή τα σηµεία Α και Β ανήκουν στην 
(1) θα την επαληθεύουν, άρα έχουμε: 


Ἐν. η αἲ «4 αἲ -4 
μμ ο ας α 
υπ. Ἄστα 


2 
ρα αἲ - 4, β . και γ΄ «1: και η εξίσωση είναι ᾱ- -3χ: | 
Γνωρίζουμε ὅτι οι ασύμπτωτες έχουν εξισώσεις Υ - ἒκ και Υ - -Ῥ-κ. 
Αρα έχουµε: }γ ο. και Υ - κ. 


20. Λείξετε ότι κάθε χορδή παράλληλη στον άξονα ισοσκελούς υπερβολής φαί- 
νεται απὀ τις κορυφές τις υπό ορθή γωνία (Μια υπερβολή λέγεται ι- 
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σοσκελής όταν α -β). 


Λύση: ᾿Εστω ἑνα σηµείο Αίχο,γο) της υπερβολής τότε η ευθεία η παράλλη- 
λη µε τον άξονα της υπερβολής θα τέμνει τον άλλο κλάδο στο σηµείο 
Βί-κο,γο) και αν Κ µια κορυφή της υπερβολής αρκεί να δείξουμε ότι: 


..α ο-0 9 -- 9 Ξ - 
λος” Ἡ ον Ἕρα- πα ο πα" 


«---γὺ -κζ-α' -- χ;-γί - αξ που ισχύει. 
"ρα η γωνία ΑΚΒ - Ί ορθή, 


21. Δίνεται η εξίσωση Υ - 2χελ (1) και η υπερβολή αχ .Ί. 


Να βρεθεί ο λΕΕΒ έτσι ώστε: 

ϐ) η (1) να εφάπτεται της υπερβολής 
11) η (1) να τέμνει την υπερβολή 
1114) η (1) να µην τέμνει την υπερβολή. 


Λύση: Για να εφάπτεται η {1) στην υπερβολή πρέπεί το σύστημα 


υγ - Ἔχελ 
(2): 2 1 
ᾷ -ὰς" { Να έχει διπλή πραγματική λύση 
γ- 2 Χγλ Υ" ἆχνλ 
Αλλά (7) -- ος Ἡ 2χελ): 
ο . Ξ Ί ϱχ2920λκ«4λ264 5 0 (2) 


Εποµενως πρέπει η (2) να έχει διπλή ρίζα. 
"Άρα η διακρίνουσα της πρέπει να είναι μηδέν. 


Είναι -ᾱ- «64λ2-0.64 «0 - λ- » 0 Ιλ] 3 
Τελικά έχουμε: 
{) Αν Ιλ! - 3 π (1) εφάπτεται της υπερβολής 


{4} Αν Ιλ» 3 ηπ (1) τέμνει την υπερβολή 
444) Αν Ιλί «3 ῃπ (1) δεν έχει κανένα κοινό σηµείο µε την υπερβολή. 


22. Να βρεθεί η εξίσωση της υπερβολής που έχει εστίες Ει(-3.0)Ει(3.0) 
και εφάπτεται της ευθείας 2χ-γ-4 «0. 


Λύση: Αν η ζητούµενη υπερβολή είναι ἂτ στ αν - Ἰ έχουμε επειδή 
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Ει(3,0) υγ - 32-» γ΄ - αἱ νβ' -να”β΄ -9 (1). 


χ2 2 
Επειδή δε η ευθεία 2χ-γ-4 - 0 (2) εφάπτεται της ο.” τὰ, 1 (4) 


2χΧ-γ-4 -0 
το σύστημα: {2 γἳ (Σ) έχει διπλή πραγματική λύση το 
πμ αμ, 
2Χ-γ-4 - 0 . .0 
)]-.- 2 ον. 1 - 4) 
τσ - .. . 1 (β7-4α3)κ:,16α”κ-16α7-α3β” «0 


Για να έχει το (4) διπλή πραγματική λύση πρέπει η διακρίνουσα Δ της δευ- 

τεροβάθµιας ως προς χ εξίσωσης να είναι ϐ, 

Δηλαδή: ἃ -0--- Ι6α”.4(β7-4α3)(16α7.43β3) -0--- 161β2-4αἱ -0--- 
«--4α”-β΄ - 16 (5). Από τις (1) και (5) --αἲ «5 και β2 - 4 


κ ν 
.. Ἆρα η εξίσωση της ὑπερβολής είναι α. { - Ί 


23. Όι εστίες µιας έλλειψης και µιας υπερβολής είναι οι ίδιες. Δείξετε 
ότι οι εφαπτόµενες στα κοινά σηµεία τους είναι κάθετες. 


Λύση: ᾿Εστω η έλλειψη Σετ «η (1) και η υπερβολή ἂν -ἅτι (2] 


και οι εξισύσεις των εφαπτοµένων στο σἡμείο (Χχο,Υο} αυτών είναι 


παλι δν. ! (3) και ἆ- δ- 1 (4) 


2 
και έχουν συντελεστή διευθύνσεως λι - - ος . Ἆν τα). αντίστοιχα 


Οπότε για να εἶναι κάθετες πρέπει λιλε --ἵ --- κββί «γλαλαῖ (5) 
Επεἰδή όµως το σηµείο (χο,γο) βρίσκεται πάνω και στις δύο καμπύλες 


Ἔχουμε: [τς χὶ-. 1 και -ᾱἷ-- δ-- | -- 


Ενα τα 

γΐ " α΄β{.β΄α 

Επειδή ακόµη έχουν κοινές εστίες είναι γ; - αἲ-β2 και γ: - αἶιβῖ..- 
---α-αξ -β:9βῖ (7) Από τις (6) και (7) παίρνουµε την (5). 
ΑΛΥΤΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ 


1. ᾿Εστω οι συναρτήσεις µε τύπους: 
. ἐτ (-τ0ς 1} -Ἡ µε (κ) - κ -κλ 
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2. Ε: Ε-(1,2)-- Ῥ µε Ε(κ) ο αι-- 
3. {: Ἑ-(-δ, 2) Ἡ µε (κ) οσο 


είναι σταθερές; 


2. Δείξετ. ότι οι συναρτήσεις µε τύπους: 


{ν {Ν.Ε µε έ(χ) - κ. 


- 2 
2. Ε: Ἱ- (1,2) µε Εκ) οἱ δι δν αυ 


4. {: (-3.0, 1) Ἐ µε Εκ) - κ)-θχ 
Είναι ταυτοτικές, 


3. Δίνονται οι συναρτήσεις: 
ἀχετ, κε(-δ,1) 


2χ-Ί, χε(ο,2] 


{ µε {(κχ) - | 
παν χε[-1,0] 

4 µε ο(κ) - χα, χε(ο,2] 

Να οριστούν οι συναρτήσεις Τᾳ, Γ.ᾳ. 


4. ΄Όµοια δίνονται οι συναρτήσεις { µε Είκ) «ή κ-ῖ και ϱ µε ϱ(κ) - /δεκ 
να οριστέι η συνάρτηση {.ᾳ. 

5, Να βρεθεί η γωνία ω που σχηματίζουν µε τον άξονα κχ᾿ οι ευθείες που 
ορίζονται απὀ τα σηµεία: ἵ) (-3,-6),(4,8), Τ) (103) (14-17). 


6. Ιία βρεθεί η εξίσωση ευθείας που διεύχεται απὀ το σηµείο (-1,10) και 
έγει συντελεστη διευθύνσεως 1/2. 


7. ἴία βρεθεί η εξίσωση της ευθείας που διέρχεται από το σηµείο Λί-1,3) 
και σχηματίζει γωνία π/ᾶ µε τον άξονα κκ’. 


8. Δείξετε ότι τα σηµεία ἵ) Α(0,- 2) νο, (22) 
14) Αίά 0) 0-1, 0)Γ(0,2). Ορίζουν ορθογώὠνιοτρίγωνο. 


ϕ Λείξετε ότι τα σηµεία (-3,-7},[0,-2), (6,8) βρίσκονται την ίδια ευ- 


θεία. 


10. Ίία ορίσετε τα χςΧἘ έτσι ώστε τα σηµεία ΛίΧ,-3) δν 1)νΓ(-43) να 
βρίσκονται πάνω στην ίδια ευθεία. 


11. 


13. 


Ι4. 


15. 


Ἱ6. 


17. 


19. 


ε.α... 
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μα βρεθούν οι εξισώσεις των πλευρών τριγώνου µε κορυφές τα σηµεία 
Α(-9,2)Β(3,-2),Γ(0,1). 


Στο παραπάνω τρίγωνο, να βρεθούν οι εξισώσεις των διαµέσων και των 
υψόν. 


[ια ορίσετε την εξίσωση της ευθείας της οποίας οι συντεταγμένες επί 
την αρχή είναι 1) 4 και 5, 1) ἃ,-ί, 1) -6,-δ, 


ια βρεθούν οι συντεταγμένες επί την αρχή των ευθειών µε εξισώσεις: 
Ὦ) 2χ-3γ -ᾱ, Τί) οχ-2γ - 13. 


μα βρεθούν οι συντεταγμένες του σηµείου τοµής των ευθειών (ει): 
6χΧ-2Υ-8 - 0 και (ε2): 3χγ - 14, 


ια βρεθούν οι συντεταγμένες των κορυφών, του τριγώνου ΑΒΓ του οποίου 
οι εξισώσεις των πλευρών είναι: κ-3γν! - 0, 2Χ-Υ - 0, κε - 1, 

Σε συνέχεια να βρεθούν οι συντεταγμένες του σηµείου τοµής των διαµέ- 
σων και των µεσοκαθέτυων στις πλευρές του τριγώνου, 


μα ορίσετε την εξίσωση της ευθείας που περνάαπὀ το σηµείο Αί2,1) και 
από την τοµή των ευθειών κ-γ - 2 και 2χ-3ν - 1, 


ία οῤίζετε την εξίσωση της ευθείας που διέρχεται απὀ το σηµείο τοµής 
των ευθειών ει: κ-ᾱγ - Ἱ και εε: -Χ9Δγ - Ί και είναι παράλληλη µε τη 
ευθεία 4χ-ὂν -5, 


ια ορίσετε το λ έτσι ὧστε οι ευθείες µε εξισώσεις 3χ-4γ - -ἲ5, 
347 5 Ὦν λκ-ἐλΥ-γ9λ-13 - 0, να έχουν κοινό σηµείο. 


πα προσδιορίσετε τα λ και µ έτσι ώστε η ευθεία λχεμγιά - 0, να δι- 
έρχεται από τα σηµεία Λ(-1,1), 8-54]. 


Δίνεται το παραλληλόγραμμο ΛΒΓΔ µε Λ(Τ2) Β(30)Γ(5,8) μι 3, ϱ) 
μα βρείτε τους συντελεστές διευθύνσεως των πλευρών του και των δια- 
γυνίων του, 


Δίνονται οι ευθείες Αχε(λε2)γκἈλ-! -0 
λχο(λ-Ί)γ -0 
Βρείτε το λ έτσι ὧστε να είναι: 1) κάθετες, {1} παράλληλες. 


23, 


24. 


27. 
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Δείξετε ότι οι δύο διάµεσες του τριγώνου Λί5,-7)Π(3, 1), Γ(1,-3) εί- 
ναι κάθετες. 


μα βρεθούν τα κ,λ ώστε η ευθεία (κεζλ-Ἅ])κε(2κ-λεΤ)γεδκεθ - 0 να εί- 
ναι παράλληλη στον Χ΄κ και να τέμνει τον ΥΥ΄ στο σηµείο (0,-3). 


θεωρούμε την ευθεία που περνά απὀ το (Χχινι) και τέμνει τους άξονες 
στα Α και Β. Αν (Χο,γο) είναι οι συντεταγμένες του µέσου του ΑΒ δέί- 
ξετε ότι; λ οδξον 

τν 4 νο 2 
μα εξετάσετε αν οι παρακάτω συναρτήσεις είναι άρτιες ἡ περιττές 
ϱ) εκ) «ἰχὶ, 2) εκ) -κ/]κ], 3) Εκ) - αχ" «ΒΧΣ4Υ, α,β,ΥΕΕ. 
4) Ε(ίΧ) - ημκ-συνχ, 5) Ε(κ) -χσυνχκ, 6) (κ) - χημέχ, 


Τ) ε(κ) ς ΥΓ-κ[ κ [κκ] 


΄θὀµμοια για τις συναρτήσεις µε τύπους 
ϱ” -ᾱ”ὰ , αἲ αχ 
1. (κ) - 2 2, {(κ) πό νῦκ«α /] 
3, (κ) «κὶνδημχ 4, Εκ) "τεστ 5, {(χ) -ημ2χεσυν{κ 


δ. Εκ) -Ίουί ατα 7. ει: (-ἳ 1) -ἩΒ µε (κ) - τεῖκτ 


Δείξετε ότι οι παρακάτω συναρτήσεις είναι περιοδικές και να βρεθεί η 
μικρότερη θετική περίοδος τους, 


1. ἐκ) -« ὅσυν --- ὃ. Ε(κ) -Ἄσυνα 4, Γκ) - ημᾶκ 
4. εκ) -ημ(πχ) 5, {(κ) «5ημᾶκ 6. ἔ(κ) - εοί -Ὁ-ε-δ-) 


΄Εστω η συνάρτηση { µε τύπο Είχιω) - πα, µε ωΕἩΒ σταθερὀ. 
Δείξετε ότι η { είναι περιοδική µε πεδίοδο 4ω. 


Εξετάσετε αν οι συναρτήσεις που δίδονται από τους τύπους 
1, (κ) - ημ(κ2), 2. Εκ) - αημ(θχ.σ), αξεΕ-ί0], 


3. Εκ) - ηµ(κ2-κ»1), 4. {(χ) - εφ’ -Ἱ- 


5. (κ) -συνζ2κ-εωχκ µε εε(- τν) Ἂ. 6. Ε(Χ) -εφ(χ2) 
7. Εκ) -ηµ(χεημχ), 8. Εκ) «31Η Είναι περιοδικὲς ἡ όχι. 


31. 


33. 
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Δείξετε ότι η συνάρτηση {: Ἡ» ἘἙ µε τύπο {Ε(κ) - συνχνσυν(λκ) µε λος 
δεν είναι περιοδική. 


Δείξετε ότι αν η συνάρτηση { µε τύπο {(κ) - ημχ«συν(λκ) είναι περιο- 
δική τότε λες, 


Δείξετε ότι το γινόμενο µιας περιττής και µιας ἁρτιας είναι περιττή 
συνάρτηση. 


ηα μελετηθούν ὡς προς τη μονοτονία οι παρακάτω συναρτήσεις µε τύπους, 
ι) εκ) - (λ11ελ1)κεθλεδ, ΕΒΕ, ιι) Εκ) - χε |κ-δῖς|κ-ᾶ] 
ιο) Εκ) - χ2νλχ-ό, ιν) Είκ) ότ 


εν) Εκ) - παχ(κεδ,λκ-τ), νι) Εκ) - πίπ(χεδ, -χιλ) 


37. 


νιι) Εκ) - Ιχζ-11νᾶἉκ, 


μα μελετηθούν ως προς τη μονοτονία οι συναρτήσεις µε τύπους: 


{, (κ) «χε κ 4, (κ) - |κ2-άκεδ| 
2, Εκ) στ 5, {(κ) «κ-]κε-ρ]οῇ 
3. Εκ) - ΕΙ 6. Εκ) 5 πδχ(κ2-1, κ) Μπίη(Χ, κ2-1) 


7. Ε(κ)ν(δκ- 1) -κ)ελκ-μ µε Ε - άρτια, λιμελ. 


1 ΠΠ, κεΒ- (0) 
"Εστω η συνάρτηση { µε τύπο {(κ) - χ . , ώ 
 ΧΞ 


Να μελετηθεί ως προς τη μονοτονία, 


Ἔστω οι µονότονες συναρτήσεις { και ᾳ που είναι Εκ) »0 ἡ Εκ) «0 
και ο(κ)»0 ἡ ο(κ) «0 Υ κε - Φως), 

μα μελετηθεί ὡς προς τη μονοτονία η συνάρτηση {.ᾳ σε κάθε µια απὀ τις 
δυνατές περιπτώσεις. 


(11 1)κελ κ, κς3 


κ” -2(μ.2]χιὸμ, χ» 3,λ,μεΒ,λ 60 
Δείξετε ότι είναι {1 Υ κε (-οο,}] και σε συνέχεια να προσδιοριστούν 


Έστω η συνάρτηση µε τύπο {(χ) - 


41. 
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τα πραγματικά λ, έτσι ώστε {{2) - 2 και Τ(4) - 


΄Εστω η συνάρτηση { µε ἐύπο {(κ) - κτλ . Να προσδιοριστεί ο λΕΕ 


έτσι ώστε η { να είναι γνήσια Φθίνουσα σε κάθε ένα απὀ τα διαστήματα 
(-,-λά1)}, (-λ1,οο). 


“Εστω η συνάρτηση µε τύπο {(κ) -λΙκ-Τ[(1-λ)κὴ2. 
Να προσδιοριστούν οι πραγματικές τιµές: του λ για τις οποίεςη {εί- 
ναι γνήσια αὐξουσα στο Ἡ. 


Μα μελετηθούν ως προς τη µονοτονία οι συναρτήσεις 
'. 4: [σον Ἡ µε {(χ) -χνηµκ. 


ὃ. Ἡ [θ, -ὅ]”Ἡ µε ε(κ) » χλημχ. 
3. {: {0,π] -Ἀ µε Εκ) - χ-συνχ. 


.. Ἔστω η συνάρτηση {: Ε-ΕΒ µε τύπο {(κ) κ) κκ ομχ.]. 


Να προσδιοριστεί ο μΕΕ έτσι ώστε η {να είναι αὖξουσα στο ΚΕ. 


"Όμοια για την συνάρτηση µε τύπο {(κ) -|κ-τ[»(λ1-2λ)-ἰχ-τ] 
να βρεθεί ο λΕἩ έτσι ὧστε η {να είναι αύξουσα στο Ε. 


Να βρεθούν τα σύνολα των τιμών των συναρτήσεων µε τυπους: 


χ χ2χζ 
1, (κ) ΑΣ ΠΕΊΙ 2. Εκ) ντα 
4. Εκ) «νκχτ-δχκε εκ 4, Εκ) -κὶικ2-] 


Ίνα βρεθεί το σύνολο τιµών της συνάρτησης {: [2,3] »Ἡ µε τύπο 
{(κ) -χἷ-λχας. 


Να βρεθούν τα σύνολα τιμών των συναρτήσεων 


ε. ἔτ(-οο,2) 0 (3,900) »Ἑ µε τύπο {(χ) - πο - 
ὃ. Ε: [1 -Β µε τύπο Εκ) - [χῇ-2/|κ| 


2 ο. 
ὃν [τ,δ) Ἡ µε τύπο {ίκ) - κ, τεχς3 
ὀχ-δ, «κ κςά 


4). 


40. 
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4. Ε: (-2,2) -Ἡ µε τύπο {(χ) ο. 


"Εστω η συνάρτηση µε τύπο {(κ) -/κεδ-φ κε Τε /κεΤο-δήκτ] 
ι) Να γράφετε την { µε απλούστερο τρόπο. 
ει) Να βρεθούν τα Φ({) και ὅὧίε). 


Δίνεται η συνάρτηση µε τύπο {(χ) - πα 
Να βρεθούν τα (Ε) και ὦὤκχ 1). 


να βρεθεί το σύνολο τιµών της συνάρτησης µε τύπο 
| χ2.3χ42 αν χε κ: 
ἔ(κ) ν΄ [ κενλκ-δ αν 1σκς52 


μα βρεθεί το σύνολο τιμών της συνάρτησης { µε {(κ) -|κ2-λχεδ] 


΄Έστω η συνάρτηση { µε τύπο: 

κ αν χΕ[Ι,2) 
ε(κ] - χα! αν κε[σ,1] 

ήχ-ᾷ αν χΕ[Δ,κοϱ) 

Ἱ. Να βρεθεί το πεδίο ορισμού της και το σύνολο τιµών της. 
2. Να βρεθούν τα {1} {(2) (5) Ε(κ1). 
3. Να επιλυθεί η εξίσωση: Είκε) (5) -5 
στην περίπτωση που {(χ.Ί) ἑ από µια σταθερή. 


Δίνεται η συνάρτηση Ἐ µε {(κ) - 4χ.Τ και τα σύνολα Α(-οο,-1)}, 
[2,.},{-1,-4). Να εξετάσετε αν είναι φραγμένη σ᾿᾽αυτά. 


Δείξετε ότι οι συναρτήσεις { µε {(κ) --ὂκλεῖ και 4 µε ο(χ) -4χ2-2 
είναι Φφραγµένες άνω αντίστοιχα κάτω στο Εϐ. 


᾿Εστω η συνάρτηση {ἔ µε τύπο Εκ) - . δείξετε ότι η { είναι φραγµένη 
σε κάθε περιοχήτου ἕμεξο, 


57. 


61. 
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χημχ 
Λα... 


Δείξετε ότι είναι φραγµένη στο διάστηµα {[-4,4]. 


"Εστω η συνάρτηση { µε τύπο {ίκ] 


"Εστω η συνάρτηση { µε {Ε(κ) - Ἀχ2-5χ.δ, Να εξετασθεί αν είναι Φραγ- 
µένη στην περιοχή του μηδέν. 


"Όμοια η συνάρτηση { µε {ίκ) -χ2εκ»2 στα διαστήματα {5,9οο) και - 


[1,1]. 


Εξετάσετε αν η {: Ἐ-»Ε µε τύπο {(χ) πο είναι φραγµένη στο 
διάστηµα [1,5]. 


Δείξετε ότι η συνάρτηση µε τύπο {(κ) - ατ-εκτγ είναι φραγµένη. 


Των παρακάτω συναρτήσεων να βρεθούν τα ακρότατα. 

1. Ε(κ) -αχ.β, α,βΕΒ. 7. (κ) -3χ"-2κ2-! 

2. ε: [1.3] »Β µε {(κ) --ὂ2χκεδ 8. Εκ) - |χ2-{]κκ 

3. Ε(κ) - αχ2γβχΗΥ,α,β,ΥΕΒ. Φ, Ε(Χχ) - παχ(3χ2-2χ-1,κ2-2] 


2 
δ. {: [2,5] Ἀ µε {(κ) - κ2-λκ-] 10. Ε(κ) «ἂτ λε 
δ. {(κ) «ἂν 1. ἐκ) «ἰκ-2|[2κ-1] 
δ. ἔ() « [κ-1 |κ]κ-δ]κ σα 12. Ε(κ) -1-δσυνχ. 


Για ποιές τιµές του των κ,λΕἩΒ η συνάρτηση {ίκΧχ) - ο 
έχει παχί ---πίπές και ἐ(1) «4 


"Όμοια για ποιές τιμές των κ,λΕΕ η συνάρτηση µε τύπο 
1 
{(κ) επ. έχει ΠΧ το 4 και Ππίῃ το -ᾱ, 


2 
"Εστω η συνάρτηση µε τύπο {/κ) α-ᾱτεξαλ]. µε (48) «Ε-(-!,ὰ),αξΕΒ 


1) Να βρεθούν τα ακρότατα της για τις διάφορες τιµές του λΕεΕ. 
2) Για ποιά λ η { έχει µέγιστο το μηδέν, 


Εάν α,βΕΒ: και α»β δέίξετε ότι η συνάρτηση {(κ) -ἠκ2ιαῖ-/κνβξ- 
-(α-β) ἔχει πιᾶχ το μηδέν, 


67. 


71. 


73. 


74. 
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΄0µοια αν 6: [1,9ο)»Ἡ τότε οἱ συναρτήσεις µε τύπους 
ἔ(κ) -κνκ-κᾖ-! και (κ) - 2χ"-2χ7-κὰε] έχουν πᾶχ το 0. 


Εστω η συνάρτηση {: [0,1]-.Β µε τύπο Ε(κ) -{Ι-κχι-/Τ-κτ], 
Δείξετε ότι παχῇ .-- και πίπέ - 0. 


Ίνα Βρείτε ποιό απὀ όλα τα ορθογώνια τρίγωνα µε σταθερό εμβαδό έχει 
την μικρότερη υποτείνουσα. 


Αν Χ,ΥΕΕΣ και Ζχ»3γ - 5 να βρεθεί το πᾶχ ή πίη της παράστασης 


Α -2χ29Υ7-2χ.Υ. 


Δίνονται οι συναρτησεις {: [2,4] »Ἑ µε {(κ) «2χ5 και 
/: ΕΕ µε ο( κ) - ἀχ21, 
Να βρεθεί η φο {και η ἔοᾳ. 


΄0μοια οι συναρτήσεις { και 4 µε {Ε(κ) - 9-κ2 και ο(κ) - ὄχι, 
να βρεθεί η ᾳο8, 


Δίνεται η συνάρτηση { µε {(Χ) - κχ»λ, Κ,λΕἩ και η 4 µε ο(κ) -κ, 
Να βρείτε τον τύπο της η - Γο6 και σε συνέχεια να προσδιοριστούν τα 
κ,λ έτσι ώστε ο(κ) - Λίκ). 


Ἔστω οι συναρτήσεις { και ᾳ µε τύπους {(κ) -Άχεῖ και 
.ἂνξ /}. 
α(κ) .. /π (3]. 


ι) Να βρεθεί η σύνθεση {δα 
ει) Να λυθεί η εξίσωση (Γοο)(κ) -5, 


Εστω οι συναρτήσεις {: Ε-{0)} --Ἡ-(-1} µε τύπο Εκ) - ὕκ-τ και 
3χ5 «2χ1-4 
σαιτ 


χὸν 


φ(κ) -Ε-ί- 1)» Ε µε τύπο φ(χ) - 


ι) Να βρεθεί η σύνθεση φοῇ. 
ει) Να λυθεί η ανίσυση (φο Ε)(κ) Σ4 


'Εστω η συνάρτηση {: Ἐ-(0,1} -- Ἐ-(0,1} µε τύπο {(κ) στο 


235 
Δείξετε ότι Υ κεΕ-ί0,1} είναι (51ο {ο ϱ) (κ) Ξ κ. 


Δίνονται οι συναρτήσεις 
{: Β,-Ἑ µε Εκ) - | ἡ{Τ-κ] , Οσκς1 
/χκ-τ, κ» 
και ο: Ἐ»Ἑ µε τύπο ο(κ) -κχ'-κζ-!τ, 
ι) Να βρεθεί η φοἵ και η ος. 
ιτ) Να επιλυθεί η ανίσωση (4ο Γ)(Χ)55 όταν κ]. 


΄Εστω η συνάρτηση {: Ἡ- (1) Ε-(2] µε τύπο Ε(κ) «2χοὶ 


χΧ-] 
1. Δείξετε ότι είναι (1-1) και επί. 
2. Για ποιά χΕεΕ ισχύει (Γο 6 (κ) -κ. 
"Εστω οι συναρτήσεις 4: {-6,10].Ἡ µε τύπο σ(κ) -κ.Ἀ και 
ἂχ-Ί, -δσκςτ 
φίχ) - 3χ 


..- 2.χ5ς8 
Να βρεθεί η σύνθεση 4ο9Φ και φοςᾳ αν υπάρχει. 


χ1-χαδ, χὲ Ἰ 
Εστω η συνάρτηση µε τύπο Είκ) «! κά, κ«! 
ι) Να βρεθεί η ΕΣ αν υπάρχει 


) Να βρεθεί ο τύπος της ({Γο Ε)(κ). 


Δίδονται οι συναρτήσεις µε τύπους: 

3χ, |κ] 5 Ί 1-κ2, Ίχς2 
{ία) αλ. κε! και οκ) » | κο, |κ»1 
Να βρεθεί η σύνθεση ἔοᾳ. 


Να εξετάσετε αν οι παρακάτω συναρτήσεις µε τους αντίστοιχους τύπους 
είναι αντιστρέψιµες. 

1, (κ) -(κ1-1]]κ[ικδ 2.6: [1,9] Ε µε Ε(κ) - ὀχλεκ-3 

3. {(κ) - υΤ-κ” 4. Ε(κ) - κκ] 

.. ττ Ε.Β, µε Εκ) Ξ- ἱχί-κ 


δ. {(κ) » παχί |χ-Ἡ[, Ἱ]- δἰ) 


87. 
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Εξετάσετε αν οι συναρτήσεις µε τύπους είναι αντιστρέφιµες: 
Χ, Όσκς ] - 
) το) -,ς Ίκκς2 0) το)» ὃν ὰς ἕνα 


χ.τ, χε(-οο,ῖ] 
εεε) {τ (-ο, 1] ὐ [2 9οϱ) --(-ω,2) µε {(κ) ὀχ.6, χΕ[δ, 9) 


και να βρείτε τους τύπους των αντιστρόφων 


΄Εστω οι συναρτήσεις µε τύπους: 
1. Ε(κ) «κκολ, ΚΙλΕΒ, κ 0, 2, Ε(κ)  γδι γεΚ-(ο). 


Να βρεθούν τα πραγματικά α,β,γ,δ,κ,λ έτσι ώστε να υπάρχουν οι αντίσ- 
τροφές τουςκαι να ισχύει { - 7, 


Εστω η συνάρτηση {: Β»Β µε τύπο {Ε(χ) -αχ.β, α,βΕεΒ, α 0. 
Να βρεθούν τα α,βΕΕ έτσι ώστε να ισχύει: 
δή κ) (κ) {(1-κ) «κ, Υ χεΒ. 


Δείξετε ότι η συνάρτηση µε τύπο {(Χχ) -αχ2βχΥ, α,β, ΕΒΕ και ας 0 
είναι αντιστρέφιµη σε κάθε ένα από τα διαστήματα: 


(-ω,- Φ) και (- ᾱ- ,"οο]) και να βρεθεί ο τύπος της ΕΣ σε κάθε 
µια περίπτωση. 


΄Εστω η συνάρτηση {: 7-:Ν µε τύπο {Ε(Χχ) - 


| Ίανκ -ὂ 
Να βρείτε την αντἰστροφή της αν υπάρχει. 


"Εστω η συνάρτηση {: [0,3] -» [0,2] µε τύπο 
1-/Τ-χ, χε[ο,1] 


ε(κ) - 
: σκι .κε(1,1] 


Να βρείτε τον τύπο της {1, 


λοκχ-μ, Χχὲμ 

λνα(χ-μ), χμ 

όπου λ,μ,αξξ. Να προσδιοριστεί ο αΕΒ έτσι ώστε να υπάρχει η Ε} 
και να βρεθεί ο τύπος της αντίστροφης.. 


΄Εστω η συνάρτηση µε τύπο Εκ) οἡ 
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Έστω η συνάρτηση του {; Ἐ-Β µε τύπο 
1.2χεδ, χΣ 1 

Σα) --ᾱ χιλ, κς Ί 

Δείξετε ότι η { αντιστρέφεται. 


Δίνεται η συνάρτηση { µε { (Χχ) - αἲ, αΕΕΒΔ-{1}, Να προσδιοριστεί ο 
α έτσι ώστε: 
ϱ) {α(Τ)Μα(3) «81, τν) τας ἡδ }τταί 16} - 169. 


θεωρούμε τη συνάρτηση { µε Εκ) - (---2-)”, χΕθ, Για ποιές τιμές του 
α είναι γνησίως φθίνουσα. 


Δίνεται η συνάρτηση { µε Εκ) - αἳ, αν 2χ, «Χ. 3 Χνι Υ νΕΝΗ τότε 


αἲ'" - ωωλω 


Δίνεται η συνάρτηση { µε {(κ) - (1). Να βρείτε το ευρύτερο υπο- 
σύνολο του Ἡ στο οποίο ορίζεται η 86, 


ϱ” -ᾱ”" 
ϱ». -θ 





Δίνεται η συνάρτηση { µε Εκ) - . Δείξετε ότι 


((αβ) "ΤΠΕ 
Δίνεται η συνάρτηση {(κ) - (ὃν μη. Δείξετε ότι είναι ᾗ στο 


Ἡ και σε συνέχεια ὁτι η εξίσωση (ὅ αί -)-ι Ξ 0 έχει µόνο τη λύ- 
ση χ - 2,στο λἉΕ. 


Δίνονται οι σνναρτήσεις 
ι) { µε Ε(Χ) -Ίοφι.α(χ1-2κ-1) 


-..3 
ε) 6 µε ο(κ) « -Ἵλρ-δτ 2κ). 


ει) Ἠ µε Α(κ) - Ἱπ, Ἱη(2χ-1) 
Να βρείτε τα πεδία ορισμού τους. 


Να βρείτε το ευρύτερο υποσύνολο του Ἡ στο οποίο ορίζεται η συνάρτηση 
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ε µε {(κ) .]οοα 1:3.). 0«α { Ί, σε συνέχεια δείξετε ότι;: 


εν) παν) 


Φ/. Να λύσετε τις ανισύσεις: 
-. 
υπο ο τῷ (Ἡ κας) ".- «(-ᾱ -κν ϊ κ 


98, ηα βρείτε το ευρύτερο υποσύνολο του ἩἙ στο οποίο ορίζεται η συνάρτη- 
ση ἕ µε Εκ) -Ίοφι(10χ-3)-]οφᾷ σε συνέχεια να λύσετε την ανίσωση 
(κ) 2, 


9, Δίνεται η συνάρτηση {: [-1,- Σ] Ώ µε {(κ) - 2133 λ2-1, 


Να προσδιορίσετε το λΕ}Ε ώστε {(κ) 50, 


100. Να βρείτε το πεδίο ορισμού της { µε {ίκ) -Ἰοβ(]οφί]οφί κά }))) και 


να λυθεί η ανίσωση {ί(κ) 20. 
101. Δίνεται η συνάρτηση {: Ν”ϐ µε Εκ) - μις 
Δείξετε ότι η ἓ είναι 4. 
Μετά να βρεθούν οι μικρότεροι φυσικοί αριθµοί Χ,Υ ώστε να ισχύει 
κ-γ - Ἰοφιο(χ”-γ”). 


102. Δίνεται η συνάρτηση ἕ µε Γκ) - οδλτς 
ι) Να βρεθεί το πεδίο ορισμού της 
ει) Για ποιές τιµές του ἔ είναι Γκ) «Ί. 
ιτ) Για ποιές τιµές του κ είναι Ε(κ) -0 και Εκ) «0, 


ιν) Για ποιές τιµές του κ είναι Γκ) « τς 


1 
103. Δίνεται η συνάρτηση { µε {(κ) -Ίτια 1 -κτ. 
Να βρεθεί το πεδίο ορισμού της. 


104. ΄Εστω η συνάρτηση { µε {ίκ) - Ἱπ(κ1-2(λ-1)κκλλ-δ). 
Να βρεθεί ο λΕΕΒ ὧστε η { να οῤίζεται Υ κε. 
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105. ΄Όμοια για την συνάρτηση 4 µε τύπο ϱ(κ) - Ἱη[(4λε1)κ7-δ(λ.!)κεδλ-6] 
Να βρεθεί ο λΕΧΕ ὡστε η Γ να ορίζεται Υ κεΒ., 


106. Να λυθούν οι ανισύσεις 


ϱ) 39» 27 ες) (-ἳ-ο 3 τ 


ες) ος ᾱ- ιν) ςμλ- «ρα 


107. Δίνεται η εξίσωση χ; γ΄ - 4, Να βρεθούν τα σηµεία αυτής µε τεταγµέ- 
νες 3 και -ὂᾱ. 


108. Να βρεθεί η εξίσωση περιφέριας κύκλου ο οποίος έχει 
ι) Κέντρο την αρχή των αξόνων και ακτίνα ρ - 4, 
ει) Κέντρο το οηµείο Κί-1,3) και ακτίνα ρ - 2 
ἓν) Κέντρο το σηµείο Κί4,-Ί) και διέρχεται απὀ το σηµείο Λί5,3) 
ιν) Διαμετρικά σηµεία τα Λ(5,-2) και Βί-1,-4), 


109. ()Δείξετε ὁτι η ευθεία. -χε/9Υ - 36 εφάπτεται του κύκλου κ; «γ” - 36 
ἱ{) Όμοια η ευθεία 3χε4γ - 25 εφάπτεται του κύκλου χ2κγ2 -25, 


110. Να προσδιορίσετε το λΕΒ ώστε η ευθεία Υ - λκ και ο κύκλος 
κζνν7 -6χ-ΒΥ.21 - 0, 
ες) Να έχουν δύο κοινά σηµεία 
ες) Ένα µόνο κοινό σηµείο. 
εν) Κανένα κοινό σηµείο. 


111. Να βρεθεί η συνθήκη μεταξύ των α,βΕΒ ὧστε η ευθεία Υ -αχιβ να ε- 
φάπτεται του κύκλου χ2αγ” - α, 


112. Να βρεθούν οι εφαπτόµενες του κύκλου χ2εγ” - 8, που είναι παράλλη- 
λες στην ευθεία στ - Ί 


113. Να βρεθεί η εξίσωση του κύκλου που έχει κέντρο το (0,0) και περνά 
από το σηµείο Α(1,2). 
ει) Να βρείτε την εφαπτομένη στο Α 
εν) α βρείτε την γωνία που σχηματίζει η εφαπτομένη µε τον άξονα 
“α, 


114. 


115. 


117. 


120. 


121. 


1231. 


124. 


125. 
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Δίνεται η εξίσωση χζνγ7-2λκ-4(λε1)γ.ἆλ-1ά - 0, Για ποιές τιµές του 
λ η εξίσωση παριστάνει κύκλο. 


Δίνονται οι παραβολές γ Ξ Ί4χ και Υ: - -ὂκ, 
Να βρεθούν τα στοιχεία τους, 


να βρείτε τα σηµεία τοµής της ευθείας ἃῶχ-2γ.6 - 0 και της παραβολής 
2 
γ: - 6χ. 


Να βρεθεί η εξίσωση της εφαπτοµένης της παραβολής που είναι παράλ- 
ληλη στην ευθεία 6χ-2γ.7 - 0. 


Να βρείτε την εξίσωση της παραβολής που έχει εστία Ει(-2,0) και εξί- 
σωση διευθετούσας την κ-»δ -0, 


Να βρεθούν οι εξισώσεις των κοινών εφαπτοµένων του κύκλου 
κΖΑΥΖ - 4 και της παραβολής 2 - 6χ. 


Να Βρείτε την εστία και τη διευθετούσα της παραβολής 
ει) } - ἀχἒ, τι) Υ ξ κ2-δχα, ει) 277 - 5κ, 


Δείξετε ότι οι εφαπτόµενες παραβολής στα άκρα µιας χορδής που περ- 
νά από την εστία εἶναι κάθετες, 


Δίνεται η παραβολή Υ -4ρχ, ϱ»20. Δείξετε ότι η ευθεία Υ - λκν -ᾱ- 
είναι εφαπτομένη της. 


Να βρείτε την εξίσωση της έλλειψης µε εστίες Ει(-4,0) ,Ει(4,0) και 
ζα - 20. 


Να βρεθεί η εξίσωση τηε έλλειψης της οποίας το άθροισµα των αποστά- 
σεων ενός σηµείου από τις εστίες είναι Τ0Ό και η απόσταση των εστιών 
είναι 6. 


Δείξετε ότι η εξίσωση 2χ793Υ” - 6 παριστάνει ἑλλειφη και να βρεθούν 
οι εστίες της. 
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126. Να βρεθούν οι εφαπτόµενες των ελλείψεων στα αντίστοιχα σηµεία 


2 
ι) χ2κάγῖ - 8 στο Α(2,1), νε) ---γ” - 2 στο Β(3,-1) 


2 2 2 
127. Δείξετε ότι οι ελλείψεις -ᾱσ " ἡσ - Ί και οἷςς "ὂνς -Ί 


έχουν τις ίδιες εστίες. 
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Δίνεται η έλλειψη χ24γ7 - Ί. Να βρεθούν τα σηµεία της που βλέπουν 
το τµήµα ΕιΕ; µε ορθή γωνία. 


2 
129, Να βρεθεί η εξίσωση της εφαπτοµένης της έλλειψης ἆ--γ' - Ίπου εί- 


ναι κάθετη στην ευθεία χ.ν»! - 0. 


130. Να βρεθεί η εξίσωση της έλλειψης που περνά απὀ τα σηµεία Α(2,0Ό) και 


αν 
131. ΄0μοια αν α -4β και Ει(-2/3, 0). 


132. Δίνεται η εξίσωση 9Υ7-4χ2936 - 0, Να δειχτεί ότι είναι εξίσωση υπερ- 
βολής και να βρεθούν οι εστίες αυτής. 


133. Να βρείτε την εξίσωση της υπερβολής που περνά απὀ τα σηµεία 
ι) Α(5/2,2/5), Βί45,40). 
αι) Αί8, 7) και έχει κύριο άξονα µήκους 12. 


134. Να βρείτε τα στοιχεία των υπερβολών 
. 2 
) ᾱ- -ἥ-- Ί ει) χ2-16Υγ2 - 16 


135. Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτοµένης της υπερβολής χλ- ο. - Ί στο 
σηµείο (2,23) 


χ 1 
136. Δίνεται η υπερβολή να -ᾱ- - Ί και η ευθεία Υ -λχ.Ί. 


Ἱ) Να βρείτε το λ ώστε η ευθεία να εφάπτεται της υπερβολής. 
ι) Να βρείτε το λ ώστε η ευθεία να τέμνει την υπερθολἠή.σε ένα σηµείο 


137. Να βρείτε την εφαπτομένη της υπερβολής 4χ:-9Υ: - 36 που σχηματίζει 
µε τον άξονα κ΄χκ γωνία. 
α) 60" και β) 1505, 


138. Δίνεται η εξίσωση ΧΥ -6. Δείξετε ότι είναι εξίσωση υπερβολής. 
Αν Α,Β,Γ είναι τα σηµεία αυτής µε τετµηµένες 1,-2,3. 
Δείξετε ότι η απὀ το Α κάθετη στην ΒΓ τέμνει το διάγραµµα της 
ΧΥ - 6 στο ορθόκεντρο του τριγώνου ΑΒΓ, 





κξεέραλαιο 4 


οριο και συνεχεια συναρτησεων 


4.Ί. ᾿Οριο ακολουθίας 


Ορισµός: Ί. Ονοµάζουμε ακολουθία πραγματικών αριθμών κάθε µονοσήµαντη α- 
πεικόνιση του συνόλου ἩΝ των φυσικών αριθμών στο σύνολο Ἐ των πραγµατικων 
αριθμών. 

Συµβολικά: α: ΝΕ. 

Μια ακολουθία συμβολίζεται µε τον γενικὀ όρο της η ν-οστό ως εξής 

(αν), ἡ αν/νΕΝ. 


θρισµός: 2. Μια ακολουθία (αι) λέμε ότι έχει όριο το µηδέν 0 όταν για 
κάθε ε»0 υπάρχει Φυσικός νο τέτοιος ὡστε για κάθε νΕΝ µε ν2Ννο να ισ- 
χύει |αι[ «ε. 

Συµβολικά:ἶα, -0ὂ ἡ Ἱΐπα, -0--- Υ ε»03 νοΕΝ: ΝΝΕΝ, ν2νε παν] «ε 





Ορισµός: 3. Μια ακολουθία (αν) έχει όριο τον αριθµό ΊΕΧἩ τότε και µόνο 
τότε όταν η ακολουθία αι. -Ἱ έχει όριο το 0. 


υµβολικά: αν »λ ἡ Ἱΐπα, -λ--- αν-λ”0ἡ Ἱἶπα, -0--- 


ψε»θἈα νιεὴ: ΥΝνΕΝ µε ν»νο -- ἴαν-[«ε. 





Σηµειώσεις: Ί. Μια ακολουθία που έχει όριο τον πραγµατικό αριθµό Ἰ λέγε- 
ται συγκλίνουσα. 

2. Η έκφραση η (αν) έχει όριο το ΊΕἩ είναι ισοδύναμη µε τις εκφράσεις 
"ῃ (άν) συγκλίνει προς το ΊΕΕ”" ή "η ία.) τείνει στο 1ΕΕ" ἡ "το Ἰΐπες 
της ία͵) είναι ΤΕΕ" ἡ "το όριο της ία,) είναι 1ΕΕ". 
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3. Από τον ορισμό 3 επειδή α,-Τ[«ε -«-- ἹΤ-εκαι, «Ίνε συμπεραίνουμε ότι 
νΝ ε»0 όλοι οι όροι της ία,) µε εξαίρεση ένα πεπερασμένο πλήθος όρων 
συσσωρεύονται στο διάστηµα (]-ε,]9ε) µε κέντρο το Ἰ και ακτίνα ε. 
Δηλαδή οι όροι της (α,) µε ν» Νο βρίσκονται µέσα στην ταινία που ορίζουν 
οι παράλληλες Υ - Ἱ-ε, Υ - Ίκε. "Δρα πλησιάζουν όσο θέλουµε την ευθεία 
Υ 5 Ἰ αφού η απόσταση τους από αυτήν είναι μικρότερη του ε,όπως φαίνεται 
στο σχήμα. 





Πρόταση. Αν µια ακολουθία (α.) έχει όριο 1ΕἩ τότε είναι μοναδικό. 


ΛΥΜΕΝΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ 
1. Δείξετε ότι οι ακολουθίες είναι µηδενικές 


ια, - ντ μι)α. - τι 
μι)α, - (-τ)᾽ στ ιν) α, - (-ᾱ-)) 


Λύση: ι. Είναι αρκετό να βρούμε ένα νιΕΝ: θεωρούμε την ανισότητα 
ία] «ε και την επιλύουµε ως προς ν, 


: 4 4 ἓναί 4 
Είναι: ία. | κε [σετ εωυσίε ----.. ντ» ο. 


-- ὂν» Ε "Ίο ν» ἑ . Σ και αν ονοµάσουμε νο ένα φυσικό μεγαλύτερο 


από τον -ἕ- - ᾖ- τότε θα έχουµε: Υ ε»θ υπάρχει νο» Σιν ογε- 


-οἱα.] «ε, 





2. Είναι: [αι] «ε --- [(-1)) σος -«ε-- [1] τη]κε--- --- 


1 ἀ, μην 
ανα ον. νο νον σ 


«ε 





Αν εκλέξουµε νιΕΝ: νι ὅτι -ᾱ- τότε ὙνΕΝ µε γσνι -- (ο Γς 
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4. Ίος τρόπος. Είναι ἰα,[«ε --- Ισνσότ| «ε και επειδή [ν-3] 5 Ιν)ν!3|ἱ - 


γ.3 ν ν Ί 
:ν.3 έχουµε [ον ν ος 5 Ὄντιτ ντ ὃν "ν 


Άρκεί επομένως να βρούμε ένα νο τέτοιο ώστε σγςε--- 2ν ον ν.--- 
Μα». 

Αν εκλέξουμε επομένως φυσικό νο εζ.- τότε θα έχουµε ” ε»θ και ν2νι-. 
- σαι [«ε. Επομένως η (αν) είναι μηδενική. 

2ος τρόπος. Από την σχέση Ιστ η πι 5 συ τε αρκεί να βρούμε ένα νοΕΝ 


Είναι τς ε--- νε «2ντεινε --- 2εν7-ν-λνε»θ--- 
ἑκ- ον πα. ] Σ 

-ον τε ν ος σνυννν ἔπε ν' Τά]: " [ὅσα - σον 20. 
απ κα στ 

φο(ν- ης στρες ος πο ον πε) ος σετ 
ες ο ο, .ὰ γτίντ δεν 

πο ης Τεν ος σσ σης τος οτε ο 

Αν εκλέξουμε φυσικό νο ξ ὃς «/ τῆστ ασε -ῄ- τόὀτεΥ ε»θµενὸν» 


-οἷα,] «ε. Επομένως η ία.) είναι μηδενική, 


4. ΄Ἔχουμε ία, Γκ ε---(-.-) «ε ---ν]οη(-2-) «Ίοφ ροές τ κε 
οᾳ π) 


και αν εκλέξουμε φυσικό νο ἕ πω χο τότε θα έχουµε Υ ε»θ µε 


νΝ γε” .η ισχύει (-χ-! «ε που σηµαίνει ότι η ία») είναι µηδενι- 
3 


κή. 
2. Να εξετάσετε αν οι παρακάτω ακολουθίες είναι µηδενικές 


. κ .πμνσυνν»] 
2 - 4. α. σον 
νο ος λλοβενν ν 
2. α, γιζ 4, α. πμ πτο αν -- 
Λύση: Ί. Είναι ία, «ες» [ή92-ή]«ε--- 


ήν δν) {δεν 2 
κ «ες κ «επ ϱπὸνή «ε (1) 
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ο τα ο. 


Αν επομένως εκλέξουµε φυσικό νο εἰς τότε Υ ε»0 µε ν»νο ισχύει Ίαν] «ε 
που σηµαίνει ὁτι η (α,) είναι μηδενική. 

2. Είναι |α,) -ε || «ε ο... ε--- 49! «νεεζε--- 

---(4-ε)ν «2ε-] (1). Και αν 4-ε«θ--- ε»4 θα είναι νο] οπότε θα 


υπάρχει νοεΕΝ µε νο ξ τν . αλλά αυτό θα ισχύει για ε»4δ και όχι για κά- 


θε ε»θ, Επομένως η (αν) δεν είναι μηδενική. 


3. Είναι Ίαν] «ε--- νὰ. «ε (1). 
' ν.συννΊ ν)«]συνν | εΊ ὡἧᾱ 
Αλλά είναι: |1μν”συνν»]| ς )ημν]ε]συννὴς 3 «3 (2) 


"Αρα από τις (1) και (2) αρκεί να υπάρχει νοεςΕΝ: 


ὃς τ σον νὰ (Είναι 05 Ίημν| 51,05 |συνν | 5 1) 


Αν επομένως εκλέξουμµε φυσικό νο Σ θα έχουµε Ν εΣεθ µε νΣννε ισχύει 


ία, [ «ε που σηµαίνει ότι η ία.) είναι μηδενική. 


4. Είναι Ἰαι[ «ε--- 2 λδ. σῃ«ε -- αλ «ε νγεε 


και επειδή νε ρντ . αρ αρκεί να υπάρχει νιοενΝ: σ- ε-»- ὂν .-... 


-.ν2ς. 


Αν επομεύως εκλέξουµε Φυσικό νο ει τότε µε Υ ν»νο θα είναι [αι] «ε 
και η ία.) είναι μηδενική. 


3. Δείξετε ότι οι ακολουθίες έχουν τα παρακάτω όρια: 


ι) Ἱἶπα, .ᾖ- με α, φις 


αι) Ἱίπα, - Ζμεα, .ινονν 
μι) Ἱίπα, - Τμεα, σοσα λος, 


Λύση: Άρκεί να υπάρχει Φυσικό νο ώστε ἰα,- Ἡ «ε-- σος - Σι «εν-- 
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«κε δν.» --- 4ν »ὁ--10---- ν .ᾗ- --ᾱ- 


2ν98-2ν-5 ἃ. 
ο νο εν ττο 


Αν επομένως εκλέξουµε ασικό νο ες - 3 θα έχουµε Υε»2θ µε 
ν νε ἁ ἑ-- ισχύει [α,- ΐ' ε«ε «-- πα, 5 ͵ 


ει) ΄Όµοια θα πρέπει να υπάρχει φυσικός νο ὡστε Ἴα,-2ἱ «ε--- 
ὀνημν«συν ὃν 2νημν;συν 'ν-2ν-8 
---] νά 21 «ε--- | 4 Γκε--- 


-- Νίξων-ἔσυν ν-ἰ «ς (1) 


|ν(2ημν-2)-συν ν-8| νυν Εν 1ουν Ὕ|.ῦ ν(Σ-Σλ 18 . 
Αλλά ν 3 νε π- 


3Ξ 3 κ. 
νἆ ν 


Άρκεί επομένως να υπάρχει νοςΕΝ ώστε νεε-- ν .. μ 


Αν επομένως εκλέξουµε φυσικό νο «ξ- τότε θα έχουμενγε»θ µε ν»2γο 


----α.-2ἱ «ε ο” Ἱΐπα, . ἓ 
μι) Αρκεί Ἱήπία,- 1) «0-- Υε»03 νιεΝ: ΥΗ νΕΝ µεν2νο- 
-.ἱα,-Τ  «ε -- ο -ἲ]«ε (1) 

αμ. ἃ ση να ευ νε])νν, 
Αλλά είναι 8 λα δες τη - .. ὃς δωκκ να 


. μμ α- . κ, (2) 


Από τις (1) και (2) έχουμε: ντ στ -τ] «ε -- |- στ! «ε--- 
.. ὰ τι ας 
ωῖ εν ντ 2 4 ν Ἱ, Αν επομένως εκλέξουμµε φυσικό νιξ Ὅ Ί 
τότενΥ ε»θ µε ν»2νς -- |α.-Ἱ «εξ --- Ἱίπα, - 1, 


4.2. Σηµεία συσσωρεύσεως - απ απομονωμένα σημεία συνόλου 


Ορισµός. Ί. "ἕνα σηµείο ΕΕἩΒ λέγεται σηµείο συσσωρεύσεως ἡ οριακό σηµείο 
(σ.σ) του συνόλου ΑΞΕ, Α { 6 τότε και µόνο τότε όταν σε κάθε περιοχή 
πίξ,ε),ε» 0 υπάρχει ἑνα τουλάχιστο στοιχείο του συνόλου Α διάφορο του Εξ. 
Δηλαδή: (ξ-ε,ξ)ω(ξ,ξκε)ωΑέόΥε»θή«-- ξείναισ.σ--γε»0θ 

3ΧΕΑ: 0« Ιχ-ξ/«ε. 
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Ορισµός 2. "να σηµείο ξΕΕ λέγεται μεμωνομένο σηµείο (μ.σ) του συνόλου 
ΑΕΕ, Α 6 τότε και µόνο τότε όταν υπάρχει περιοχή πί(ξ,ε) στην οποία δεν 
ανήκει άλλο σηµέίο του Α εκτός από το ξ, 

Δηλαδή ξ είναι (μ.ο) -- 3ε»20 έτσι ώστε π(ξ,ε)ΩΑ - {Ε]. 


4.3. ΄Οριο συνάρτησης στο -.. 

Για να μελετήσουμε πως συμπεριφέρεται µια συνάρτηση { όταν η µεταβλη- 
τή παίρνει µεγάλες τιµές (τείνει στο 0) συµβολικά:(κ-..οο ἡ “οο) θα 
πρέπει η Γ να ορίζεται σε διάστηµα της µορφής (α,.οο) όπου αΕΒ ἡ όπως 
λέμε στην περιοχή του (0). 


Ορισµός Ί. θα λέμε ότι η συνάρτηση { µε πεδίο ορισμού το (α,οο) 5 3χ 4) 
έχει όριο, στο το. 
Τον πραγµατικό αριθµό λ τότε και µόνο τότε όταν για κάθε ε» 0 υπάρχει 
ὅ»0, τέτοιο ώστε: } χεΞθΕ) και χ»δ -- Εκ) -λ]«ε. 
Συµβολικά: 
Ἱἡπί(κ) -λἡ ΠΕ (κ) Σληο Υ ε»03δ20: χ»δ -[Η(κχ)-λ/«ε 
κε Ό({Ε) 





Πρόταση: Δίνεται η συνάρτηση { µε πεδίο ορισμού το 2/4) µη φραγµένο προς 
τα πάνω και έστω ᾳ ο περιορισμός της { στο διάστηµα (α,»0ο). Τότε σηή- 
ει: 1 1πή : λΕΕ ' 1 πα ΞλεΕ. 

Παρατηρήσεις: Ἱ. Επειδή μηξί κ) .λ--- Ἰμπι] (κ) -λ| .«0--γε»θβδ»0 
µε χεφ(Ε), κ»δ -- Ε(κ)-λί«ε, 


2. Ακόμη είναι: ΠΕ(κ)-λ/«ε «-- [-Ε(κ)-(-λ) «ε αλλα )) . -λ--- 
ο (πί-ϱ) - -λ. 


4.4. ᾿Όριο συνάρτησης στο -οο. 

θεωρούμε τη συνάρτηση µε πεδίο ορισμού ἑνα διάστηµα που δεν είναι 
φραγµένο κάτω. Δηλ. το Φ(6Ε) περιέχει ἑνα τουλάχιστο διάστηµα της µορφής 
(-ορ,α) και επειδή το (-οο) εἶναι (σ.σ) του «3ί4Ε) μπορούμε να ορίσουµε 
το όριο στο (-ω]}). 


Ὀρισμός. Ί. θα λέμε ότι η συνάρτηση { έχει όριο στο -οο τον πραγµατικό αριθ- 
μό λ, τότε και µόνο τότε όταν Υε»θ υπάρχει δ 50, τέτοιο ώστε 
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κεφ) Ακς-δ ο Εκ) -λ/«ε. 
Συµβολικά: ἩΊπς( κ) .λἡ Ἰπε(κ) - λ ἡ Ε(χ) ελ -- Υε»01ὔ»0: 
γκεφελκς«-δ -- Ε(κ)-λ]«ε. 


Πρόταση: Αν 9 είναι ο περιορισμός της { στο (-. ,α) τότε ισχύει: 
Ἱνα(κ) -α-- Ἰππη(κ) - 


Παρατηρήσεις: Ισχύουν οι ισοδύναμίες: 
1. Ἱπίκ) -λ-» α{π]{(κ)-λ| .0. 2. απ (κ) 5} Ἱπ-Ε(κ)) - -λ 
3. Ἱπ(κ) - «ο -ν Τ1πί-{(κ)) "ο. 


4. Αν το όριο µιας συνάρτησης { όταν το χΧ-»ῶ ἡ στο -οο είναι λΕΒ τότε 
η ευθεία Υ - ὰ ονομάζεται οριζόντια ασύμπτωτη της 6, Δηλαδή αν: 
ἡ ία) -λεβ--»η ευθεία Υ - λ είναι µια οριζόντια αόύμπτωτη της {, 


ΛΥΜΕΝΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ 
1. Αἴνετοι " ουνάρτηη ἵ µε τα) «τη, Δείξετε ότι ἡ Ππή( κ) .2, 


Λύση: Είναι 32:4) -Ε-(-1} -(-α,-1)ύ(-1,.ορ) και επειδή η { ορίζεται 
σε διάστηµα της µορφής ία,ῶ) το ζητούμενο όριο έχει έννοια. 
Για να είναι το όριο της {το 2 είναι αρκετό να βρούμε το ὅὃ. 


Είναι Ἱἡπίίκ) - 2 ---- ΙΕ(«)-ξἰ«ε--- εκ δί«εοο ὔκες εκ ἒ] «ε-. 


---|-ὃτΙ «ε και επειδή χε(-1,ο) είναι κ’» -Ί --- χ! 20 οπότε 


ΤΙ «κε -- χη»-ὁ- -κ » ὃ--ἳ. 


Αν εκλέξουµε ὃ ε τι τότε θα έχουµε Υ ε»θ υπάρχει δ520 έτσι ώστε µε 
κ»ὃ -- [{(κ)-2] «ε που σηµαίνει ότι ἹΤπίκ) - 2. 


2. Δίνεται η συνάρτηση { µε {(Χ) Αιξ, Δείξετε ότι αἰπε(κ) . Ί 


Λήση: Είναι 32) «Ε-(2,-2) -(-σ,-δ)ὺ (-2,2) ὐ (2, 9οο), είναι επομένως 
το «ῶ σηµείο συσσωρεύσεως και το ζητούμενο όριο έχει έννοια. 


μα τκεξ -Ί | 
ος 


Ἔχουμε: πεί κ) ο ε--- 


ατξ χ-Ί 


τν "Ίκε--- α -τι«ε --- δι σι «ε--- 


ο 


ὀ50 





«| 3] ἐε ος | {ερ ο σ «κε (επειδή χε(2 1) 


Χνὸ᾽ Χ.ρ 
4, .. «-- κεζὸ -ᾱ----χ» --- -2. 
3 ε ε ε 
Επομένως  ε»2θ0 υπάρχει ὃ 2 ο -ο έτσι ὡὧστε  χ25δ να ισχύει ΓΕ κχ)]-Τ{ «ε 


που σηµαίνει ότι το ο Ππή( κ) . Ί. 
θ.χ” 
3. Δίνεται η συνάρτηση { µε Εκ) - κο" Να εξετάσετε αν υπάρχει το 
Ἱππα(κ). 


..... 

Λύση: Είναι 328) - (χεΕ: 9-κ” 10, κδ 0) - (-3σκσἀικ-2)- 

. [-ά,-ε) Ὁ(-Σ,3] και επειδή το «00 δεν είναι σηµείο συσσωρεύσεως του 
Φί {) το ζητούμενο όριο δεν έχει έννοια, 





7 
4. Νε την μέθοδο "ε,δ" δείξετε ότι Ἱϊπέίκ) -2 µε Γκ) «νο. 


Λύση: ὕρίσκουμε το πεδίο ορισμού της Έ, Ἔχουμε 35) -Ἡ γιατί ο παρανο- 
µαστής χζκκ»] 20 Υ κΕΒ επομένως το (-00) είναι σηµείο συσσωρεύσεως του 
2(1) και η έκφραση Τ{Πξίκ) έχει έννοια. 


Για να δείξουµε µε την μέθοδο "ε,δ' ότι αµπιί κ) - 2 πρέπει και αρκεί µε 


ε20 αυθαίρετο’ οσοδήποτε μικρό να προσδιορίσουµε ὅ - δ(ε) 28 εξαρτόµενο 
από το ε έτσι ώστε Υ χεθ({) µε κχ»δ - [Ε(κ]-2ἱ κα, 

δα .. ν 
θεωρούμε την συνθήκη "{(κχ]-δ.«ε-«-- ὃς τν -21κε-«-- τλτώτι «ε 


-- τοσα | «ε (1). Επειδή τώρα Χ”»α δεχόμαστε χωρίς βλάβη της γενι- 


ας 2 
κότητας κ» 3 οπότε η (1) γίνεται: αττη «ε«-- ου ..- 


--- εχνγεχνε »κ-ᾖ--- εχλε(ε-Ί)κεε-ὰ»0 (2) 


-”- κΧιι- (1τε)5/{1-ε)'-Δε(ε-λ) , (1-ε)κή-εῖςῖθεν] 
αι ε πο αυ 
Επομένως η (2) αληθεύει για κ » 41:5):53Ε”:10:1 “ρε ο ἳμ] ἠχ« 15) - ο δε μ[δεο] 


και επειδή υποθέσαµε κ» 3 αν θέσουµε ὃ -πῄη(3, 1-ε»ή- δε” 1091 ---... τότε θα 


είναι [1(κ)-2[ «ε Υ χκ»2δ που σηµαίνει ότι απς( κ) ν Ά 


5. Δείξετε ότι τς -0,νεν. 


.... 
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Λύση: θέτουµε σίκ) -Ἡν , ΕΝ οπότε Φ(ο) -Β-(0) « (-α,θ) 8 (0,εοο) 


και το (00) είναι σ.σ. του Φίσ). 
Για να είναι 1 Ίο κ) - 0 πρέπει και αρκεί Υ ε»0,35δὅ - δ(ε)20: 
ν κεθ(σ) µε κ»δῦ -- σί(χκ)-0] «ε, 


ν 
Η σχέση |σίχ)-θ/«ε --- Ην] «ε--- |χ.| . ---- κ] ή και αν δεχ- 
τούμε τον περιορισμό της σ στο (1,2) γιατί κ--σο θα έχουµε: κἡῃ- 


οπότε µεδὸὲ ἵσ θα έχουµε κ»5δ ἵσ και Ισ(χκ)] «ε Υὶ χείσ) που ση- 
µαίνει ότι Ἰ1πα(χ) -0. 


6. Δείξετε ότι Τϊπ ος - 0, νΕεΝ. 


Λύση: θέτουµε κ) . οπότε 20) -Ἑ-(0) -(-,0) (0,00) και το 


(900) είναι σ.σ του Φίτ). 
θα πρέπει τώρα να δείξουμε ότι ἡμπ(κ) - 0 που σηµαίνει ότι: Υε»θ, 
3ὅ -ὕε)»0: Υ κει) µεχ»δ -- τ(χ)-0.«ε. 


θεωρούµε την σχέση: Γτ(κ)]-θί«κε--- πι «ε. Αλλά είναι πμνι ανν 


γιατί } χΕΕ εἶναι [ημχ) Ξ Ἰ. Οπότε αρκεί να είναι; ππτσε--- 


---|χ) ο ἵ/---- κ» ἵ-- και αν θεωρήσουμε τον περιορισμό της {/(1, 90) 
ε ε 


θα έχουµε: κοῄς και µεδοὸ ἥ- θα είναι χ»δ 2 ἵτ- και [τ(κ)/«ε 


γ κε σε) που σηµαίνει ὅτι ἡ πε (κ) .0, 


7. Δείξετε ότι Ἱ1αξ(κ) -4 όπου {(κ) «3.1 


Λύση: Η { έχει πεδίο ορισμού το ΕΒ-(1} - (-α,1) 0 {1,9} και επειδή το 
(-ο0) είναι σ.σ του (6) το ζητούμενο όριο έχει έννοια, 
Για να είναι Ἱ{πζ(κ) - 4 πρέπει Υ ε»0 35 - δ(ε) 20 ὧστε ὕχεθί{) µε 


χ»- - Ι{(χ)]-δ]«ε. Η σχέση ΓΕ(κ]-4. «ε--- μας] «ε--- 


--- ο.” εε«-- με «ε--- ος «ε [επειδή δεχόµαστε ότι 


κε(-οο,1}). Αρα τς « εκ-- αλ -ἳ ---]-χ .... κ«Ι- --- 
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Και αν εκλέξουµε δ ε-ἲ --- έχουμε γε»θ,κς-δ -- {(κχ)-δ] «ε που σηµαί- 
νει ότι Ἱ1πξί κ) 4, 


8. Δείξετε΄ότι ἹΠπέ(κ) «1 όπου {(κ) »Ἠ Ολο 
Λύση: Ἡ { έχει 28) -- (-,0) οπότε το [-οο) είναι σ.στου 3χ4) 
και το ζητούμενο όριο έχει έννοια. 
Ἔχουμε Ἱἡπί(κ) 1 - (κ) -Ί]«ε-- ος. "ττκε--- 
αν σλκοι κ σι «ε -- «ε -- ολ «ε (επειδή δεχόμαστε 


Χχ«0) --- κενειλκ»0--- κὰν ἕ- κε! »0 --- κ. οἳ ᾱ- κε τετ - ντ “1.50 


ο... η» εστι -- |χη δει γμτ .ἲ- Χο σὲ "γτε -ἵ-- 


--χς - ς "γτε - και αν επιλέξουμε ὃ τι εγπε - τότε θα έχου- 
μεν ε»03δ»50: µεκς«-δ -- [Ε(χ)-Τ] «ε που σηµαίνει ότι 11 (Χ) - Ί 


9. Να εξετάσετε αν υπάρχει το ΜΜ{(κ) µε {(κ) « οδος 


Λύση: Είναι 98) - (χεΕ; -κ"νλχ-δ0) - ίχεΕ: χ'-χιζ 50) - [1 2] 
ρα το (-ορ) δεν είναι σηµείο συσσωρεύσεως του 3Φί{) και το ζητούμενο 
όριο δεν έχει έννοια. 


10. Δείξετε µε τη μέθοδο "εδ" ότι Ἱαζ(χ) » 0 µε {(κ) -μΣ., 
Λύση: Η { έχει πεδίο ορισμού το 328) - Ε-ί0) - (-αο,0) 6 (0,οο). Εποµέ- 
γως το (-ο0) είναι σηµείο συσσωρεύσεως και η έκφραση Ἰ1πζ(κ) έχει νόηµα 


Ἔστω ε»0 αυθαίρετο οσοδήποτε μικρό θέλουμε να προσδιορίσουµε ὅ -δ(ε)» 
»0Ό ἐτσι ώστε ΎχεβχΧΕ) µεκς-δ -ο |{(κ)-θ[«ε. 


θεωρούμε την σχέση {(χ){«ε --- μμ. «ε (1). Αλλά είναι 
| σι (2). Επομένως αρκεί να δείξουμε ότι Υε»035δ -δ(ε)»0: 
χε] µε κ«-δ πι «ε(3) και επειδή το κ---σο δεν βλάφτεται η 


γενικότητα αν δεχτούμε χ«0 οπότε η (3) γίνεται: - κ ε--- 1 οτε 


--κς« -- . Αν διαλέξουµε τύρα τον 52 ή.- τότε θα είναι κχ«ς-δ ---- 
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και θα πληρούται κ«θ και ακόµη Υ χε-θ(ϱ) θα ισχύει [Ε(κ}Ι «ε που σηµαί- 
γει ότι 1 μπς(κ) .0. 


Ἡ1. Νε τον ορισμό σύγκλισης δείξετε ότι: ἹΠπί(κ) - 1 µε {(κ) -συν-Ἡ-, 
αξεΕ. 


Λύση: Η { έχει πεδίο ορισμού το 38) - Ε-(0) - (-σο,θ) 6 (0,9οο) και το 
(50ο) έχει σ.στου Φε], 
θα πρέπει τώρα να δείξουμε ότι 1πσυν --- Ξ Ί αρκεί να δείξουµε ότι 


Νε»035ὅ - δ(ε) 20: Υ κεθ({) µεκς-δ”. [{(κ)-Τ{ «ε, 
θεωρούμε την σχέση Ε(κ)-Τ «ε--- [συν ----τ| «ε--- [1-συν -χ] «ε--- 


--2ημ” 2χἱ «ε--- 2ημ" ες «ε (1). 
2 
Αλλά γνωρίζουμε ότι  χεΕ ισχύει [ημχ]/5σ]κ] οπότε είναι 2ηµ δχ 5 2( σχ) 


2 
.. (2). Επομένως από την (1) και (2) αρκεί να δείξουμε ότι; 
γε2»035δ - δ(ε)»0: χε 2) μεκ«-δ- στ. «ε (3). Από (3) είναι 


2 
κ. » .- ο [χ| » -- και επειδή κ--σ δεχόμαστε κ «0 οπότε 


-κ » 1θι-----κ -- ο” και αν εκλέξουμε τον ὅ Σ -ἴαί- τότε θα είναι 


χς.ὅ κ --'δι- δηλ. θα ισχύει χ«0 και [Ε(κ]-Τ{ «ε  χεθί({] που σηµαί- 
νει Ἰ{π(κ) » Ἱ. 


12. Δίνεται η συνάρτηση Γ µε τύπο {(κ) - 5- αι 9 


Να βρεθούν: τι) τα όρια της { στο (40ο) και {-οο). 
ες) Να εξετάσετε αν οι ευθείες Υ - 4 και Υ - 6 είναι ορι- 
ζόντιες ασύμπτωτες της γραφικής παράστασης της {. 


Λύση: ι) Η { έχει πεδίο ορισμού 32{5) - Ε-(0} -(-ω,θ) 6 (0ρ9σο) εποµέ- 
νως είναι το {:600) και [-οο) σηµεία συσσωρεύσεως. 

Επειδή ο τύπος της { έχει απόλυτα βρίσκουμε τη ρίζα του απόλυτου που αν 
τη τοποθετήσουµε στον πραγµατικό άξονα -- -Ί ορ 
διακρίνουμε τις περιπτώσεις: Ἕτ ο πι πα τομ 


͵ Πα ο, κε. 
α) χε-ἵ µεκ 0 τότε {(κ) -5 3 5 . “--- 
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β) κ«- -- έ(κ) -5- 551 


.... Ί 
1 χ- - δν. 


Επομένως έχουµε: Π(κ)-4 --ᾖ- αν ΧΕ [-1,0) ὐ(0,9οϱ) και {(κ)-6 - τ 


αν κε(-σο,-1}. 

α͵) Ἱπ[ε(κ)-4] - -ἴπ . 0 -ν Ἰήπ[ε(κ)-4) -0-- Ἱἡπίκ) -4 
και η ευθεία Υ - 4 είναι µια οριζόντια ασύµπτωτη της Ε, 

β!) Ππ[ε(κ)-6] « 1η-- «0 -- Ππ[ε(κ)-6] - 0 -- Πήπε(κ) - 6 


και η ευθεία Υ » θείναι οιζνια ο. 
ασύμπτωτη της 8. πω 
Τα παραπάνω φαίνονται στο διπλανό -----------» 
(σχήµα 1). 


τ-ο 





Ν ο.) 


Σχ. 
4.5. Πλάγιες ασύμπτωτες στο ' διάγίκ να της - 
0ρ'σµός: Η ευθεία γ - αχ.β/ι . α 6 ὃ λέγεται πλάγια αόύμπτωτη του 
δια/ράµµατος της { στο «αν! «ὰ στο {-οο) τότε και µόνο τότε όταν 
14 Ε(κ) -(ακ»β)] - 0 αντίστοιχι . " έ(κ)-(αχ.β)] -0 ’ 
"9 (900) αντίστοιχα το (-.}) ειναι Π.σ. του 94). 





Πρόταση: ᾿Εστω η συνάρτηση {: ΑΒ µε σ.σ το φο0. Η ευθεία Υ -αχιβ, 
α,βΕΕ, α { 0 είναι πλάγια ασύµπτωτη του διαγράµµατος της { στο (400) 


αν και µόνο αν μα 09) Ξᾱα και Ἰπ[ϱ(κ) -αχ] Ξβ. 


Παρατηρήσεις: Ί. Εάν το αΕΒ και είναι α - 0 τότε η ευθεία Υ - β είναι 
οριζόντια ασύμπτωτη του διαγράµµατος της {στο (5) ἡ (-0). 


2. Εάν 11 σι δεν υπάρχει ἡ υπάρχει και είναι το «6.0 τότε το διάγραµ- 
μα της Ε{ δεν έχει πλάγια ασύμπτωτη. 
3. Εάν υπάρχε: το 4 ΤΧ) -αΕΕ-(0) και δεν υπάρχει το 1{π[{(κ)-αχ] 
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ἡ είναι 1 πε (κ) -αχ] Ξ 3400 τότε και πάλι το διάγραµµα της { δεν έχει πλά- 
για ασύµπτωτη. 


4. Η πλάγια ασύμπτωτη Υ - αχ.β θα βρίσκεται κάτω από το διάγραµµα της { 
όταν Είκ) »αχ.β, Υ χεΗ: Ιχ|»θµεθ»ο, 


5. Η πλάγια ασύμπτωτη γ - αχ»β θα βρίσκεται πάνω απὀ το διάγραµµα της Ε 
όταν Ε(Χχ) «αχ.β } χεβ: Ἰχ]»θ8μεθ»0, 


ΛΥΜΕΝΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ 
1. Να βρεθούν οι πλάγιες ασύμπτωτες των συναρτήσεων αν υπάρχουν 
3 
1. Της ἔ µε ΕίΧ) . τττ- 2. Της Ε µε Ε(Χ) - χε]οςφχ 


Λύση: Ί. Ίος τρόπος. Η { έχει 28) -Ε- {1 -Τ) -(-ω,-Τ)υ(-11)υ 
υ (1,900) επομένως το (300) και {-ω}) είναι σ.στου 34) και τα όρια 
αλα 9) και Ιήπ{ Εκ) -αχ] έχουν έννοια, 

ητούμε αν το διάγραµµα της { έχει την ευθεία Υ - αχ»β πλάγια ασύμπ- 


τωτη, Τότε ο πραγματικός α θα είναι το ϊπ ..) -α και ο β το 


Ἡπ[((κ) -αχ] - β. Ἔχουμε: 1 119) Ἱπαλος 1 ---- -!, 


Χ . 1«-ἵγ' 
κ΄ Ἱ χ 
οπότε α - Ἰ και ΠΠ [ (κ) -σχ] Ξ μ]δρταςι κ) - Ἰνπστ 


Ί 4 Ί Ί 
. ου. αν Ξ Ἱνπ-- Ἰάπι - υ. 0, οπότε β - 0. 


1- ---- 
ρα η ευθεία Υγ - κ είναι πλάγια ασύμπτωτη του διαγῥάμματος της Ε. 


2ος τρόπος. Αν ο τύπος µιας συνάρτησης Ε, µπορεί να λάβει την µορφή 
γ - αχεβεφί(κ) µε Ἰπιρ(χ) Ξ 0 τότε η ευθεία Υ - αχ:β είναι πλάγια αούμπ- 
τωτη της π Η {αν πάνουμε την διαίρεση χὶ: (κ7-1) παίρνει την µορφή: 


. αία ντ ]]ηα 5 κκ σσ 5 Ἰχιθκσ(χκ) µε φ(κ) - πτ-τ- και ε- 


{(κ) - αντ 
πειδή Ἰ πο κ) Ξ μή 2τ Ξ0 π ευθεία γ Ξ κ είναι πλάγια ασύμπτωτη του 
διαγράµµατος της {. 


2. Η συνάρτηση { έχει 2ε) - Ε;- (090) επομένως θα αναζητήσουμε πλά- 
για ασύµπτωτη στο (0). 
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{ίκ χ Ίοαχ Ίοςχ Ίσαχ 
Αλ λ  . 
άραα- Ίκαιβ- Ἰήπ[ε(κ) -αχ] : Ἰι[κε]ουκ-κ] - Ἰήη]οφχ --οο. 
΄Αρα η συνάρτηση { δεν έχει πλάγια ασύµπτωτη. 


2. ΄Εστω η συνάρτηση Ἐ µε τύπο {Ε(κ) - γάΣ-αξ, γΕἩ . Να βρεθεί η πλάγια 
ασύµπτωτη αν υπάρχει. 


Λύση: Η { έχει πεδίο ορισμού το 9/4) - (-ω.,-α] ῦ [α,ῶ). Αν η { είχε 
πλάγια ασύµπτωτη την Υ - κχνλ θα ήταν: 


στ γκ|γ- αγ- 
Ὕν π κ ο) χ Ἰλ χ ἵ και 


2 
λ- Ἱπ[ε(κ) -κκ] -Ἰπ[γ/χκ”-α”-γκ] -Υ] παλστος .0 
"Αρα η ευθεία Υ - Υκ είναι πλάγια ασύμπτωτη της καμπύλης. 
{(κχ) 


να ο κ γ1-χς 
ο ... 
Χ χ -οο Χ 


...ᾱ 
λ - α1π[Ε(κ)2γΧ] : Τ{πήγ κ” -αὖ «Υχ) -Υ]{ῃ ππττατος -0 
"Αρα η ευθεία Υ - -Υχ είναι πλάγια ασύµπτωτη της καμπύλης. 





Ὅμοια κ” 11 - Υ και 


2χΊ ο ας 
3. Δίνεται η συνάρτηση µε τύπο {(χ) - ας 
ϱΥΧΓ-Τ, κ» 


Να βρεθούν οι ασύµπτωτες της { αν υπάρχουν. 


Λύση: Επειδή ο πρώτος κλάδος της { είναι ρητή συνάρτηση υπάρχει κατακό- 
ρυφη ασύμπτωτη η κ Ξ -ὂ που είναι δεχτἠ γιατί -2ε(-α,]1]. 


1 


219---- 

Επίσης είναι ο, . μασ - 2 και η ευθεία Υ - 2 είναι οριζόν- 
Φ --- 
Χ 


τια ασύµπτωτη και μάλιστα αριστερά γιατί είναι χ«Ἰ και χ--ω. 
Από τον δεύτερο τύπο της { έχουμε: 


/χΤ-Τ 5] χ Ἱ- --- 
μμ ο) 5 σα ἳ Ξ Ἰῃ-- . χ 


Ηβ{ (κ) -δχ) - Πμ[ςα7-Τ-κ] «511 τες - 0 


"Αρα η ευθεία Υ - ὃχ είναι πλάγια ασύμπτωτη της {. 


- 5 και 
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2 
4, Να βρείτε τις πλάγιες ασύμπτωτες της συνάρτησης { µε Γ(Χ) « Ἀγιι- 
εφ᾽ όσον υπάρχουν. 
Λύση: Προφανώς «9(Ε) -Ἐ-ί0) και επομένως “0 και -οο σηµεία συσσωρεύ- 
σεως του 2{4). Αναζητούµε τώρα τα: Ἰΐπι τν) και 1. πα, 


ο ) 2] Ί 
Ἔχουμε: ατα 5 11π. Ἴ 


Ξ Επομένως α ..- 
Στη συνέχεια ννὼν τα: Ἠλη(ε(κ) -αχ] και 11π[ε(χ)-αχ]. 


Εχ χε Ί Ί ον 
ουµει Ἱ{π[{(κ)]-αχ] - Ἱ{πί δει κ) » Ἰήπ-- " 0 και 


ο 1 αε-.ου .1οο 
Ίπ[ε(κ) -κα] - 0- ᾿Αρα και για τις δύο περιπτώσεις β - 0. 
Μετά απὀ αυτό η ευθεία Υ - αχβ .ῄ-χ.ῦ γα είναι πλάγια ασύμπτωτη της 


6, Επειδή τώρα: {(κ)-(αχκβ) - 3 ση - . τσκ. 





θα έχουµε: {(κ)2αχ.β αν κ20, -. η ασύμπτωτη της Έ για κ»20 είναι κά- 
τω απὀ το διάγραµµα αυτής, ενώ για κ«θ, είναι πάνω απὀ το διάγραµµα. 


5, θεωρούμε την συνάρτηση { µε {(κ) γλα. Εξετάσετε αν υπάρχουν α- 
σύμπτωτες οριζόντιες πλάγιες. 
Λύση: Εξετάζουµε αν υπάρχουν οριζόντιες ασύμπτωτες. Στην περίπτωση αυτή 
θα εξετάσουμε αν υπάρχουν τα ϊπς(χ) και ων) και είναι πραγματικοί 
αριθμοί. 
Ἔχουμε: απ ε(κ) - ανα Ξ να και Ἱ1πεί κ) οι ο] Ξ 
επομένως δεν υπάρχει οριζόντια ασύµπτωτη. 
Για να δούµε αν υπάρχουν πλάγιες ασύμπτωτες εξετάζουμε τα: 
λα σα} και ο), 


΄Ἔχουμε: αΐπι Τ.Σ) «ας τα - -ἲ και Ημ 109)... 1η) πα” -ἲ 


Μετά απὀ αυτό είναι: α - Ί για την πρώτη περίπτωση και α - -Ί για την 
δεύτερη περίπτωση. Στη συνέχεια ελέγχουμε αν υπάρχουν τα: 
μβίΓ(κ) -αῇ και Ἰπίε(κ)-αχ]. 


Για α - Ί θα έχουµε: Ἱ{ῃί{ί(κ)-κ] η κε. μα θλ . 
ποια 3 
Γ 8 χα χΧντ)ακ(κ1) - --ᾱ-, οπότε η ευθεία γ 5 αχ.β .κ- δ- 
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είναι µια πλάγια ασύµπτωτη., 


Επίσης για α - -ἶ θα έχουµε: Ἠ {η [ε(κ) κκ] . γα .χ - 


ο... χ2 Ί 
3 ---- 
. μτα ο - η 


πα κε 
Ξ 3 οπότε και η ευθεία γ - -κν -ᾱ- είναι µια πλάγια ασύμπτωτη. 
Επειδή για κ» -ἴ είναι 


{(κ) ο κ--ᾱ- η ασύμπτω- 


τη ν - κ- -ᾱ- βρίσκεται 


κάτω απὀ το διάγραµµα 
της Ε και επειδή για 


κς-3ᾖ είναι Εκ)» χε -ᾱ- 





Π ασύμπτωτη Υ - -χν -ᾱ- βρί- 


σκεται και αυτή κάτω απὀ 

το διάγραµµα της {. 

Γραφικά έχουµε το διπλανό σχήµα 
Παρατηρούμε ὅτι η Υ - κε -ᾱ- τέμνει το διάγραµµα της { στο σηµείο κ «2 


γιατί η εξίσωση: / ΣΤ - «κε έχει λύση σίο (4), ενώ η εξίσωση 
γα - κ- -ᾱ- δεν έχει λύση στο 3], 


4.6. 4.6. Οριακή τιµή συνάρτησης στο Εξ. 

θεωρούμε µια συνάρτηση { µε πεδίο ορισμού το ΑΕΒ κει µε σύνολο τιµών 
το ΒΕΗ και έστω ξΕΒΕ που είναι σηµείο συσσωρεύσεως του Α και λ ένας 
πραγματικός αριθµός, 
Ορισµός Ί. θα λέμε ότι µια συνάρτηση που το πέδίο ορισμού της περιέχει 
ένα τουλάχιστο ανοιχτό διάστηµα της µορφής (ξ,Β), (α,ξ), (α,ξ) ὐ(Σ,β) 
έχει στο ξ όριο, τον πραγµατικὀ αριθµό λ ή (συκλίνει στον πραγµατικό λ) 
τότε και µόνο τότε όταν: Υ ε»0θ υπάρχει ὅ -δ(ε) »0 έτσι ώστε ΥχΕΑ µε 
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0ος Ιχ-ξ|«δ --- [Ε(κχ)-λ]ὶ «ε. Συµβολικά: 
γε»03βδ»υ: ΥχκχεΕλ με οθς]κ-ξΙ «ὅ -- [Ε(κχ)-λ/«ε 


Παρατηρήσεις: Ἱ. Ισχύουν οι ισοδυναµίες: 
ϱ) ἡαίκ) .λ-- πα τ(κ)"λ) -0 


ει) αν) .λ-- αι ία) - -λ 
εν.) Ἰ ας (ὰ) .0--- Ππ/ε(9)/ ο 


ὃ. Αν η 4 είναι ο περιορισμός της { που ορίζεται σε ένα τουλάχιστο διάσ- 
τηµα της µορφής (α,ξ), (Σξ,β),(α,ξ) 0 (ξ,β) τότε ισχύει; 

. μετ» 
Που σηµαίνει ότι όταν ζητούμε το όριο της {στη θέση κ -Ξ ξ είναι αρκε- 


τό να περιοριστούµε σε µια περιοχή κέντρου Ἑμεκ εξ. 


3, Για να αποδείξουµε ότι η συνάρτηση { δεν έχει οριακή τιµή στο ξ΄όπου 

ξ σηµείο συσσωρεύσεως του (5) αρκεί να δείξουμε ότι για κάθε λΕΕ υ- 

πάρχει πραγματικός αριθµός ε 20 τέτοιος ύὧστε  ὅ » 0 υπάρχει πραγματικός 
αριθµός χε {) ώστε να ισχύουν συγχρόνως 0 «Ικ-ξ[ «ὃ και ΙΕ(χ)-λ/2ε. 

Δηλ.: Δεν υπάρχει πε(κ) --- νΝλεβ1ε»θ: ν δ»0 κε, δίΕ) ι-ύουν, 


0 « |χ-ξΙ «ὅ και |{(κ)-λίΣε. 


4, Για να αποδείξουµε ότι µια συνάρτηση έχει στο σηµείο ξ όπου ξ σ,σ του 
Φ({) όριο το λ είναι αρκετό να βρούμε ένα θετικό αριθµό κ20 τέτοιο ὦ- 
στε να ισχύει [Ε(κ)-λ] σκἰκ-ξ] Υ κε2θϱ). 


ΛΥΜΕΝΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ 


{. Με την μέθοδο "ε,δ' ἡ τη µέθοδο ἔαυςἈγ δείξετε ότι; αν Ξ ξ αν 
{(κ) -κ. π 


Λύση: Επειδή το πεδίο ορισμού της { είναι το Ἑ το τυχαίο σηµείο ξΕΕ εί- 
ναι σ.σ του (6) και το ζητούμενο όριο έχει έννοια, Σύµφωνα. τώρα µε τον 
ορισμό είναι αρκετό να δείξουμε ότι; 
ψε»θ,3δ»0: Υ χκΕΒ µε 0 ἱκ-ξί «ὅ -- Εκ) -ξ|«ε. 
Ἔστω ε»40 θα προσδιορίσουμε ὃ - δίε) 50 έτσι ὡστε η συνθήκη 
Ε(κ)-ξί «ε --- |χ-ξ| «ε να ικανοποιείται Υ χεΒ µε 0 Ιχκ-ξΙ «ὅ αν εκλέ- 
ἔουμε ὃ - ε τότε θα ισχύουν συγχρόνως 0 [κ-ξ! «ὅ και χξίεε--- 

--- {(κ)-ξ' «επου σηµαίνει ότι Ἡαθίκ) -ξ. 
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2. Δείξετε µε την μέθοδο "ε,δ" ἡ µέθοδο (αυςἉγ ότι ἡ1πξ( κ) -Ί µε 
ε(κ) -κ΄-ᾱκελ. 


Λύση: Ίος τρόπος: Επειδή είναι 3χ 6) -Ἡ το 2 είναι σ.σ του 36) και 
το ζητούμενο όριο έχει ἔννοια. Σύµφωνα µε τον ορισμό είναι αρκετό να δεί- 
ἔουμε ότι Υ ε»0 υπάρχει ὅ»0: Υ χΕΒ µε 0 « |χ.2! «ὅ -- Εκ) -Ί] «ε. 
Ἔστω ε»40 αυθαίρετος θα προσδιορίσουµε ὅ - δ(ίε) 20 έτσι ώστε η συνθήκη 
[Ε(κ)-Τ{ «ε να ικανοποιείται Υ χΕΕ µε 0 « |κ-2ἱ «δ. 

Είναι [γ(κ)-Τς 5 [κ7-αχελ-τ[ - Ικ(κ-2)-(κ-δ)] - ἱκ-2]1χ-1] (1) καυεπει- 
δή χ-ὲ µας ενδιαφέρει η συμπεριφορά των τιῥών της { σε µια περιοχή του 
ἑ δηλ., σε ένα τουλάχιστο διάστηµα της µορφής (κ,2) 0 (2,λ) µε κ,λεΒ. 
Οπότε χωρίς βλάβη της γενικότητας δεχόμαστε ότι το κε(-!,λ)-- -Ί«κ« 
«3 --- -ὂ«χ-τ«2 --- |χ-ι[ «2 (11). 

Από τις (1) και (11) έχουμε: [Ε(κ)-Τ{ -|κ-δ[[κ-τ! «2ἱκ-δί (111) 
θέλουμε τώρα να βρούμε τα δεκείνα για τα οποία είναι 2χ-2]«ε--- 


---- κ--] «--- που αν θέσουµε ὅ - ---θα έχουµε Ψε»0, δε) --ῄ-» 0: 
2 2 2 


Υ κεί] µε ος [κ-δ] «δ(ε) - -- ισχύει ΓΕ(κ)-Τ) «ε που σηµαίνει ότι 
ϊπ[(κ) ας Ἡς 


2ος τρόπος: θα δώσουμε στη σχέση [Ε(χ)-] τη µορφή [Ε(κ)-!| ςθκ-2] µε 
850. Οπότε κατά γνωστή πρόταση είναι "1 κ) -Ί. 


Είναι Γκ) -Τ{ 5 Ικ7-θχαλ-τ] - Ἰκ(κ-δ)-(κ-2)! -Ἱχ.δ)|χ-! (1) θα πρέ- 
πει εποµενως να δώσουμε στον παράγοντα Ιχ-Τ! τη µορφή |χ-Τ/ «α και τον 
α να τον προσδιορίσουμε έτσι ώστε το κ να ανήκει σε ένα σύνολο της µορ- 
φής (κ,2) ὐ (2,λ) αφού το κ-2. 

Από την σχέση: [κ-Τ/ «αν-- Ί-α«χ « Ίνα (2) που για να βρίσκεται το κ 
σε ἑνα σύνολο της µορφής (κ,2) ὐ (2,λ) είναι αρκετό να πάρουµε σαν α ένα 
οποιοδήποτε αριθµό µεγαλύτερο του Ί. 

Π.χ. α 5 Ζ, τότε η (2) δίνει: -Ί«κς3 --- -ὂ2«κ-ἰ«2 --- |χ-Τ{ «2 και 
τότε η (1) γίνεται [ε(κ)-Ἡ! - |κ-δ][κ-Ἡ! «2[κ-δ]απ᾽όπου συμπεραίνουμε, 
ότι {πεί κ) - 1, 


Σηµείωση: θα μπορούσαμε σαν α να παίρναµε και τους αριθμούς 3,4,5.... 

οπότε τότε η (:]) θα έδινεμεα -ἆ,δ«χ«ό ο- -Ί«χ-1«1 - Γκι «ᾱ-- 
-.[{(κ)-Ἡ{ «3ἱχ-δ' κ.λ.π. 

Δεν Θα μπορούσαμε να δώσουμε στον α τιµή «Ί γιατί τότε µε α - Ί θα είχα- 

µε ῦ «κ « και τότε το κ δεν θα βρισκότανε σε διάστηµα της µορφής (κ,2)ν μὴ 
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χ; -Δχιά 
3, Δίνεται η συνάρτηση { µε {ίκ) ως αἲ- Δείξετε ότι ἡ Ηπξ (κ) .0. 


Λύση: Είναι Δ(4) -Ε-(2) -(-ω,2) 0 (2.900) και επειδή το 2 είναι σηµείο 
συσσωρεύσεως του 25) το ζητούμενο όριο έχει έννοια. 
χ; -ὄχνά 
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είναι Ἱπ(κ) 0 -»ΙΕκ)-θ[«ε-- πσι «ο”- ῥα. Στ)”. «ε--- 
«ο χ-2ἱ «ε και αν επιλέξουμε ὅςε τότε θα έχουµε: ψε»0 35 » δίε)» 
»0 ἐτσι ώστε µε |χ-δί «ὅ --» !Ε(κ)-θ «ε που σηµαίνει ότι Τ1πε(κ) - 0 
.. 
4. Με τὴν μέθοδο "ε,δ' ἡ τη µέθοδο (δυςΥ δείξετε ότι: Ἱ{πη{ί(κ) » Ὁ, αν 
Λύση: Προφανώς 2(5) - Ε-ί-1,1} και το 0 σηµείο συσσωρεύσεως του 28). 


Σύμφωνα µε τον ορισμό θα πρέπει να δείξουμε, ότι Υ ε»θ, μπορούμε να ϱ- 
ρίσουµε ένα ὅ - δίε) 20 έτσι ώστε Υ χε2(Γ) μεος [χ-0| «δ, να ισχύει: 


[Ε(κ)-0ἱ «ε «-- |τόχε! «ε. 


Επειδή αναζητούμε την ορισκή τιµή της Γ στο σηµείο 0, μπορούμε να πάρουμε 
Ιχ] «1 (περιοχή του μηδενός). Αλλά τότε θα έχουµε (γιαυτά τα χεζϱ)). 
ντα «ε--- 3/χ] «ε-ε]κ/2--- ε|κ/”ν3|χ]-ες«θ. Αλλά για να αληθεύει αυτή 


ῃ ανισότητα θα πρέπει το |χ/ να παίρνει τιµές που βρίσκονται μεταξύ των 
ριζών του τριωνύµου εἰκ/293]χ]-ε. Δεν ξεχνάμε παράλληλα ότι ΙΧ! «1. 


θι ρίζες του τριωνύµου είναι πα με ε Επομένως θα πρέπει: 
ω 7 
Γκ] ο. και ΙΧ] «Ἱ. Εάν τώρα πάρουμε σαν ὃ - πιπίαν ας -- }ν 





τότε Υ ε»ὐ, υπάρχει ὃ Ξ πῖπ{], 


οε -ᾱ }, έτσι ν κεθ({) µε 


ἐ 


ϱ« [κ] «δ, να ισχύει ο. Γ«ε. Λυτό όμως σηµαίνει ότι η] τνλτ -0 


5. Δείξετε ότι Ἰ πχ) 7 µε Εκ) - κ-δ)νδκ-ᾖ. 


Λύση: Ίος τρόπος. Είναι «Φί6Ε) - Ἑ και επομένως το 2 είναι σ.σ του 2 8) 
και το ζητούμενο όριο έχει έννοια. ᾿Εστω ε20 τότε θα προσδιορίσουμε 

ὃ «δ(ε) :0 έτσι ώστε µε 0 « |χ-2ἱ «ὅ η συνθήκη |{(κ)-7] «ε να ισχύει 
Υκεθϱ). 

Ἔχουμε: [ε(κ)-τ] - ἡικ-θιδκ-1-τί - ἰκ-2[δί(κ-ε)! 5 [κ-δ]15|κ-2ἱ 5 

5 δἰχκ-2|. 
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Επομένως είναι αρκετό να προσδιορίσουμε εκέίνα τα ὅ για τα οποία 


6Ιχ-ο. εε --- |χ-2| « ζ και αν θέσουμε δε τότε έχουμε Υ ε»θ θα 


υπάρχει ὃ - δίε) « ἔ »0: Υ κεΒ µε 0ς Ιχ-δ]« τ ὃ ισχύει 
Γε(κ)]-1] «ε που σηµαίνει ότι η πε(κ) . 7. 


2ος τρόπος. Η παῤάσταση |Ε(κ)-7{ γράφεται: ϱΕ(χ)-τ[ί -[{κ-δ[«δκ-2-7ἱ - 
5 Γ]κ-διαδ(κ-2))ς ἡ κ-δ]195δ1κ-2ί - [κ-δ[.5δ]κ-2]- 6[κ-2| δηλαδή 
Γτ(κ)-7! 56|κ-2], οπότε απὀ γνωστή πρόταση είναι Ἰϊπε(κ) - 7. 


6. Δείξετε ότι ἨΠπή(κ) -5 µε Γκ) - χ'-δχρθ. 


Λύση: Ίος τρόπος: Είναι 3χ{) -Ἑ και το σηµείο Ί είναι σ.στου 36) ο- 
πότε το ζητούμενο όριο έχει έννοια. 
Είναι: [{(χ)-δ] -Ιχ7-άχεθ-δί - Ἰκ(κ-1)-λ(κ-1)| -Ικ-3[]κ-τί (1) και 
θα πρέπει να είναι |κ-ᾖ] «8 (2). Επειδή δε το κ” Ί µας ενδιαδέρει η συµ- : 
περιφορά των τιμών της { σε ένα διάστηµα της µορφής (ία, 1) ὐ (1.β) µε 
α,βΕἘ επομένως Θα πρέπει να προσδιορίσουµε κάποιο ϐ έτσι ώστε το χ να 
είναι σε ένα διάστηµα της µορφής (α,1) 0 (1,β). 
η (2)---3-θς«κς3θ που αν διαλέξουµε το 85 Ί και έστω ϐ - 2 θα είναι; 
Ίσκερ ο 2 «κ-λς2--- |κ-ᾖ«2 (3), 
Ὀπότε η (1) γίνεται: Γ{(κ)-δ] -Ικ-]Ιχ-Τ[{ «2ΙΧχ-Τ[που σηµαίνει ότι 
Ἰ Ίπε( κ) -.5. 
2ος τρόπος. θα πρέπει να δείξουμε ότι: Υε»0,35-50: Ν χΕΒ µε 
0ς |κ-11 «ὅ -- ΙΕ(κ)-δί«ε (1). 
Ἔστω ε»0 και πρέπει να προσδιορίσουμε κάποιο κατάλληλο ὅ - δ(ε) »0 τέ- 
τοιο ώστε Υ κΕΒ µεθος κ-τ] «δ -- |χ2-4χιθ-δ] «ε, 
Δηλαδή θέλουμε: [κ]-άχεδί«εε - |(κ-δ)(κ-Ί)/«ε -- χ-ᾱ|χ-ι «ε (2) 
Επειδή το κ” Ί θα πρέπει το κ να είναι σε κάποιο διάστηµα της µορφής 
(ία, 1) ὐ (1Β) µε α,βΕΒ δηλ. το χ ανήκει σε µια περιοχή του Ί µε τυχαία 
ακτίνα µ και έστω µ - Ί, 
Οπότε χεπ(!,μ) --- Ί)-μμεχκε Ίο -μεκχ-τεμ-- χ-ί «μ.-- 

-χ-Τ{ «Ἱ. "Άρα η (2) δίνει [Ε(κχ)-δί ς ἰχ-ᾱ]. 
Αρκεί επομένως να βρούμε εκείνα τα ὅ για τα οποία είναι |χ-3] «ε που αν 
θέσουµε ὅ - δίε) - π!πίε,Ί) θα είναι 0 « [κ-1Τ/ «δ και θα συνεπάγεται και 
(κ) -δί 5 Γκ-δι[κ-Ἡ] «ε Υ χκΕΒ µε ε»θ, που σηµαίνει ὁτι ἡππι( κ) .5. 
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7. Δίνεται η 6: Β-ἰ2,-2) «Ἡ µε 6(κ) «351. Δείετε ότι Ἰπε(κ) ---ᾗ 


Λύση: Είναι το 0 σ.στου 2(5Ε) - Ε-(ί2,-2) επομένως έχει έννοια το 
πε(χ). θεωρούμε ε-»0 και θα πρέπει να προσδιορίσουμε κατάλληλο ὃ - 
 δ(ε) 50 ὡστε Ν κΕΚ-(2,-Μ) µε 0« Ἴχ-θι«ὸ -- οκ 


Δηλαδή θέλουμε: μα .Ἡὶ εε --- το. εε--- κ] 
εί δίωω 


Πσιση .ε 
δι). 
4 (κᾱ- μας «ε (α) 


| ἀ 
Αλλά το πρώτο µέλος της (α) γίνεται: οσα: ο 12) (Β) 


ὑπότε είναι αρκετό να βρούμε το ὃὅ όταν η ςα «ε (Ἠ) 


Επειδή το χ 0 θεωρούμε χωρίς βλάβη της ο. ότι το κ είναι σε 

µια περιοχή το μηδέν µε τυχαία ακτίνα ϐ "0 δηλαδή κεπ(-θ,θ)«-- 
----θς«χςθ --- |χ) «6, και αν ϐ - 2 τότε |χ «2 κ «4ς-» 
--Ιχ/΄-ᾱ «ϐ (1) 

Η (γ) λόγω της (1) -«-- [κ 71κ, «Φδε(4-|κ/ 1) ---4εΙκ] ον κ! ὸχ -ἴδε - 


«ϱ --- χ)(4εν1)ήσ]κ)-Ίδε-«θ -- [κ]112. χο .. (4 ε «ΤΙΣ [δεν 
-Ίδες ὐ «οί Γκ] τωτ κ. - πετ “ἴδε--- 


ου ώ πα Ἱ 1 7 ε» π | 
πο κία τετ Ύ Ταεν 7 δε ο ἰκ) ὍΥΤδεν” δε εετ (2) 


1 
Από τις (1) και (2) αν πάρουµε ὅ - πιη 2η) τάς 117"1δε- τερ } τότε 


γε»0 θα υπάρχει ὅ - δίε) 50: Υ κεΕ-(2,-2) µεος Ικ-ο/ «ὅ -- 


-- (κι 1] «ε που σηµαίνει Ἰπε(κ) - - ας 
4 μμ. 4 


8. Να αποδειχτεί ότι ἡα(κ) - είχε). 


Λύση: Αποδεικνύουμε κατ᾽αρχήν ότι αν κ-ξ, τότε κ-ξ-0. θεωρούμε την συ- 
νάρτηση ο(κ) - κ-ξ για την οποία προφανώς Φί9) - Ἡ. θα δείξουμε, ότι 
μαφία! 50 «-- κ-ξ-.0, Άρκεί τύρα να δἐίξουµε, ότι Υ ε2θ υπάρχει ὅ20 


έτσι ώστε ν κεφ) µε 0 Ικ-ξΕὶ «δ, να ισχύει [ο(χ)-θ]«ε το οποίο συµ- 
µαίνει αρκεί να πάρουµετοδῦ-ε, 

Ερχόμαστε τύρα στο θέµα µας. 

Επειδή αίίκ) -λΕεΒ (έστω), έπεται ότι Υ ε2θ υπάρχει ὅ 20 έτσι ώστε 


ζσ4 


κε 2(Ε) µε ος Ιχ-ξΙ «ὅ να ισχύει [Ε(χ)]-λΙ «ε. Εάν βάλουμε χ-ξ - γ,τό- 
τε αν χ»ξ ”-- Υ "0 και ακόµη, µε βάση τις παραπάνω, ότι: Υ ε»θ υπάρχει 
ὅ 0 έτσι ώστε µε; 0ς ΙΥγ/ «δ, να ισχύει: [Ε(Υ9ξΕ)-λ/«ε. 

Λλλά ὐ ς«Ιγ) «ὅ 0 «[γνξ)]-ξ[«δ --- [Ε(γ«Ε)-λΙ«ε, ἡ Ἰππί(γΗξ) .λ, 


το οποίο (αλλαγή μεταβλητής) συμπίπτει µε το: Ἱ ἡπ[(κ»ξ) -λ. 


Το αντίστροφο είναι απλὀ και αποδεικνύεται µε τον ανάλογο τρόπο εργασίας 


9. Λείξετε ότι Ἰπη(κ) -0 µε Εκ) - κημ-.-. 


Λύση: Είναι το Ώσ.στου 26) -Ἐ-(0) και επομένως το ζητούμενο ὁριο 
έχει έννοια. ᾿Εστω ε”»0θ θα πρέπει να προσδιορίσουµε κατάλληλο ὅ - δ(ίε)» 


01) χεΕ -(0) µε ἵκ]«δ -- Εκ) «ε (1) και επειδή [ημ -Ἡ 5ἵ η (1) 
γίνεται: ἵχημ ἆ. [5 κ (2). 

Είναι αρκετό επομένως να προσδιορίσουμε το ὃ έτσι ώστε ΙΧ] «ε (3) 
Από την (1) και (3) αν θέσουµε ὃ - ετότενε»0,1δὅ -δίε) Ξε»θ: 


Υ κεβ-(Ο) µε]κεδ-ε- [κημ --- εετπου σηµαίνει ότι "Ηπκημ -Ἱ- - 0. 


10. ΄Έστω η συνάρτηση {: Ε »[-Τ,Τ] µε Εκ) - ηµκ. Δείξετε ότι 

Ἰ Ίπημχ Ξ ημξ. 
Λύση: ᾿Εστω ε”- 0 τότε θα πρέπει να βρούμε ὅ - δ(ε) »0 τέτοιο ώστε 
ν χεθίΓ) -ΕΒ µε Ος Ιχ-ξί «ὅ -- ημκ-ημξ/ «ε. Αλλά είναι [ημκ-ημξ/ - 
- 2ἱημ 3] ]συν ασε] 5 δἱημ Σἒικ2| ω-- {5 ἵκ-ξΙ γιατί Υ χΕΒ είναι: 
συν ων :Ἱ και |ημ ο] 5 σε 
Οπότε είναι αρκετό να βρούμε το ὃ έτσι ώστε |χ-ξ]κ«ε., Αν θέσουµεδ-ε 
τότε: Ψ ε»θ, 3ὅ - δ(ε) -ε»ῦθ: ΥκεΒ µε 0ς Ιχ-ξ! «ὅ - ε ισχύει 
ημκ-ημξἒ/ «ει, που σηµαίνει ὃν πημα - ημἒξ. 


11. ΄Έστω η συνάρτηση {: Ἐ: -ἘἙ µε {(κ) - Ἰουχ. Δείξετε ότι 
αη]οοκ - Ἰοοξ. 

Λύση: ᾿Εστω ε-»θ θα πρέπει να βρούμε ὅ - δίε) »0: Υ χΕΒ” µε 

ϱς ἱκ-ξ «ὅὃ -- |]οηχ-]οηξ[ «ε. Λλλά είναι | Ἰουχ-Ίοαξ/«ε--- 


---[]ος ε' «ε πε «Ίοη-ξ«ε---αἳ « -ἕ- «ο  ξεὶ «χςξε--- 


05 
ξοί -ἔ«κ-ξ «ξεῖ -ξ και αν πάρουµε ὅ -δ(ε) -πΙπίξα" -ξἰ,|Σ6ῖ -ξι] τότε 


νΝε»ς3δ - δίε) 0: Ν χΕΒΣ µε 0 ἵκ-ξ! «δ(ε) ισχύει /]οψχ-]οαξ “ε 
που σηµαίνει ἃ ἡπΊουα - Ἰοαοξ. 


12. Να βρείτε ένα ὅ - δ(ε) ἔτσι ώστε να ισχύει ᾿Ε(κ)-λ' ε Υ κχεΖ({) µε 
ϱ « Ικ-ξ! «δ, όπου {Ε(κ) -χ,ξ - Ἱ και λ - 1. 
Λύση: Προφανός 2(5) -Ε, 10], ξε 3(Ε) και σηµείο συσσωρεύσεως του 
Φ(Ε). Ζητάμε ένα ὃ - δ(ε) :0 έτσι ώστε ψε”-θ και µε ο: ΙΧ «δ., 
να ισχύει ΓΕ(κ)-Τ  «ε. 
Επειδή [ε(χ]-Τ{ -Γήκ-τ] - αι ε Γκ-τ! ν χε Φ(Ε), αρκεί να αναζητήσου- 
µε ένα ὅ έτσι ώστε  χεθί{Ε) µε 0 « |κ-Τ/ «ὅ να ισχύει Ιχ-Τ] «ε. Αυτό ὁ- 


µως οηµαίνει ότι αρκεί να πάρουµε ὅ -ε-θ. Πράγματι αν ὅ - ε, τότε µε: 
0 « |κ-΄| «δ - ε, θα έχουµε και Εκ) -Τ{ «Ικ-τί«ε. 


13. Δίνεται η συνάρτηση {: Ε-(0) "Ἐ µε Εκ) - ημ.-. Δείξετε ότι δεν υ- 
πάρχει αεΕ: ἡϊπ(χ) -6. 


Λύση: Επειδή 2:45) - Ε-ί0} το 0 είναι σ.σ του Φί{}) και το ζητούμενο 
1 ( κ) έχει νόημα. 
΄Ἔστω ὅτι υπάρχει αεΕ: Π1π{(χ) Ξα, Όπότε Υ ε-θ επομένως και µεε-ς ἕ- 


3ὔ - δί--) »0: ν χεΕ-ίθ) µεθς|κί«δ -- /Ε(κ)-α' «ε δηλαδή 


ι α ον. 
ημας -αι ε»σ (1). 


Η (1) αφρού ισχύει Υ χΕεξ- 0 θα ισχύει και για κ - Τ/2νπ µε νΕΝ. θηλα- 
δή |ημόνπ-αί «- -» αἱ «7 (2). 


"Όμοια θα ισχύει και γιακ -- μ3 . ΝΕΝ. Δηλαδή Ἱημί(2νπ. . |-α] «ι- 
κ 2 


2νπ. σ 





---/-α] 9 (3). Από τις (2) και (3) έχουμε (-κα«ᾱ και 


--ᾱ-« /-α «)- (-φ«α«2- και γα «ὖ } που είναι άτοπο. 


Επομένως δεν µπορεί το Ἱάπημ -ᾱ- «Κ.Τ.Λ 
Ί αν χε (0,900) 


14. Δίνεται η συνάρτηση {: Β-ί0) Ἔ µε Γκ) "{ 1 αν κχει-α,θ) 
Δείξετε ότι δεν έχει όρισ στη θέση χ - 0. 


δευ 
Λύση: θεωρούμε µια περιοχή του 0 έστω την {-δ,δ)-ί0) τότε αν υποθέσουμε 
ότι η ἔ έχει στο 0 όριο τον πραγµατικό αριθµό λ θα είναι: Υ ε-θ εποµέ- 
νως και µεε - 7 θα υπάρχει ὃ - δ(ε)»0: νκε(-διδ)-ί0) µεος]κἰ«δ 
να ισχύει Είχ)-Α) τε (1) και επειδή η (1) ισχύει ὕχε (-δ,δ)]-ί0) θα ισ- 


χύει και µεκ - Ἰοπότε [1-λί«ε .” (2). 


”΄0μοια θα ισχύει και µεκ Ξ -ἶ οπότε |-Τ-λκε- Ἱ- (3). 


Από την (2) και (3) παίρνουμε: {- Σ« Τ-λ «ὖ και | 19λὴ «- ]--- 


ο-νί- 3 λ-] «9 και - ᾱ- λε] «ή- 


που είναι άτοπο. Επομένως δεν υπάρχει το μμ κως 


Ί 3 3 1 
ο λεν και κ κ λα. 


)-{ 


4.7. Πλευρικά όρια συνάρτησης στο Εξ. 

Ἔστω «3 8) το πεδίο ορισμού µιας συνάρτησης Γ µε τύπο ν - Ε(χ) και ότι 
το 35) περιέχει ἑνα τουλάχιστο διάότηµα της µορφής (Σ,β) τότε το ξεί- 
ναι σηµείΏ συσσωρεύσεως του 328]. 


Όρισμός Ί. 0 πραγματικός αριθµός λ λέγεται δεξιά οριακή τιµή της { όταν 
οχ Εξ”, αν και µόνο αν Ν ε-θ υπάρχει ὃ - δίε) »0 έτσι ὡστε Υ κε 3/4) 
με ξςκ-ςξνδ ισχύει |Ε(κ)-λι«ε. Δηλαδή: 


ππ[( κ) Αλ. Υε».0,3δ - δ(ε) »0:ΥχΕΦ({) µεξς«κςξιδ-[{(κ)-λ]«ε 





Ορισμός 2. Εάν το 3(Ε) περιέχει ένα τουλάχιστο διάστηµα της µορφής 
ία,ξ) µε Σσ.στου 35) τότε ο πραγματικός αριθµός λ λέγεται αριστε- 

ρά οριακή τιµή { όταν ο κ-Ε” τότε και µόνο τότε όταν νε-θ υπάρχει 

ὅ - δ(ε) 0 έτσι ώστε Ν κεθ({) µε ξ-δ«χ«ξ ισχύει Ε(κ]-λ[«ε. 

Συµβολικά: 





)Τπβ(κ) :λὁ» γε»θ, ὅ - δ(ε) »0:Ν χε) µε ξ-δ«εχςξ -- |Ε(χ)-λ|«ε 





Για τα παραπάνω όρια χρησιμοποιούμε τους συμβολισμούς: 
Πμ -λἡ ππζ(κ) .λ ἡ αταία) -λ 


αντίστοιχα; -- 
πε λ ἡ Ἱϊπε(κ) -λ ἡ Ἱϊπε(κ) -λ 
η. ..Ε ο. 


Παρατηρήσεις: Ί. Όι συμβολισμοί κ» ξ᾽ αντίστοιχα κ-ξ” σημαίνουν ότι η 
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μεταβλητή κ πλησιάζει το ξ απὀ δεξιά αντίστοιχα από αριστερά δηλαδή από 
τιμές μεγαλύτερες του αντίστοιχα µικρότερές του, έτσι ώστε να ισχύει πά- 
ντα Χ»ξ --- χ-ξ»0 αντίστοιχα κεξ --- χκ-ξςῦ, 


2. Η δεξιά και η αριστερά οριακή τιµή της ἔ ονομάζονται πλευρικές ορια- 
κές τιµές της {. 


3. Εάν η ἔ δεν ορίζεται αριστερά του ξ τότε δεν έχει έννοια το Ἱππείκ). 
᾿0μοια αν η { δεν ορίζεται δεξιά του ξ τότε δεν έχει έννοια το (κ). 


4. Αν τα πλευρικά όρια στο ἔσ.,.στου 328) είναι διαφορετικά μεταξύ τους 
δεν υπάρχει το όριο της Ε{ στο ξ. Δηλ. ἆ Ἱ1πί( κ) όταν 

Ἱπε(κ)  Ἱϊπε(κ), 

.τ ..ξ 

5. ΄Όμοια δεν υπάρχει όριο στο ξ σ.σ του 3(Ε) όταν κάποιο από τα πλευ- 
ρικά όρια δεν υπάρχει. 


6. Τα πλευρικά όρια τα χρησιμοποιούμε σε συναρτήσεις που στον τύπο τους 
υπάρχουν απόλυτα, πχ ή πῖη, σε συναρτήσεις µε πολλαπλό τύπο, ἡ όταν η 
συνάρτηση δεν ορίζεται στή θέση αυτή, 


ΛΥΜΕΝΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ 
ἵν Δείξετε ότι: 1) Τη Στο η « Ἡν 1) ἨΧΙ(Σ), - 


1) κκ 2 
. 1 χ-Ἱ : 


Λύση: {) Είναι 325) -Ε-(3) - (-σ,3) ὐ (3, νοϱ) και επειδή η { ορίζεται 
σε διάστηµα (3,90) το 3 είναι σηµείο συσσωρεύσεως και επομένως το ζη- 
τούμενο όριο έχει έννοια. 


Ἔχουμε ἡ1πις(κ) .«ΊἹ-ήεθβῦδ»ο0;γκε(Ἀἣο) µελςεκςλδ- 
- χ; -δχ46 μ 
--)Η(χ)]-Τ{ «ε, Αλλά είναι ΓΕε(χ)-Τ κε--- πο ε--- 


---[12-2)11-5) .ῃ/«ε --- |κ-2-Π] «ε (γιατί κ-3» 0) - |χ-] «ε--- 


---0«κ-ᾷᾖ«ε. Αν επομένως επιλέξουμε ὅ -ε τότε θα έχουµε ότι 
ψε»03ὔ»0: θ«κ-ἲς«δ -. Εκ) -Τ{«ε. Που σηµάίνει ότι ἡ1π{() - 1, 
Π) εάν {(κ) ««ΙΣΙ(Σ31) τότε 94) -Ἐ-(0) - (-οο,0) ὐ (0,.00) και το 0 


είναι σ.ο του 38). Επειδή δε η Ε ορίζεται σε µια περιοχή της µορφής 
(-σο,0] έχει έννοια το μπα). 
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Η Ε γράφεται µε κς«ο: Ε(κ) - -κ-Ι. Επομένως αν ε» 0 θα πρέπει να προσδι- 
ορίσουµε ὅ - δ(ε) »0 έτσι ώστε: Υ χε«{) µε θς Ιχ-θ[ «ὃ -- (κ) 1  «ε 
Αλλά είναι ᾿Ε(χ)Ί  «ε --- |-κ-Τε]  «ε --- |-χ]«ε-- Ιχ]«ε και αν δια- 
λέξουμε ὅ - ε θα έχουµε ότι Υ ε»0,35δ - δ(ε) -τΙ Υκε(-οο,0) µε 

ἵκὶ «ὅ -- |Ε(χ) 1 «ε που σηµαίνει ότι Ὦ1π(ὰ) .-ἲ,. 


111) Εάν Εκ) ..-. τότε 320) -Ε-ι1) -(-σ,1) (1,0) επομένως το 


Ί είναι σ.σ του 38) και το ζητούμενο όριο έχει έννοια. Επειδή όµως στο 
Ί η ἔ δεν ορίζεται θα βρούμε τα πλευρικά όρια στο Ί. Η { γράφεται 

(κ) - κε, 

α) "Εστω ε-θ τότεἈδ»0;: κεί) µε Ίσκς 11ὅ -- Εκ) -2] «ε γιατί 
είναι "Ε(χ)]-δ κε --- [χε] -2[«ε --- Ιχ-ΤΙ «ε και µε ὃ Ξ ε ισχύει; 
νψΝε»θ,3δ- ε»θ: Υκχε( Το) µε Ίσχς 19 --- [Ε(κχ)-2ἱ «ε που σηµαίνει 
ότι Ἱ{πρ(κ) - 2. 

β) "Εστω ε»40θ τότε θα προσδιορίσουμε ὃ - δίε)»0: Υκε(-οο,1) µε 
0«Ί-δ«χς Ίνα ισχύει [Ε(κ)-2]«ε. 

Αλλά (κ) -δ[ «κε --- [χε] -2ί «κε --- |χκ-Τ] «ε. Οπότε µε ὃ - ε»θ ισχύει 
Ί-ὅ«κχ«ςῖ- εκαι [Ε(κ)-2] «ε που σηµαίνει ἡΠπς(κ) - 9. 

Από τις (α) και (β) έχουμε Ἰ ήπιε (κ) α Ἰ{π(α) -2. Επομένως: Ἰ{πε(κ) - 2 
γιατί τα πλευρικά όρια στο Ί είναι ίσα. 


2. Να βρεθεί το Ἠπί(κ) αν {(κχ] . Σκο]κ] (εφ όσον υπάρχει). 


Λύση: Έχουμε προφανώς 34) - Ἐ-(ί0}, και 0 σηµείο συσσωρεύσεως του 

32) µε 0 3/5). Παρατηρούμε ότι είναι;: 

ὀχεῖ αν χ»0 

{(κ) - ἐλωά αν χ«ο και ότι για τιµές του κ "γειτονικές" του ϐ, το 
{(κ) εἶναι "γειτονικό" του Ί, αντίστοιχα του -Ί. θα εξετάσουμε ἴο: 
Γε(κ)-Τ{. Και έστω πρώτο ότι το κ»0 και ότι ο κ τείνει προς το 0 απὀ τα 
δεξιά του μηδενός, δηλαδή κ»ο . 
Επειδή  ε»θ υπάρχει ὅ 20 έτσι ώστε Υ χεΦ({) µε θς Ιχ-0/ «δ, να ισχύ- 
ει ΓΕ(κ)-Ἱ] «ε έπεται ότι λωκ -Ί 


Πράγματι: "Ε(χ)-Ἡ{ -Ιδχεί-Τ! -2Ιχ] - ὂχ και αν ὀχ«ε---κ«--, αν 


πάρουµε σαν ὃ .. γε»θ, τότε µεθὂςκ «---- δ, θα έχουµε: ὂχςε, δηλα- 


δή [ε(κ)-Ί  «ε. 
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"Εστω τώρα ότι κχ«θ και χ»Ο . Τότε όπως και παραπάνω βρίσκουμε ότι 
ἡ1π(Χ) --Ἱ. ρα ἆ Ἱ]αε(κ). 


- μι χ/0 
4, "Εστω η συνάρτηση { µε {(Χ) - , 
ο κ-0 

Δείξετε ότι δεν υπάρχει το Ἠπε(κ). 
Λύση: Η { έχει 324) - (-οο,0) υ (0,400) οπότε το μηδέν είναι σ.σ του 

9/4). Ακόμη η { γράφεται: 

χιτ αν κε(0,.ο) 
Ε(κ) - ἐκ-! αν κε(-ορ,θ) 
Ίανκ-ο 

Επομένως θα πρέπει να βρούμε τα πλευρικά όρια στο 0. 
α) 0 τύπος Ε(Χ) -κεῖ µεκ - 0 δίνει {(0) - Ἱ δηλ. το )1πς( κ) -Ί. 
θεωρούμε ε 20 τότε υπάρχει ὅ - δίε) 20; ψ κε(0, ο) µε ος κ! «ὅ-- 

-οἱ{(κχ)-1{ «ε. Αλλά: | (χ)-Ί{ εε --- [χε] -Ί] «ε--- |χ] «ε και αν θέ- 
σουµε ὅ - ε ισχύουν η |Χ| «ὅ - ε και [ε(κ)-Ί] «ε που σηµαίνει ότι 
ΗΠΓ(Χ) ε Ί, 
β) Αν στον τύπο {(κ) - χ-]Ί θέσουµεκ» 0 παίρνουμε {ί0) - -ἵ δηλ. 
Ἱπί(κ) - -Ί, θεωρούμε ε»0 τότε υπάρχει ὅ -δίε) 20: χε(-ω ο) µε 
ἱχ] «ὅ -Ὁ [Ε(κ)21{ «ε. Αλλά [ῇ(χ)11{ «ε-- Ιχ- "σε κ] «ε και αν 
διαλέξουµε ὅ - ε»0 ισχύουν η ΙΧ! «ὅ - ε και [α(χ]Τ{ «ε που σηµαίνει 
μμ --Ί, Επειδή δε αΤπς (κ) 4 ἡ1πις(χ) συμπεραίνουμε ότι δεν υπάρχει 
το πχ), 
4. "Εστω η συνάρτηση { µε Είκ) πχ. Λείξετε ότι η Ε δεν έχει όριο στη 

θέση κ - 4. 

Λύση: Η { έχει 328) -Ε-ί4) - (-οο,δ) ὐ (4,900), άρα το 4 είναι σ.σ του 

32({) και το 1 1Πέ(κ) έχει νόημα. Επειδή όμως στο 4 η Ε δεν ορίζεται θα 
βρόύµε τα πλευρικά όρια στο 4. Είναι: α) Με κ 4” ΠΗπξ(κ) ο. 
Πράγματι: Υ ε»2θ υπάρχει δ-0 έτσι ὧστε Υ χκε(4 πο)λά«κςδιδ- 

-- {(χ)2ε. 
Δηλαδή: {Είχ)2ε--ν πμ» ε«-- κ-ᾱ- τν - χκὐν : και επειδή 
4 «κ-ςδ.δ, θέλουµε: 4 «χσάν ᾱ., Αν δε διαλέξουµε ὃ - 119α έχουμε: 


νε»0,35ὅ - δε) - ο: γχε (4 κ) Λά«κςδεῦ -ν {(χ) 5ε που σηµαί- 
γει ἡϊπς (κ) --ο. 
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Ββ} Με κ-ό4 είναι Ἱ1πς(κ) --0, 
Πράγματι: Υ ε»0 υπάρχει ὅ »0 έτσι ώστε νχεί(-ω 4) και 4-δ«κ«ςδ ισχύ- 


ει ΕίΧ) «-ε. Αλλά {(Χκ) «-ε---- στ « -ε -- κ-ᾱ »--- χ»4--.. και ε- 





πειδή χ «4 θα είναι 4- :«κ «4, Αν διαλέξουµε τώρα τον ὅ - :θα είναι 


φε»ὺ, ὅ - δ(ε) - ολο: νκε(-α,4) και 4-δ«χ«4 - {(κ) «-ε που ση- 
µαίνει ότι Ἰ Ίπιξ( κ) . -οο. 


Αφού τα πλευρικά όρια στο 4 είναι διαφορετικά συµπεράινουµε ότι δεν υπά- 
ρχει το Ἰίπα(κ], 
΄Σ24 


5. Δίνονται οι συναρτήσεις µε τύπους: 
Ἱν Εκ) - παχ(κεᾶ,2κ), 2. (κ) -πίη(χ2-2,κ), 3. Ν(Χ) - :2χ-1 |. |κ-δ] 


Να εξετάσετε αν υπάρχουν τα όρια; Ἱππ(κ), Ἰπο(κ), Ἰϊπο(χ), Ἰ 1πέή κ) 
νου. 


Λύση: Ί. 0 τύπος της { είναι {(κ) «λα δκε[2χ-κ-δ] ,, 3χ93.|κ-3] 


οπότε µε κ»3 είναι {(κ) - δχκαι χ«1 - {(χ) - κ.λ. 

ὂχ, κΕ[3, 90) 

Άρα Εκ) " κ.ἂ, χε(-ω 1) 

Είναι επομένως το 3 σηµείο συσσωρεύσεως του 3/5) - Ἡ και επειδή στη θέ- 
ση κ” 3 η ΕΤ αλλάζει τύπο θα πρέπει να βρούμε τα πλευρικά όρια στο 3. 

{) Είναι για κε {3,90} Ἰήπε(κ) -6. 

Πράγματι: Ν ε20 υπάρχει ὃ - δ(ε) 20 έτσι ώστε Υψ χε [3,9οῦ) µε 3 «κ «3ηδ 
ισχύει: ΙΕ(κ)]-δ] «ε. 

Αλλά ΠΕ(χ)-δ6] «ε--- |2χ-δ] «ε--- 2Χ-1[ «ε--- [χ-3| «ε/2 και αν διαλέξου- 
µε ὃ - δ(ε) 5 θα είναι 0 «κ-ᾱ«δ .- και |{(κ)-6]| «σ που σηµαίνει 
ότι Ἰ1πε(κ) 6. 

11) Αν χε(-αω,ᾖ) είναι Ἰϊπε(χ) - 6. 


Πράγματι: Ν ε»θ1δ - δ(ε) 0: χε {(-οο,ᾖ) µε 1-δ«κς3 ισχύει 
{(κ)-δ[ «ε. 
Λλλά ΙΕ(χ)-δἱ «ε --- [2χ-όἱ «εἰ. |κ-1] «5 και µε ὃ -δ(ε) ..-- ισχύ- 


ουν 3-ὅ «κχ- 3 και |2χ-6| . που σηµαίνει αι) .-6. 
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"Αρα υπάρχει το ἡἡπε(κ) Ξ 6 γιατί τα πλευρικά όρια στο 3 είναι ίσα. 


2 .... λα. [ο ν. 
2. Ν 9 έχει τύπο φ(κ) :Ἠ᾿ΞΣα5ἰ»”-ἔ-κ] ο, κ) κατ |ς"-κ-ξἱ και µε κεῦ 


ήκς-Ί είναι κζ-κ-δΣ0 οπότε ο(χ) -κ, και µε -Ἱ«κςξ2 είναι χ΄-κ-δ 
«0 οπότε ο(κ) -κ΄-δ. "ρα η α έχει πολλαπλό τύπο τον 
χ, κε(-ω,-Τ] 0 [9ο ) 
ο(κ) » {μία κε (-1,2) 
Επομένως για τα όρια στο 2 και -Ί θα πρέπει να βρούμε τα πλευρικά όρια 
στα σηµεία αυτά. 
Είναι µεκχ”2: Ψε»03δ - δ(ε)»0: ν κε[Σ,οο) µε 2«κς21δ ισχύει 
ΙΦ(χ)-2]«ε -- Ππη(κ) » 2. 
Πράγματι µε 0 «κ-ὂδ«δὸδ --- ο(χ)]-2] «ε --- Ικ-2/«εκαιμεδ-ε- δε) 
» 0 ισχύουν συγχρόνως επομένως Ἰ{ηα(κ) » 2. 
Για χ«2 έχουμε νε»θ,3ὃ -δ(ε)»0: Υκε(-τ,2) µεβ-δεχςεξ- 
---ο(χ)-δ]«ε--- Ὦνπα(κ) - 2. 
Πράγματι όταν -δὃ «κ-δ«0 -- Ιχ-2-2ἱ«ε --- [χί-ό[ «ε--- 
---χ-2]χεδί«ε (1). Από την σχέση -ὃ «κ-2«0 µε ὅ - Ί παίρνουμε: 
«ἲκκ-2«ςο ο 3 «χιδ«4-- 3} « Ιχε2] «4, 
Οπότε [κ-2] κε] «4|κ-2ἱ (2]. 
Από την (1) και (2) αρκεί 4[κ-2ἱ «ε-- |χ-ὂἱ «ξ . Επομένως αν 


ὅ - πίηί1, τ } θα είναι 2-δ «κ«ς2 και {|[ο(κ)-Σ] «ε που σηµαίνει ότι 

Ἰ1πα(χ) » 2. ᾿Αρα υπάρχει το Ἱ{πη(κ) » 2. 

΄"ὀμοια εργαζόµενοι βρίσκουμε ότι υπάρχει το ὮΤπη( κ) και είναι αππο( κ) »-Ί 
ἃχ-3, χε {2,900} 


3. Η Ἀ έχει τον πολλαπλό τύπο Μκ) Ξ{ κ. κε ᾳ 2) 


«Ἄχιλ, χε(-σο, Σ] 


Τα δε σηµεία 2, Σ-είναι σ.σ του 3ίΠ) και επομένως έχουν έννοια τα ζη- 


τούµενα όρια. Επειδή δε στις θέσεις αυτές η Ἀ αλλάζει τύπο θα πρέπει να 
βρούμε τα πλευρικά όρια στα σηµεία αυτά. 
Είναι µε κ --2--.] ὑπ χ) α4. 


Πράγματι: ΄Εστω ε»0 τότε υπάρχει ὅ - δ(ε)»0: Υ κε[δ,}) µε 


272 
ὃ«κς2εδ -- [π(κ)-Ἡ/ «ε. Αλλά πχ) -1] «εν 2χ-2-3«ε-- 
“-|χ-ε| «- που αν διαλέξουµε ὅ - τ θα είναι 0 «κ-ᾖς«δ και θα ισχύει 
Ιπ(κ)-3]ἱ «ε που σηµαίνει η {πΑί κ) . 3, 


"Όμοια εργαζόµενοι βρίσκουμε ότι Τ1πη( κ) Ξ 3, Επομένως υπάρχει το 
Ἠϊπ(κ) - 4, : 

1) . 
Για νι. είναι Τ1Πβῃ( κ) σ 


Πράγματι µεε2θ ὑπάρχει ὄνυ:νγκε [δ- ν) με Σεκ «δε ισχύει 
πχ) - Φι «ε. Ἔχουμε/Λίκ) --ὖ] -κε-- [κε]- 2] «ε --. ή212:31 «ε 

«-- τα] εε--- [κ- τὶ εετπου αν διαλέξουµε ὃ - ε θα ἔχουμε: 
0« κ- -ἕ- «ὅ και (κ) --ᾱ' εε που σηµαίνει --- .--- 


"Όμοια βρίσκουμε ότι 1π( κ) ..- . Επομένως υπάρχει το η : Σ.. 
| 


6. Δείξετε ότι ααξίκ) :0 αν Ε(κ) - κημ-ἲ-. 

Λύση: Η { έχει 328) - Ε-ί0) -(-σ,θ) ῦ (0,0) άρα το 0 είναι σ.σ του 
3(4) και το ζητούμενο όριο έχει έννοια. 

Επειδή η { στο 0 δεν ορίζεται θα πρέπει να προσδιορίσουµε τα πλευρικά ό- 

ρια στο 0. 

α) Για κάθε ε»0 αυθαίρετο θα προσδιορίσουμε ὅ -δ(ε)»01γ κε (0) 


µε 0 « |χ-η] «ὅ -- |{(κ)-θ0ἱ «ε. Αλλά ΙΕ(χ)-θ/«ε--- [κημ -Ἡ εε (1) 


Το πρώτο µέλος της (1) γίνεται: [χημ πα 5 |χ] |κημ -Ἡ] εκ (2) 


Επομένως αν πάρουμε |χ] «ε θα είναι |Ε(κ)-0ἱ «ε. Ἀκόμη αν διαλέξουµε 
ὅ - δίε) - ε θα ισχύει |κ] «δὅ - ε και [έ(κ)-0] έε που σηµαίνει ότι 
πε) -0. 


Επαλήθευση. Με Ἰκί«ε -- [χ] «ε και [ημ -ἩἩ ει -- [κ] [ημ -Ἡ -«ε.-- 
---- χημ τι εε --- Ικημ -Ἱ- -οἱ εε--- [{(χ)-0ἱ «ε--- "Τϊπε(κ) -0 
1... 
"Όμοια εργαζόµενοι στο διάστηµα {-οο,0) βρίσκουμε ὅτι α{πς(κ) .0. 
Εποµένυς 1 1πε( κ) 40. 


4.8. Μη πεπερασμένο όριο στο ξ. 
θρισµός 1. θα λέμε ότι µια συνάρτηση { έχει στο σηµείο Εξ που είναι σ.ο 
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του 3(4) όριο το -οο, τότε και µόνο τότε όταν ν ε»-θ,3 ὃ -δ(ε)»0: 
χεβδ) µεθς [κ-ξ «ὃ -- {(χ)2ε. 
Συµβολικά: 


ἡ1πξ(κ) -.-.0-- γε»03”δ»0:Υ χκεβθϱ) μὲ 0ς ἵκ-ξι «ὃ -- Ε(κ)λ2ε 





θρισµός 2. θα λέμε ότι µια συνάρτηση Εἔ έχει στο σηµείο ξ που είναι σ.σ 
του 3(4Ε) όριο το {-0}, τότε και µόνο τότε όταν  ε»θ υπάρχει ὃ - δίε) 
01 χε) µεθς |κ-ξί «ὅ -- Εκ) «-ε. Συµβολικά: 





Παρατηρήσεις: 
τν μι» “0. --- οί” (κ) - -0Ὁ 


2. Αν 9 είναι περιορισμός της Ἔ στην τοµή 32(8)-(ίξ] µε διάστηµα κέντρου 
ξ τότε: Ἰ μαῖ -οο --- α'φο - 0 και ο - -ο--- ) Ξ -- 


4.9. Κριτήρια σύγκλισης µιας συνάρτησης προς το 0. 
Πρόταση Ί. Αν Ἠπέίκ) .ϱ-- αἡπί -{(κ)) 0 ποπ (κ) -0 


Πρόταση 2. Αν μία) .λ.» μι) .0 


Πρόταση 3. Αν η { ἔχει στο ἔσ.στου Σ Ξ Φ(Ε) όριο το μηδέν και η 9 εί- 
ναι φραγµένη σε µια περιοχή του ξΕΣ τότε ισχύει: "ἱπίϱ.) (κ) .0 


Πρόταση 4. Εάν σε µια περιοχή του ξ ισχύει ἡἡμ[ί κ) Ξ 0 και 
Ια(κ) 5 (κ) Υχεσς Φ(Ε)ΩιΦί) τότε Ι1πη( κ) -0. 


4.10. Κριτήριο µη σύκλισης συνάρτησης σε πεπερασμένο όριο. 


Πρόταση Ί. Μια συνάρτηση { µε πεδίο ορισμού 25) και ξ σηµείο συσσωρεύ- 
σεως του 26) έχει οριακή τιµή για χ”’ξΕΕ, αν και µόνο αν, Υ ε-θ υ- 
πάχει 5-0 έτσι ώστε για κάθε ζεύγος πραγματικών αριθμών χι,κεσ(Ε) 
µε 0 « |χι-ξ! «ὅ και µε ο - κχ,-ξ) «ὅ να ισχύει: Ε(χι)]- (κ) τε. 


Πρόταση 2. Μια συνάρτηση { δεν έχει όριο στο ἔσ.στου 32) τον πραγµα- 
τικό αριθµό λε Ε ή έχει όριο το (100) ἡ {-οο) αν υπάρχει ε-θ έτσι ὡὧστε 
σε κάθε περιοχή του Ε να υπάρχουν αριθµοί Χι,χκ:ΕΞΚΕΓ} τέτοιοι ώστε: 
σκι) -Ε(κ))  ἐε. 
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4.1]. Φραγμµένη συνάρτηση συνέπεια της σύγκλισης 
Πρόσημο συνάρτησης και πῥόσηµο του ορίου. 


πω - ----ἶ- - 


Πρόταση 1. Εάν απ[ί(κ) ΞλΕΕ τότε υπάρχει περιοχή του ΕΕΒΕ η π(Ε,δ)-(Ε] 
έτσι ὧστε η Ε να είναι φραγµένη στην περιοχή του Εξ, Αν δε η μί(κ) Ξ 
- λεΕ-(0) τότε αν (κ) 5λ520 Εκ) Οκαι αν λ«ῦθ-- 

-»{(κ) «0 ν κεπ(ξ,δ)-(ξ) 


Σηµείωση: Από την πρόταση Ἰ συμπεραίνουμε ότι αν το όριο στο ξ µιας συ- 
νάρτησης είναι λ { Ο,τότε όχι µόνο η Έ αλλά και η Ί/Ε είναι φραγµένη σε 
µια περιοχή του Ε. 


4.12. Πρόσθεση, πολλαπλασιασμός και διαίρεση στα όρια. 


Πρόταση Ί. Αν Ἰ µας ( κ) Ξ-α και Τἶπαί(χ) - β όπου ξ σηµείο συσσωρεύσεως του 
ΑΞ Φ(Ε) Ωω Φ(ᾳ) τότε Ἡ λα [(κ) α(κ)] -αβ. 


Πρόταση 2. Εάν "1πε(χ) -α και Τΐπα( κ) -β τότε ισχύει Ἠἡπ[Ε(κ)σ(κ)] Ξ 
-α.β. 
λ αν λΕεΕ 


Πρόταση 3. Αν ΓΗ πε(κ) ΞλΕΕ τότε: ἡμπσ(κ) | 8 “αν λ-αοοήλ- - 


Πρόταση 4. ᾿Εστω οι συναρτήσεις Ε και 9 ορισμένες στο σύνολο Σ και ἔσ.σ 
του Σ. Ισχύει δε  - “0 και η 4 φραγµένη κάτω µε θετικό αριθµό τό- 
τε: 

1) "ἡπ Γκ) (κ) 300, 11) ΠήµΗ( κ) σ(κ)] -- αν η 9 είναι φραγµένη ᾱ- 
νω µε αρνητικό αριθµό. 


Πρόταση 5. Εάν η { είναι ορισμένη στο Σ 35 3ί{) και 1ὴμ - λΕΡ-(0) 
και {(κ) 09 κε Σ τότε; Ἰ]π ποτ -- 


Πρόταση 6. Εάν οι συναρτήσεις Εἔ,ᾳ είναι ορισμένες στο Σ και η ί ΞαεξΕ 
- .. Γ χ Ξ α - 
.. ΒΕΕ-(Ο], οκ) {0 Υ κεΣ τότε υπάρχει το Ἱἶα να) Ἔ 
11ο 


4.13. ΄Οριο ρίζας μιας συνάρτησης. 
Πρόταση Ί. Αν η Εἔ είναι ορισμένη στο Σ5 Φί{Ε) και Ἱ1πή ΞλΕΕ τότε ισχύ- 
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/ΤΑΤ, αν λΕΕ 
ει ἨχανΤΕ(κ)] . ( .σο,ανλ--ο ή -ο. 


Σηµείωση: Η πρόταση Ἰ ισχύει και όταν το ριζικό είναι κ τάξεως µε κΕΝ 


δηλαδή ισχύει: 1 απ - [ "ΤΝ, αν λΕΚ 
ν -, αν λ - 0ο 


2. Από την πρόταση Ί συμπεραίνουμε ότι; 


Ἱἡα"Τη(κ)] Ξ Ἰηπ[είκ -. ἸΤΠημείκ]] ε ΥΓ. 


3.18. Ὄριο αοι έταρη 


Πρόταση Ί. Εάν οι συναρτήσεις { και ᾳ είναι ορισμένες στο σύνολο Σ και 
ισχύουν Τἡπῇ » αν Το " β Χαι Ε(κ) ςα(χ) ν χΕΣ τότε ισχύει ΤΗ ς πα 
δηλ. α-β. 


Σηµείωση: Ἱ. Αν μι Ξα και Ε(χ)σς Υ χΕΣ τότε ισχύει Πρίσου» α-ς 
2. ᾿΄Όμοια αν με Ξα και Ε(χ)5ς Υ χκΕΣ ισχύει Ἱ]πή ε ον α-ς, 
Πρόταση 2. Εάν οι συναρτήσεις Ε,ᾳ ἐέίναι ορισμένες στο Σ και ισχύει 

{(κ) ςα(κ]) Υ χΕΣ τότε: 


1) Αν Ἱϊπο(κ) - -ο - Πρε(κ) - -Ὁ 
11) Αν ἡμ(α) ..οο - "ρη( κ) Ξ ος 


Πρόταση 3. Εάν οι συναρτήσεις {,ᾳ,φ είναι ορισμένες στο σύνολο Σ και Ε 
σ.σ του Σ ισχύει δε {(κ) τα(κ) «φίκ) νὶ χΞΣ και πε : ... ΞλΕΕ τότε 
υπάρχει μι. Ξλ. 


Πρόταση 4. Αν οι συναρτήσεις ἔ,ς6,ῃ είναι ορισμένες στο σύνολο Σ και ἕ 
σ.σ του Σ είναι δε Ε(Χχ) -ο(κ) «φίκ) κε Σ και ) πε -α, σαν Ξ β τότε 
αν υπάρχει το 11ο ισχύει α 5 11πο( κ) Ξβ. 


Πρόταση 5. Ισχύει: Τ1πι νὰ -Ί 


4.15. Επιτρεπτές πράξεις στο . 


Στὸ σύνολο ἃ - Βυ[-ῶ ,«οο! είναι επιτρεπτές οι παρακάτω πράξεις μεταξύ 
των συμβόλων -α.,-α. και του λεΒΕ. 

Μη) - οσο, λ.(-οο) - -οο, λί:00]) - «ο αν λ-0 και λί(«σο) - -σο αν 
λε, λ(-ω) --οω αν λ-0, λί-ο)) - «οο αν λ-θ0. 
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«00»(.0ο) - 0ο, -ομ(-ω)- -ο, (-ω-()) --υο 
-(-0ϱ) 5 -σο, -(.90ο) 5 -οο, «οο(.0ϱ) --οο, (-ω)(9) - -ω, 
(«Φ)(-οο) - -"οο, (-ᾳ)(-οο) 0ο, λ. -0, λεβ 

”00 , 3 


4.16. Μη επιτρεπτές πράξεις στο ζ-. 


(.0ο)-(5οο), (-σ0)(.οο), 0:00), -ω-(-ὦ), «-(90) 


“00 ο -υ α 
πο σ.σ  σ' σελ. 


4.17. Ἀπροσδιόριστες μορφές 


Άν κατά τον υπολογισμό των ορίων καταλήξουμε σε κάποια από τις µορφές 


Ἡ) ασ 


λέμε ότι ῃ ἔ έχει απροσδιοριστία, Στις περιπτώσεις αυτές µετασχηµατίζον- 
τας τον τύπο της { δυνάµεθα να υπολογίσουμε το ὁόριό της. Το όριο λέγεται 
αληθής τιµή της { και η εργασία άρση της απροσδιοριστίας. 


, 2) ὃν 3) 0(100), 4) ϱ0-00, 0, 5) 0”, ϐ) οοῦ, 7) 1” 





ΛΥΜΕΝΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ 
1. Δίνεται η συνάρτηση ἕ µε ΕίΧ) - .ξ 








. Λείξετε ότι ἡππ[(κ) ---ω, 


Λύση: Είναι 2(6) - Ε-(0) - (-οο,θ) ὐ (0,0) οπότε ο μηδέν είναι σηµείο 
συσσωρεύσεως του (ΜΕ) και επομένως το ζητούμενο όριο ἔχει έννοια. 
Ἔχουμε: Ε(χ)λυ--ω - Υε»03”δ»0 θς«κς«δ -- {(χ)«-ε--- 


--ὖέ ε τε ο-- κ-ὂς -κε--- χίΊε)λ «2--- κ «τς 





και αν επιλέξουμε ὃ 5 τὸ θα έχουµε ότι Υ ε»0 1” ὅ»θ0: θςκκχ«δ- 
-- ΤΤπς(χ) - -ο, 


2. Δίνεται η συνάρτηση { µε Εί(χ) αι Δείξετε ότι 1Η κ) -.ο, 
Λύση: Είναι το 0 σηµείο συσσωρεύσεως του 348) -Ε-ί0) -(-ω,θ) (0,960) 


Ἔχουμε Ν ε»03δ-0: θςεκςδ -- ίχ)νες- ο” 
4 ὰ «α., 
ο εν κ. οκ ο. 


Αρα αν επιλέξουμε δ κ. τότε θα ισχύει Υ ε»θ υπάρχει ὅὃ»θμεθς«χ«εδ. 


ο [(κ) «επου σηµαίνει ότι ἸΤπ{(Χ) - νοο, 
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1. Δίνεται η συνάρτηση ἕ µε Εκ) - αοδ Ἱ . Δείξετε ότι δεν υπάρχει το 
όριο της ἔ στο 2. 


Λύση: Είναι 2(5Ε) - Ε-(2) -(-σ,2) (2.560) οπότε το 2 είναι σ. συσσω- 
ρεύσεως του (5) και το ζητούμενο όριο έχει έννοια. 
Ἔχουμε Ἱ{π[(κ]”.οο. Πράγματι νε»0 ὅ»0: δςχς2δ”-ο{(χ)λε--- 


χ2ηΆχαΊ 


τες» χ2νθχιΊ »χε-δε --- χ)»(4-ε)χεΊνγζε»θον-- 


-- κὶνὸ στο κε σε }1-ί Πο. }1192ε20 -- (κ) Δε |» (-.σε ὴ1.1-2ε 


«οἰκε 9τε γι ἡσ- τε /1-1-2ε-- κ»- σ «γί 3τε 1 -1-2ε ἡ 


κκ. ο πο ν ᾱ- στ 
χ«- ΐε "γί πε )1-1-δε και αν επιλέξουμε δ.2-- 1. )2-1-2ε 


θα έχουμενε»03δ»0: 0ς ἰχ-2ἱ «ὅ -» Είκ)»ε που σηµαίνει ότι 
Ἠ1π{(Χ) - 00. ᾿΄Όμοια βρίσκουμε ότι Ἰ1πί(χ) --0ο. 


Επομένως είναι Τ1π( κ) / ἡπῇ(χ) και η { δεν έχει όριο στο 2. 


4. Να υπολογιστούν τα όρια. 
χ. -κλνχ-Ί Γκ -ᾱ 
τν Ἠ ον κο ας οι 


χντ) (κ΄ «θχ.θ χα ΧΙ 
.. 11 (ανα ο]. ν 5. Ίνη ῃ- 


Λύση: Ί. Ίος τρόπος. Αν θέσουµε όπου χ - 5 το ζητούμενο όριο παίρνει τη 


µορφή ξ επομένως Θα πρέπει να βρούμε τα πλευρικό όρια στο 5. 





α) Αν χ-δ” - χ-20”- Ηηὸς Ξ 00 





β) Αν κ--δ” «ο κ-δ«ῦ «ο Ἱήπ ὃς « -ω 

. ο χ-5 
"ρα δεν υπάρχει το όριο στο 5. 
2ος τρὀπος. θέτουµε κ-δ «ποτ - 0 και το ζητούμενο όριο γίνεται 1] πτ : 0- 
πότε µε ἵ - 0 έχουµε την µορφή ὄ επομένως πρέπει να βρούμε τα πλευρι - 
κά όρια στο μηδέν και είναι: Ἰΐπ ας -ω και ΤΠ ᾱ --α. 


Επομένως δεν υπάρχει το 11π ος : 


2. Αν θέσουµε όπου χ - Ί έχουµε την µορφή µ- επομένως θα παραγοντοποιἠ- 
σουµε τους όρους. 
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4 ας ηνχ.1 . Ἱήῃ Χζ(α- 1) κ-) τα (κ- ο) (κ2Ἡ). 
Είναι: η πεοος » Ἱν (κ-Ί) μα πτῃ 


: ἸϊπδΙ. (1). 


Αν στη {{ἱ) θέσουμε ὁὀπου Ξ Ί το όριο παίρνει την µορφή -- εποµέ- 
γως πρέπει να βρούμε τα .... όρια στο 1. 


Είναι πα. : 
“Ἰ 





Ξ οο γιατί κ Ἱ -- κ-Ι»0 και 





Τὰ 
αι. 


παταω γιατί κ» -- κ-ί«ῦ 


πώς, 
"ρα δεν υπάρχει το {πι ᾱ-τᾱχ-] 
κ. (κ-Τ) 


43. Με κ - 3ἃ έχουμε τη µορφή 33 επομένως πρέπει να βρούμε τα πλευρικά 
όρια στο 3. ο 
Είναι µεχ-α - Ἀ) -ὐκ-»0 πι δολ - --ο 


.. ι νχ- 
και µεκ-»ᾷ - ὅσα χα «0 -ν Ἱ]πι {δᾖ- 9ο 
Αρα δεν υπάρχει το όριο στο 31. 
4. "τε κ - 0 έχουμε την µορφή δ άρα πρέπει να βρούμε τα πλευρικά όρια 


στο 0. , 
ς γα (πΧ) (κ΄ «5χιϐθ) 
Είναι: µεχκ»θο -κ»ὐ, τι ον 300 


2 
και µεχ»ςύ -κ«ῦ, παν. - 


Επομένως δεν υπάρχει όριο στο 0. 
5 πε κ- 2 έχουµε δ επομένως θα βρούμε τα πλευρικά όρια στο 2. 


Είναι µε κ».2' --χ-δ 20 και στ 5 μμ " 


9 - Χνικ π - 
και µεκχ-»δζ -κ-ὂ«ςθ και νὰ... ορ 


ρα δεν υπάρχει όριο στο 2, 
5. Λείξετε ότι ἡπί(κ) - 0 αν (κ) --ἅση- 


Λύση: Είναι 32(5) -Ἡ και το ζητούμενο όριο έχει έννοια γιατί το (460) 
είναι σ.συσσωρεύσεως. 


Ἔχουμε: |ε()! - ΡΙ ς ΙΧἰσημαΙ κας ττ- --τατ τι ο 


γιατί 1α τατ-- 0 και Ἱήα τάττ - ο . 
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Επομένως µε βάση γνωστή πρόταση είναι μι -0, 


6. Να βρείτε το Ἠἰπ(κ)υε ϱ(κ) - {τν Ἀχ νά - κ) Άχ-ἲ 


Λύση: 26) - (χεΕ: κ ὄχ- 50) 5 (ο, η υ ενα 0 }) 


και το (200) είναι σ.συσσωρεύσεως του Φ/Γ), 


Η { γράφεται Εκ) - κ λω κο χ-Τ{ - 





2 φᾶ- 2 
δν στ επτὴι 
πμο-ᾱ τον” 


"Άρα µε βάση γνωστή πρόταση είναι και α{πς( κ) -0, 


Σηµείωση: Επειδή κ-.οο δεχόμαστε ότι κεί 9018 
ναι Ἀχ.ά »0 και 2χ-120. 


0) και επομένως εί- 


7. Δείξετε ότι: 1) απκημ -ᾱ- .0, 1) 1] η -Ἱ- -0,κεν" 


Λύση: {) Το 0 είναι σ. συσσωρεύσεως της { µε {ίκ) - χημ α- 


Ἔχουμε: [τ(κ)! (κημ - [κ] (ημ -ἷ--] 5 |κ|”0. 
Άρα και Ἠ{Πε(κ) -0. 

14) "Όμοια είναι (κὴημ-Ἡ - (χα [[ημ -Ἡ 5 Ιχ"|»0 
' -.οαο”. 

Άρα και } Ίπιχ νπν " 0. 


8. Δείξετε ότι απ(ημ ήν Τ-ημ' κ) -.0. 


Λύση: Είναι σσ -|2ημ )Ί-ήΣ συν μα] 


υσαη σσ μήκ ο : 
«2: » 2) ον μα σσινσπσα 
«2ο 


"Αρα και.’ Ἰ Ππίημήχ» -ημιΞ0 


Φ Δίνεται η συνάρτηση { µε τύπο Γκ) - συνχ. Δείξετε ότι το Ἰλπ(κ) 
δεν είναι πεπερασµένος πραγματικός αριθµός. 


Λύση: θεωρούμε µια περιοχή του 00 έστω την (α,»ῶ) και τους αριθμούς 
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π π 
Χινχ2Ε(ία,-οο) µε κι - ἔνπι π. και κ; - 2νπ. 7. 


Τότε έιναι ΓΕίκι)-ε(κ,)! - [συν (29π. -ᾷ )-συν(Ἔνπ» --) | - Ίσυν ει .ΐεε 


Δηλαδή υπάρχει θετικός αριθµός ε τέτοιος ώστε σε κάθε διάστηµα (α,.0ϱ) 
υπάρχουν αριθμοί Χιικ» τέτοιοι ὦστε [ε(κι)-Ε(χε){ Σε που σηµαίνει ότι η 
{ δεν έχει πεπερασμένο ὁὀριο στο οὐ. 


10. Δίνεται η συνάρτηση { µε {(χ) - η. Δείξετε ότι δεν υπάρχει το 
Τ{πε(χ). 
.-.0 ' 


π 
2νπ. ε1 





Λύση: θεωρούμε τους αριθμόύς χι - Σις , ΝΕΝ και κ; - τότε εί- 


ναι: ΓΕίκι)-Ε(χ2)! - [ημ -ᾱ- ημας | - ημόνπ-ημ(2νπ» --)| Ξ |0-ημ-2] Ξ 


5 Ἱημ ”] - Ί. Ἆρα υπάρχει θετικός αριθµός ες Ί ώστε σε κάθε περιοχή του 


μηδέν υπάρχουν αριθµοί χικαι κ; τέτοιοι ώστε [Ε(κι)-Ε(κ1} εε που σηµαί- 
νει ότι η Εἔ δεν έχει όριο στο ϐ, 


7 2 
11ν Αν Τα τμ - 0. Δείξετε ότι η { µε Ε(κ) «μμ συν ὰ «ναι 


φραγµένη στην περιοχή του (400). 
7 2 
Λύση: Είναι |Ε(κ)! - μα σσυν Σις κημα |. [συν κ κι « η ν 


εκ] 


“ "τε και Χ» Ἱ τότε Υ ε»0 και επομένως και µεε-τᾖθβθαέ- 


χουμε ΙΕ(κ){ «1«-- -Ἱ«Ε(κ)«1ν χΕ(1,20οο]. ΄Ἆρα η { είναι φραγµένη. 


13. Δίνεται η συνάρτηση { µε τύπο {Ε(Χχ) . Σκ μμία 1) 
Να βρεθεί το Ἰππ(κ). 


Λύση: Επειδή Φί{) - Ἡ το ζητούμενο όριο έχει έννοια, Βάζουμε στον τύπο 
της Γ όπου κ - Ἰ και έχουµε Ε(1) - . ΕΕ επομένως το ζητούμενο όῤιο εί- 
ναι το ᾱ-. Πράγματι αν πάρουμε όρια έχουµε: 


1 1ῃ3χ{ κ Τ ἵπημ(κχ- 1) 2 21 Ἠικ) "«Ἠὔρημ(κ-1) «2 
ει ! ' . ' . «δεν 2 
(κ) - μμ ο πώ --- 


--- 


- 
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13. Να βρεθούν τα παρακάτω όρια: 


ϱ Ἠπ σα μον «ν) πι δν 


-κε2 «--ᾱ- Χ 
χ) -δχ” Βχ-ᾱ Ἠκ-Ί 
Η) αρ τ-- ν) Ἱἶπ 
χ-2 κκ Τ-Ί 
ο μα λδά ο μμ σι 


Λύση: Αν θέσουμε κ - 2 έχουµε αοριστία τ- οπότε Θα πρέπει να παραγοντο- 
ποιήσουµε τους όρους και -, 


Ἡἱρ κ] εκτ] π . Ἡῃ ὃς ων. σα 


Τπχ) α Ἡᾳ 
44) Αν θέσουμε όπου κ - Ἱ έχουµε αοριστία η οπότε θα πρέπει να παραγο- 
ντοποιήσουµε τους όρους και έχουμε: 


χ-Τ}(χ2-4χιά 
1Η ας ..... 


444) Αν θέσουμε κ - -2 έχουμε αορισίία ζ οπότε θα πρέπει να παραγοντο- 


ποιήσουµε τους όρους και έχουµε: 
ἀχλκδκ-ὂ οι. δΧ- Τ) (122) ἀκ-τ)  3-2-ϱ) 


Τΐπ 14 πω ποτ Ἱαρυας 
κι ἆκτεθχεζ . 4(Χν τε) (κο2) .. (χε τ) α(-ἷιε ϱ) 


{ν) Με ὰ - -ὂ έχουµε αοριστία τ- οπότε κάνουµε γινόμενο τους όρους και 
έχουμε: 
τ κ.ξ Ππ οτ σκιά ισα. μην, 
Ἡ [κεδ]κτ- χε] «δχιᾶ Πιν "Τε 
Ν) Με κ - Ί έχουµε αοριστία : και επειδή υπάρχουν ριζικά στον τύπο 


νο να και διαιρούµε µετιν παράσταση ΥχΤεγχεῖ και μα 


να γατναι αρ. 1 
.., ο η! πι τση Τα χεχε] Ὑκτοσκοτ "3 


2ος μι τα ἄ-γ με γ»Τ και χ - ν) και το ζητούμενο όριο γίνε- 


] ν-Ί ] ] 
αυ Ἠρ σα Μη γΟς -- πορήστομη "αγωνα "α 


ψ{) Με κ - 0 έχουµε την αοριστία - οπότε πολλαπλασιάζουµε και διαιρού- 
µε µε την συζυγή παράσταση /χζνκ»Ἱ και έχουµε: 


ΑΑΑΤΑ., ' ο λνον φχη ταν μα η κκ. - 
1 χα Ἔτν - Ἡᾳ χ(χ οκ ΤἸ 5 χ(νκ οκ τεἸ 
4 
3 ῃ ο κ 2 
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13. Να υπολογιστούν τα παρακάτω όρια: 


1. 11 Μ1 . ΗΝ ΚΕΝ, µιν ς2 4. Τί κ κ 


. ..-ἲ Γκ-δ](κ1) 
χ΄ -5χδ 


., απ « . μινΕεΝ 5. Ἡλα ο μ - 
-- κ) Γκ -θχ/ακ-2 
- - 
3. 11 Ίκ[[κε2] ώμο πα 


Λύση: Ἱ. Με κ - Ί έχουμε την αοριστία ὃ και επειδή υπάρχουν ριζικά το 


ζητούμενο όριο ο. 
ασ κ-τ)(ὔ κο Ἐν νκη εν κ1) (ὔΗΗΥΚΗΤΣ 8, ν νν1) 
ψ (ὔ κ” τησ ος. ΕΤ απ 


κα τσκ” δα ην .. 
ἡ στ) (η τν στ σννν 1) 


- Τ{π λος ο ------ α 


: αν βωσών, ο.) (κ στ... 1) 


αν κλίμα, 


ν δι ο Τμ 1, στης. [νεο το] 


2. Με κ - Ί ἔχουμε την αοριστία -- οπότε παραγοντοποιούµε τους όρους 
του κλάσματος και έχουμε: 


α νο νι ν-ᾷ γ-1 2 
Ἱΐπ κ. - Τη χ-Ί κ. λες «.Χ3 . Ἱ{π-ᾶ «κ τς, κα] . 





οἳ χ-τ (κ οκ 8. χΊ τι χμ κ σφι χΊ 
1919... 1 ν ι 

. κδο 
τι... .. Ἡ 


43. ε κ - 0 έχουµε την αοριστία ἓ οπότε το ζητούμενο όριο γράφεται : 


χι(2) κ] 9Ί 21χ]9Ί Ί 
πας. . 3 Μρ 21Χ1 5. - 


4. ε χ - -ᾱ έχουµε την αοριστία ᾖ- επομένως παραγοντοποιούµε τους όρους 
και έχουµε: 


4χ7Φχ 
5 [κ-δ[ζκεα) 3 !ῃ ος δα . τ απ - 
5. Με χ - 3 έχουµε αοριστία ὂ οπότε: 
χ2-δχ96 χ-1){κ-2 
μι. [χ-αᾖ[ 3 1 χ-ᾱ 


Για να υπολογίσουμε το όριο διακρίνουμε τις περιπτύσεις: 
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{) κ»3 ---χ-3»0 που σηµαίνει α 3 οπότε ἵνα, 2) δες Ἰ1π(κ-2) ” 
.3-- - Ἱ. 


11) κς3 ---χ-3 «0 που σηµαίνει χ- 3 οπότε 11 (κ δ)ήκ-ἲ . 


ΑΚΡΗ ρω. θα) --ι 
3 εν. 3 ενικ 
τὰ ε)λπ ο ο μ- και επομένως δεν υπάρχει το 


. 1” 


Επομένως είναι Τ{π 
.-.. 

όριο, στην θέση κ - 3. 

6. Με χ - 2 έχουμε αοριστία θ επομένως θα παραγοντοποιήσουµε και επει- 

δή υπάρχουν απόλυτα διακρίνουμε τις περιπτόσεις: 


1) κ»ξ -οκ-Σ20 που σηµαίνει ότι κ-2' οπότε: {πι κ.κ τε αχκ-ξ 


κ-τ)ζκ» 
ο “οκ 1) Ιχ]! 3 
ῃ λε πι "ὰ 
114) χ«2--κ-ὂ «8 που σηµαίνει κ-»2 οπότε: Τ1π .. λε , οκ). 
. ο» 1. χΧ" Χα 


χ-ο)(- κε] κ]! - 
ζακ-δ]ίκ» "τρια  τ 


., ο .. ο 
Επειδή δε παν ει 1. τἔνακ δεν υπάρχει όριο στη θέση 


χ - 2, 


- Τ{ῃ 
1. 


14. Λίγεται η πολυωνυµική συνάρτηση { µε {(κ) - αιχ"μαν κ τα, 
φάιχναο. Να βρείτε το μία). 


Λύση: ᾿Εστω ΕΕΕΒ και ξ σηµείο συσσωρεύσεως του «Ο(6Ε) - Ἡ τότε είναι 
αμα(κ) τ ν Ψ ν-1Χ Ὁὄσνενκ1λπαν κε Ίπαο . 


- αν Ταχ να νοαττηκ ος, . επαι 1 Ἴπχναο . ανξ"-αν.ιξ ει .«'αιξταο. 


"Αρα Το όριο πολυωνυμικής συνάρτησης στο ΕΕΡ ισούται µε την τιµή της 
συνάρτησης όταν κ- Εξ. 


15, Είναι (κ) - πα κ"να ιν ικὈ ε..«μαικνας) . Σπα κ”, χεΕ, 
αι ε ΕΒΕ, { . ρου οὔο α, / 0. 


Λύση: Επειδή (56) -}Ε - (-ο,) τα σηµεία (-αο], (:00) είναι σ.σ του 
26} και έχει έννοια το εκ). 


α - Ἱ γ- Ί π 
είναις Εκ) » αμα [ην ροκ χο αν κλπ Ἰίϱ » Ἠβρω’ 
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αν αν-ι Ἱ δ,  ὸε.σ κ. α κ ὃν 
γιατί ἡ μι ν ο δεονα, κ νο σα --φ.. ορ Ἱ 18 


- 1 αν-λ σερ, ὰ 
ο 09... α- 0 5 Ἱ. Επειδή Ἱπης - 0. 


Δηλαδή το όριο µιας πολυωνυμικής συνάρτησης στο (460) ἡ (-α}) ισούται 
µε το όριο στο (500) ἡ (-οο) του µεγιστοβάθµιου όρου της, 
16. Να βρεθούν τα παρακάτω όρια: 


2 
Ἡ. Ἰλπείκ)ν µε Ε(κ) - ορ αὅ 4. Ἠπρίκ) µε φίκ) --ᾱτίον. 


2. Ἰϊπη(χ) µε (κ) : δκ εξι- 5. Ἰπο(κ) µε σίκ) ον 


3. πχ) µε Ν(χ) - ο 6. Ἱπι(κ) µε τ(χ) - (κ η. - κ-ἢ)” 


Λύση: Ί. Ἡ συνάρτηση Εκ) έχει Φ(Ε) -Ε - ({-ο,οο) εποµέύως έχει νόη- 


μα το 118. Αν στην { θέσουμε όπου κ το «ο προκύπτει η αοριστία το. 


οπότε εργαζόµαστε ως εξής για τον υπολογισμό του ορίου, 
Ίος τρόπος. Βγάζουμε κοινό παράγοντα το κ΄ από.τους όρους και έχουμε: 


---- κ.(1- ὃν ε ἐν) υ -- ἅτκ ἂτ 3-61: 9611 1τ , 
πε(κ) -- ο” --Ἡ--ο--α 

ο αἃ 8 καν τν πι Μη πχ 11 αμ -κτ- 

. 3-00, 4 

100 ΄ 


2ος τρόπος. Επειδή έχουµε αοριστία της µορφής τα- διαιρὀύμε τον αριθ- 
µητἡ και τον παρανοµαστή µε χ2 και έχουμε: 
5.5 6 


Ἰήπιε(κ) . ρα } 


-σοο κ «-- 
Σ 


3- 18 ἐτ 


14ᾳ {11 ἐν 


- 


ο 


. 
2. Πεδίο ορισμού ίΠ). -Ε-ι-2) -(-,-δ2)ί[-2,9α) επομένως το (900) 
είναι σ.σ του (8) και το 11πῇ( κ) έχει νόημα. Αν θέσουμε στον τύπο της 
η όπου κ το {.οο) η Ἀπαίρνει τη µορφή κ. ϱ 


Αρα για να βρούμε το όριο εργαζόµαστε µε τους παραπάνω δύό τρόπους, 
Ἔχουμε διαδοχικά: 


κ’(49 ἆ-- Ἡτ ὃν ἃ..ᾱκ- 
Ἰἡπ(κ) - ΤΠ - ἔ -Ἰηκ.Τῃ- . (1). - «0ο 


3. Πεδίο ορισμού της : είναι 20) -Π-{ᾳ- .1./ επομένως το (0) εί- 
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ναι σ.σ και το 11η ἔχει νόημα. Επειδή αν στον τύπο της ᾳ θέσουµε όπου 
χ το (900) η α(χκ) παίρνει την μορφή --ᾱο- έχουμε: 


κ1ς 5) 1 


δε 
μία) "με σι "αχ με 


-0(91) «0 
ασ ὁ. πας 


, 


Ἅ 


4. Είναι Φίφ) -Ἐ - (-σ,ῶ) επομένως το (-σο) είναι σ.σ και άρα έχει 
ορ 





έννοια το Ἰ1πῳ. Επειδή η Φ µε κ - - παίρνει τη µορφή το έχουμε: 
υνὼή ως. απ) ος 

{πο(κ) - Ἱ {πι ---------ε---- 5 Τ --- 1. 

--ρ κτ(19 17) Ἅ η. 


5, Η σίχ) έχει Φίο) - ΕΒ-ί-Τ} -(-οο,-1) ὐ (-1.9οο) οπότε το (-0ο) είναι 
σ.σ του Φίσ) καὶ το Ἰ1πα έχει νόημα. Ακόμη µε χ » -ο η σίκ) παίρνει 


τη µορφή σος οπότε: 


ὄτνην γα 
κ) . 11μ --11ῃ οφ 
κι .) ν. 


6. Είναι Φ(τ) - Ε-(- 1} - (-οο,-1) ὐ(-ἳ, ο) και (-οο) είναι σ.σ του 
Φ[1) και το Ἱ{πε(κ) έχει έννοια. Επίσης αν στον τύπο της Ε θέσουµε ὁ- 


που χ - -ὤὦ παίρνουμε την αοριστία τα οπότε έχουµε: 


Ί Ί Ί Ί 

(40 --)λχο(1---ὖ Πε 11 1-- -)ὴ 
Ἱπε(κ) -Τπ Σ ἴ.. ο δή 
-ο -οο 


] 
-- ἆ--- 3 
κ (1ν ας) (1 ντ) 





βασική σηµείωση: Αν µια συνάρτηση εἶναι ρητή τότε η οριακή τιµή της στο 
(400) ισούται 

{) µε τον λόγο των συντελεστών των µεγιστοβαθμµίων όρων όταν ο βαθμός του 
αριθµητή είναι ἴσος µε τον βαθµό του παρονομαστή. 

14) ισούται µε το 0 αν ο βαθµό του παρανοµαστή είναι μεγαλύτερος του α- 
ριθµητή 

444) ισούται µε το 3ο αν ο βαθµός του αριθµητή είναι μεγαλύτερος του 
παρανοµαστή, και είναι το (400) αν οι µεγιστοβάθμιοι συντελεστές είναι 
οµόσηµοι, είναι δε το (-0) αν οι µεγιστοβάθµιοι συντελεστές είναι ετε- 
ρόσηµοι. 
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17. Να βρεθούν τα παρακάτω όρια: 
. πχ) µε ϱ(κ) - κας 2. Ἠππίκ) µε πχ) - σα 


ν.μ) οί: Άμαν Ας αν) νεα. “πα 


Λύση: Ί. Εύκολα βρίσκουμε ότι η Εἔ ορίζεται σε ένα διάστηµα της µορφής 
(α,..σοο) οπότε το {900} είναι σ.σ και το ἸΙΠΕ(κ} έχει νόημα. Η ἔ µε 


χ - «ο παίρνει τη µορφή -- επομένως για να βρούμε το όριο διαιρούμε 
αριθµητή και παρανοµαστή µε το ῥχ γιατί ο μεγαλύτερος βαθµός ὡς προς κ 


των όρων είναι ͵ 


7 νο ΙΤ 
νι ος ἆεγ-- με τρ 


] Ί πο. 


και επειδή {πι . ο, ποτ 0, Ἰπ 50, κ.λνπ έχουμε 
Ί "ο 
μὴ Γ.ς 
ο τη τς μα ο "2 


2- Είναι το (:) σ.σ του Μπ) και επομένως έχει έννοια το 1ΠΗ(χ). 
Εύκολα βλέπουμε ότι µε κ - «οὐ έχουµε την αοριστία -ᾱ- . Επομένως διαι- 


ρούμε και τους δύο όρους µε «χ οπότε έχουμε: 


ν.μ. Ἱ 
να) μα . οὐ -! 
κ κ 


3. Ἡ α(κ) έχει πεδίο ορισμού ία) - [1,μιω) και επομένως είναι το «οὐ 
σ.σ του (ία) και το ζητούμενο Ἱ Ἰπη(χ) έχει έννοια. Εύκολα βλέπουμε ότι 


χ - έχουµε αοριστία της µορφής - επομένως διαιρούμε τους όρους 
ε ήχ7 και έχουµε: 


πα κα 


σος πχ 
πο |. ορ ταν τας -ἷν 


και αν πάρουμε τα ὁρια στο (36) των µελών έχουμε: 1 1πα( χ) : τ- -.Ί. 


με 


207 


4. Η σίχ) ἔχει πεδίο ορισμού ίσα) - [ν.ννῶ) επομένως είναι 
το «2 σ.σ και το ζητούμενο 1 1πσ( κ) έχει νόημα. Αν θέσουµε όπου κ 5 00 


έχουµε την αοριστία ο οπότε διαιρούµε και τους δύο όρους µε κ; και 
έχουμε: 


Επομένως 1πσ(κ) - 2 


18. Μα υπολογιστούν τα όρια: 
.. αρα [π-(1] 


2. κ σ 11 ῃη-ιο] 


δ μα σα ο [ἴζωοο) 


Λύση: Ί. Ίος τρόπος. Το (-ῶ) είναι σ.σ του Ἐ-ί΄ ], επομένως έχει νόημα 


το ζητούμενο όριο και επειδή µε κ - -ω έχουµε αοριστία της µορφής ο 


διαιρούµε αριθµητή και παρανοµαστή µε κξ, Εχουμε: 


μας λεν μῖα τας ο 


- (1- --ά 5 (1- -ᾱ-)ή ἳ 


2ος τρόπος: θέτουµε ὅχ ΞΥ-γ--ω και 7 5 γὲνκ- Υ) και το ζητούμε- 
νο όριο γίνεται: 


2-2γ1 , 1) 1 
πο αλ ασ ωρα. 
2. Ίος τρόπος: Το {-οο) είναι σ.σ του Ἐ-ί0] επομένως το ζητούμενο όριο 


έχει νόημα και επειδή έχουμε αοριστία της µορφής τς διαιρούµε αριθµη- 


τή και παρανοµαστή µε κ. Είναι: 


Ί Ί 
(1 ---]ὸ -ς --- 
μ.ο) ι [1-1 - ΤΠ άνω μι .-- -ϱ 


2ος τρόπος: θέτουµε (χε1) -γ) -γ--ω όταν το κ» - και βρίσκουμε 
χ - γ;-Ί. Οπότε το ζητούμενο όριο γίνεται; 
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κ 


Ἱ 
φ. τπτ” 
Π{ῃ-ν 1 - Ἱίπ-α--α--- 0 Ξ0 
υγ» »γ -Ί "σσ 1: ι Ί 
γ 


3. Ίος τρόπος: Είναι το (»Φ)}) σ.σ του /-Ί,νῶ) επομένως έχει έννοια το 


” 


ζητούμενο όριο και επειδή κ--»εῶ έχουµε αοριστία της µορφής "ορ διαι- 
ρούμε αριθµητή και παρανοµαστή µε κ. Οπότε έχουμε: 


γι. δα ἵι- ᾱ- 


χε Τανκεξ κ στ τα ο 
απ" απ αυ 


1 . 
Ζος τρόπος: θέτουµε «κεῖ - γ όπου Υγ΄-ῶ όταν το κ» «0ο και το ζητούµε- 
νο όριο γίνεται: 

«ΕΣ ει νά εν 
ον ὃν να) ν κ. {ν. 


19. Να υπολογιστούν τα όρια: 


ἵν Ἠλπ(α) µε Μο) τῇ 2. Ἠποία) µε φία) "η λος 
3. (κ) µε Μίκ) - αα 4. Ἰ]πε(κ) µε ἐ(κ) «εντ ω 


Λύση: Η Ε έχει πεδίο ορισμού το Ε-!1] επομένως το (50) είναι σηµείο συσ- 
σωρεύσεως και το Ἰπεί(χ) έχει νόημα. Επειδή στον τύπο της { υπάρχουν α- 
πόλυτα η Ε γράφεται µε πολλαπλό τύπο που είναι: 

κ΄ -ἲ | 





σπα με κα» 
«| 
Ἀὶ µε κ-] 

χ΄-Ί κατ) ἵ- τα 

ὑπότε:  Ππε(κ) - {πι 5 Π{π σσ 5 κ. 1 τπ ----τ-- - (960ϱ) 
2ο. ο κ-ὶ ορ Ί ΄ π 
κ(Ί- ---) 1- --- 
χ χ 

κ;-Ί κ.(1- ἂν) ' '- ἂχ 

και Ἱϊπί(κ) πο ῃ” να - μία . 
χ χ 


(κα) -αω, 


2. Η ὁ έχει 29) - Ε- (0, -1,-δ) 5 (-ω,-δ2) (-2,-1) υ(-1 0) (09) ε- 
ποµένως είναι τα (300) σηµεία συσσωρεύσεως του 2(φ] και το ζητούμενο ὁ- 
ριο έχει έννοια. Επειδή ο τύπος της φ έχει απόλυτα µπορεί να γραφεί µε 


209 
πολλαπλή µορφή. 
Χ3 
Είναι φίκ) «κ  Χ0 
ο κν3 
Χ 





κχεκο 


.-ἲ- 
Ὁπότε Ἱπο(κ) ” πα. - μμ να - Τ και Ἱπφί(κ) --Ἱ{π κ. - 





αν 


4. Το 3η) .χ-(- ὁ)- (-0ο,- -Ἡ- ) ὐ(- ᾖἴ- νεο) οπότε τα (:0ϱ) εἶναι ση- 


µεία συσσωρεύσεως του Φ(Π) και το ζητούμενο όριο έχει νόημα. 


τς 


νο 


ς /ζχ7 να 
Είναι: ἡἡπη(κ) Ξ κα σι : λα 


Ακτα , ] ὶ μα 4 


{πι 
-- κ(-ὖ-) 4 





και Ἱ{πη(κ) - η -ε 
γιατί |κί - -κ επειδή εργαζόµαστε σε µια περιοχή του (-ω}) και δεχόµασ- 


τε χωρίς βλάβη της γενικότητας κ«0. 


4. Η 1 έχει Φί(τ) -Ε-ί1,-Τ, 0) -(-σ,-τ)υ (το) υ (0,1) 01, 0) οπότε 
τα (400) είναι σηµεία συσσωρεύσεως του Φε] και το ζητούμενο όριο ἑ- 
χει νόημα. 


Ξ στ ) Ξ ] σα - 
Ἔχουμε: Ππι(κ) (ο ”ὓ 11 τσ 113 1 τα 
- -Ίῦ - 0 και {πε(κ) - 14 τόττ. μπα) . ντ - 
Σηµείωση: Σε κόθε µια απὀ τις παραπάνω περιπτύσεις έχουµε τις απροσδιο- 
ριστες μορφές ο κ 
χ) χ΄ 
20. Να βρεθεί το Ἰ1πί πλ Ἄ χι ) 


Λύση: Προφανός 68) - μ-ι-- τι ᾖ-Ικαι το είναι σηµείο συσσωρεύσεως 
του Φί4). Εάν εφαρμοστεί η ιδιότητα του ορίου: 
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ο χ2 δα ὴ! “ς ] 
απ Ἄχ -ᾱ χιλ ) ὄνννο χλ-4 οι 





αν 2. αφου 3χ.2 
οδηγούμαστε στην απροσδιόριστο µορφή ο0-00 
1 1 ' 
(γιατί Τί -ᾱ-  - η --ἵ---- - - ------- 0 
κο 1χ -4 κι ., 4 κ] α. 4 
Χ κ μμ νπί κ χ ) 


αφού Τ {πί η - μπ ) «0-0 -α, κ.λ.π. } 


.... 


Μετά απὀ αυτό κάνουµε την αφαίρεση των παραστάσεων που είναι στην παρέν- 

θεση και έχουμε: . 4 
ο ών. ως ο, ας μα 

ον ἀχ-ᾷ ἌχεΖ ) "1η, 9χ” δχ2-12χ-8 "κ αν 9,6. 12 8 
χα 





οἱ 


Σηµείωση: ᾿Όπως εἶναι γνωστό από την µελέτη του ή ρίκ). » όπου Ει(κ] 


και Τ»(κ) ακέραια πολυώνυμα εω όσον είναι του ίδιου βαθμού, σαν οριακή 
τιµή για κ» είναι ο λόγος των συντελεστών των µεγιστοβαθµίων όρων, 


. 2/χκνζύχεςσκ 
119 Να ῥρεθεί το ἡ]α ἄν ον ἃ- 
Λύση: Είναι 3 Ε) - (3 300} και το «ο σηµείο συσσωρεύσεως του (8) 
Προφανώς οδηγούμαστε στην απροσδιόριστο µορφή ο . Επειδή 
«σοκ ναικ’ Ίχενεκαμ -, Π]δίαρς ᾱἳ ε., ον ᾱρ } - 


τύχης ανν σἩἰ- κνννκ-ας 5 1] Ύαν/αι 0 


θα έχουµε τελικά σαν οριακή τιµή (:00)ὔαν - «ο. Μετά από αυτό διαιρού- 

µε τους όρους του κλάσματος µε την µεγαλύτερη δύναμη του Χ, που εδώ εί- 
! 

ναι η κξ και παίρνουμε: 


. 2κν ασ) νοκ 213) "5. 
νι - μροσα. δ. - Ἱίῃ 
χ-2ε/2κ-3 9 
/στς Ίνα 


και µε εφαρµογή τύρα του κανόνα πηλίκου, έχουµε σαν οριακή τιµή .. για 
χο, 


27. Να υπολογιστούν τα παρακάτω όρια. 
Ἱν Ἰπφίκ) µε φίχ) - κε κ κκ 


ἓ- Ἰδπφίκ) µε φίκ) - κί/ακ7εδχεΤ-ακ-1) 


.9] 
3. Ἠπνίκ) µε Νίκ) - κ΄ εκεῖ-αχ 
4. Ἠπη(κ) µε ο(κ) ” ἔκτ(κ-τ]- κ) (κ»1) 


Λύση: Ί. Η Εἔ έχει πεδίο ορισμού το 2(ε) - [0,εσο), επομένως το (300) 
είναι σ.σ και το ζητούμενο όριο έχει έννοια. Αν θέσουμε όπου κ - ο η 
4 παίρνει την απροσδιόριστη µορφή Φ-0. Οπότε για την λύση πολλαπλασιά- 
ζουμε και διαιρούµε µε την συζυγή παράσταση /κεν κε /κ-/κ και έχουµε: 


Χνκ-γ ων /χ κ κον (κ). «/χ-Ε/χ . 
(κ) ολ... π ο. . σποτ (1) 
Αν και πάλι στην (1) θέσουμε όπου χ - «« έχουµε την αοριστία τα επο- 
µένως θα διαιρέσουµε τους όρους του κλάσματος µε κ στην ποιό µεγάλη δύ- 
ναµη που είναι κ - κ, 


Είναι επομένως: {(κ) - τα ην) νὰ 


και επειδή Ἰππι -ᾱ 0 παίρνουμε: μπι (κ) .. 
2. Επειδή ζητάμε όριο στο (:0) θα πρέπει η Φ να ορίζεται σε ένα διάστη- 
μα της µορφής (κ,») επομένως θα πρέήει να είναι το α»0 µε αλτοτριώ- 
νυµο αχ2δχ.7 ε0 θα αληθεύει η Υ χΕΕ αν έχει διακρίνουσα αρνητική ἡ για 
τα χ τα πραγματικά που βρίσκονται έξω απὀ τις ρίζες του τριωνύμου αν η 
διακρίνουσα είναι θετική οπότε το (40) θα είναι σ.σ του 2ίφ) και το ζη- 
τούµενο όριο θα έχει έννοια. 

Μετά απὀ αυτά αν θέσουµε όπου κ -οο η Φ παίρνει την απροσδιόριστη µορ- 
φἠ (00-οο) οπότε διαιρούµε και πολλαπλασιάζουµε µε την πυζυγἠή παράσταση 
{ακτνθχεΤ(αχ»Ἱ) και έχουµε: 


αμ τα Γσίαχ» -- σἱσαλα ο (5 ζο)λ.ό 
φίκ) "κ αχ «Όχι αχ! ο αχτοθχς αχ» (1) 


όπου µε κ - «ο έχουµε αοριστία της µορφής - επομένως θα διαιρέσουµε 


αριθµητή και παρανοµαστή µε χ. ᾿΄Αρα έχουµε; 


α(1-α)ε 5:25 ὡ. 


1 
“αι 
ο(κ) -«-ᾱ-ακ -α 5-2αᾳ)χ6 ᾿ ὀ 
-4 ---. -- -- -----ᾱ- 
αρ. Ότο ο ο ντα 





.-Ζα 6 
α(1-α)- ν. α(1-α) Ι-α 
Ιβοίκ) - κ 11 μα. α]-α) . (να) 53) 


- 
νο Ὕς ον 
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1) Εάν Ί-α.θ--α« Ἰ--θκ«ας Ί τότε τε) . 309 
11) Εάν Ί-α«0---α» 1! τότε Ἰ{πρ(κ) - -- 


Ἡ11) Εάν α-] -θ0--- α - Ί τότε έχουµε αοριστία της µορφής ϱο.0 οπότε για 
να βρούμε το όριο αναχωρούµε απὀ την σχέση (1) και µεα - 1 παίρνουμε: 


κ1(4. 6.) κ(3.-5-) 


2 
φ(χ) - τοσο . Ξ ο ο, 
ὃς Ἱκ γεν μπα κα ενας αν} 


επειδή χεπ(,}) είναι Ιχὶ - κ. 
39-δ. 


ρα Ἰήποίκ) « Ἰήπκ.]ήῃ --ᾱ----- « οοι-ᾱ- «ο 


] 
ντ τς Χ 


3. Ἡ Ἀ εχει πεδίο ορισμού το Ἑ επομένως το -ω είναι σ.σ του Φ{Λ) και 
το ζητούμενο όριο έχει νόημα. Αν θέσουµε όπου κ - -ω η Ἡ παίρνει την 
µορφή ορ -αί-οο) - ὤνα(α) και αν α»0 τότε η πράξη ϱ900 ορίζεται και 
κάνει “οσο οπότε είναι Ἱπῃὴ(κ) - οο µεα»θ. Αν δε α«θ τότε έχουµε αο- 
ριστία της µορφής (0-60) και η ΠΛ. γράφεται: 


Σι Ψ 2 2 2 Φ 
(κ) τα σσ που µε χ --« έχουµε αοριστία της 


µορφής ο και η η γίνεται: 


κ: [(1-6)9-ἲ-ν ασ) κ [ζ1-α1)9-1-, τν] 


|| ντ τπτ γακ χ[- ο ατα] 


π(κ) - . 


(επειδή το χεπ(-α) είναι |χί --κ }) 


(1-αἳ), -ἲ- ν -ἷχ- 


ο τα να. 
κ κ κο -- Ἱ{πη(κ) - μα τετ . 
γιν. νὰ - πο 


τ χ 
5 -(-) πτα- « (100) (11α) 


Επομένως: 
1) αν Ίνα»θ0---α» -Ί--- -Ί«α«ς0 τότε 11(κ) - ορ 


11) αν Ίνα«θ--- ας -Ί τότε Ἱἡπη(κ) - -ω 


111) αν αν] -0--- α - -Ί τότε έχουµε αοριστία της µορφής (-.)0 και το 
ζητούμενο όριο θα το βρούμε από την σχέση: 


(19 -ἰ-) 
πα)» ο τινα κ ντα μα Ἡ --- τ -ἲ 


ὑπότε Πήηβίκ) -«χ. 


4. Ἡ 9 ἔχει πεδίο ορισμού το Ἐ - (-α.,ο) άρα το 00 είναι σ.σ και το 
ζητούμενο όριο έχει ένννοια. Αν στον τύπο της α θέσουµε όπου κ -.ω ἑ- 
χουμε αοριστία της µορφής ο0-00 οπότε πολλαπλασιάζουµε και διαιρούµε 
µε την παράσταση: 
(1 (κ- 1) 1 Γκτ(κ- Τὸ Ἰκτ (κ εκτ (κ«ΤΤ} 2 Ξ Α και η α γίνεται: 
(ήχτ(κ-)) (κ τ(κκΏ)  κξ(κ-τ) κλίκ). , -2χ 
ορ. πο σα μι” 
όπου µε κ - «ο η ϱ(χ) πάίρνει τη µορφή 
όρους του κλάσματος παίρνουμε: 


«ὰς 


α(κ) . | κ.α.’ /σοςτ) ισα σα 


2 


| Χ 0 
. σας 
τικ ταν. τς {αν ος 2 


Δηλαζή ήπια κ) -0. 





23. Να προσδιοριστούν τα πραγματικά α,β,Υγ έτσι ώστε: 
ο λμί ήκ) -Ζκ79θχεΤ- (αχ” «βχεγ)) - 0 


Λύση: Δεχόμαστε ότι η { αν ἔ(κ) - κ-2χ1κδκ.Τ-αχ7-βχ-γ ορίέεται σε ἑνα 
διάστημα της µορφής (κ,ο) ) .. να έχει νόημα το Ἰ{πεί(κ). Η Γ γράφεται: 


μα α 2 - 2/βχ. . (1-α1)κ'- (29 «β..χ2 «2βγ]κ«]1-γ7 
κ πτισσασησ ή χ᾿-2κχ9θχς Ἱναχ΄ «βΧΑΥ 
και αν διαιρέόουµε αριθµητή και παρανοµαστή µε κ έχουμε: 
(1-α1)κ2-2αβκ- (292αγ-β3) 5:2ΡΥ 1Υ” 
τν ---” --ᾱ 
ἡΙ- ἐν «δν ν τς ναι Β- χ ο 


Επειδή τύρα θέλουμε Ἰ1πε(κ) - 0 Υ κεπ(-ο) θα πρέπει 
χιλ. τον 1 
(1-α΄)κ ἆαθα  (1920γ:Φ ] 50 ν κεπ(κοϱ) 








Δηλαδή: {Ί.α 60, Ἱ-α7 - 0, 2αβ - 0, 292αγ.β” -θ]«-να-1,β-0,γ- 
- -Ί, Επομένως για να είνα: το Ἰαπε(κ) -Οπρέπεια- 1, β- 0 και Υ- -] 
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24. Να υπολογιστούν τα παρακάτω όρια: 
χ;-δχωδ αλα. 
|. 11η χ-ᾱ 4. αλα χ”-ᾱΙκχ 


5. Τ Ίππο χί 3χ92, κ) 


ἑν Ιχ-2 .-- 


«3 νχζ- ., 
3. Ἡ χ-ᾱ 6. 1η πά-εετιςς 


Λύση: Ί. Ἡε κ - 3 το ζητούμενο όριο παίρνει τη µορφή 5: επομένως πρέ- 
πει να κάνουμε γινόμενο παραγόντων τον αριθµητή. Είναι: 


κ-α)(κ-2 
ρ ο ο (1) 


Για τον υπολογισμό του ορίου (1) θα πρέπει να βρούμε τα πλευρικα όρια 
στο 3. 


Ἔχουμε αν κ» «» κ-ᾖ20 ο . π(κ-2) - 


- κ-ᾖ](κ-2 υα ὁ 
και αν χκ»ἆ ο χκχλ«ε. μα σα Ξ ὍΕπχ-2) Ί 


Επομεύως δεν υπάρχει όριο στο 3. 
Ζ. Ίος τρόπος. Επειδή µε κ - 2 έχουµε την µορφή τ- κάνουμε γινόμενο τους 
όρους και σε συνέχεια θα βρούμε τα πλευρικά όρια στο 2. 


Είναι 11, ο ο 12) « Ἠη(κδ) «4 γιατί κ»2'-ο χ-ὂ»0 


κ-ζ) (κε) . --ὰ »9- ο 
και να οσα 1 χο 2) 4 γιατί χ»2 - κ-2«ῦ 


Επομεύως δεν υπάρχει το όριο στο 2, 
Ζος τρόπος. θέτουµε χ-ὂ -Υ-γ-50 και χ- γε, χεξ - γγ4 και το ζητού- 
µενο όριο είναι πᾳ 1ςτ) οπότε βρίσκουμε τα πλευρικά όρια στο 0. 


Ε ἷ (4 . 5 ἷ (Υ6 Ξ- .-- 
Εχουμε η] ο”. 1174) - 4 και αρ]. 1 1π(Υ4) 4, 
᾿Αρα δεν υπάρχει το Πχ) επομένως και το μη. 

. μα -Ώ 
3. Αν θέσουμε Μ{(κ) «-Σ:3/31:-κ-6 (ναι 4(49) «Ε-(3) - 


.(-,32)80 (3,0) οπότε επειδή το 3 είναι σ.σ του Φ(Ε}) και είναι και 
σηµείο ένωσης του (5) θα πρέπει να βρούμε τα πλευρικά όρια στο 3. 

... -.. ε. 
Είναι Ἰήη/(κ) » πι 1" Π.2) - 6 και Ἠπίκ) -Ἠπχ” 2-3, 


- Ἡρ 3Η) Τ1πκν1) «4. Εποµεύως δεν υπάρχει το Ἰήπε(κ). 
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5. Αν οίκ) -ἂτ'1ὰ]- τότε Φί9) -(-ατνβ) ὐ 6ν310) υ (0 μ1)(ν ορ) 
οπότε θα πρέπει να βρούμε τα πλευρικά όρια στο 0, 
χν .ὰ 


͵ 3 ͵ . μμ νο. 
Είναι Ἰ Ἠπφί κ) . Ἠἶπ σα - - και Ἰ Ίποί κ) Ξ Ηπ κ 3 Ἱ 


΄᾿Αρα υπάρχει το Ι Ίποί κ) . -Ί, 


5. Γνωρίζουμε ότι παχία,β) - 9: |9-βὶ. οπότε αν η(κχ) - πιᾶκ(3χ.2,κ) είναι 


Λ(κχ) - 


σι | : 
Ἄχεζωχε |3χ2-κ[ Εν ΕλνΕ] και επειδή υπάρχουν απόλυτα στον 


τύπο της Ἠ θα βρούμε τα πλευρικά όρια στο -Ί. 
Είναι Ἱϊπηίκ) - Τῃ(3χ.2) » 5 και πΧ) » Πακ» 1. 


Επομένως δεν υπάρχει το Ἠπη(κ). 
6. Με χ - 3 παίρνουμε την µορφή δ- οπότε Θα παραγοντοποιήσουµε τους ὁ- 


κος 
ρους της {(Χ) µε ε(κ) - πᾶ- ια 


Είναι: (κ) - μα και επειδή το 3 είναι σηµείο ένωσης του (50) 
θα βρούμε τα πλευρικά όρια στο 3. 
, Χνὸ 
ἔχουμε Ἰϊπε(κ) - ΤΠ - ᾱ- 
και 1ῑπε(κ) - -τ{α δὲ -- -ᾱ- 


Αρα η ἵ{κχ) δεν έχει όριο στη θέση κ - 3, 


25. ᾿Εστω οι συναρτήσεις µε τύπους: 


1. Εκ) - |2χ-Ί {κ κ-2] 2. φ(κ) - ῥκσ. 
μπα. 
3. κ) -Ἡη 4. οἱ) «μα. 


Να βρεθούν τα σηµειωμένα όρια: 
Ἰμπί(χ), Ἰπ(κ), πχ) νοκ), ο.” Ἠἰπ(κ), Ἰἰποι(χ). 
.-1 .. ρ.υ0 ..0 


Λύση: Ί. Για να βρούμε το όριο µιας συνάρτησης σε κάποια θέση είναι κα- 
λύτερα να την γράψουμε χωρίς το σύμβολο του απολύτου (Δηλαδή µε πολλαπλό 
τύπο). Διακρίνουμε τις περιπτόσεις: 


1) κςῦὂ -- {(χ) - 2χ-3 γιατί ὀχ-Τ50 και κ-270 


11) σοκ «2 --- (κ) χε] γιατί 2χ-Τ «6 και κ-2«0 
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ΠΤ{) κ«τ -- (κ) - -Άχεὰ γιατί 2χε! «0 και κ-2 «0 
ἀχ-3, χΕ[δ,90) ) 
οπότε η ΤΕ γράφεται: {ίκ) - χ.1, χε, 2) 


-ἀχεα, χεί(-αω, ) 


Τα σηµεία 2, Σ "0ο ἐίναι σ.στου 38) -(-αω, Ὡ υ ο 2) ὐ [2,9οϱ ) τ 


και επομένως τα ζητούμενα όρια έχουν έννοια. 
Επειδή δε το 2 είναι σηµείο ένωσης του 36) θα βρούμε τα πλευρικά όρια 
στο 2. Είναι 1 1π( κ) 5 Τῃ(3χ-3) - 3 και εκ) - Ἠπίχκε1) - 3 άρα υπά- 


ρχει το 1 Τε κ) - 3, Για το όριο στο 7 θα πρέπει να βρούμε την αριστερή 


οριακή τιµή. Είναι: Ἱ{πε(κ) - πο σμη .---. 


Επειδή το «0 βρίσκεται στο [5,9ο) και είναι σ.σ του 3ί({) το όριο θα 
βρεθεί απὀ τον πρώτο τύπο της 8, 
Είναι ΤΠ κ) Ξ ἡ{π(3χ-3) -4οο, 


2. Ρίζες των απολύτων είναι το 2, α οπότε διακρίνουμε τις περιπτύσεις 
! 


- οο 4 . μας 
Ὦ) κ.ξ -- φίχ) οσο 
κ) ὰ, « α - αι 


1) κ «α -φ(κ) - σον 


δσε ᾿ χε(-ω,-χ ) υ (2,900) 


Επομένως η φ γράφεται φ(κ) - «δα, 
σα ες 2) 


και έχει 399) - Ἑ-ί2]. Οπότε τα σηµεία 2 και είναι σ.σ του Φίφ). 


Όταν µια συνάρτηση αλλάζει τύπο σε κάποιο σηµείο που είναι σ.σ του πεδί- 
ου ορισμού της τότε για να βρούμε το όριο στο σηµείο αυτό βρίσκουμε τα 
πλευρικά όρια. 

Είναι: Τ Ιπφίχ) Ξ Ηῃ3λ.. - οο γιατί κ»ζ -- κ-2»0 


1χ-Ί 


και ἡ ἡπφίχ) Ξ πι σπ - -σο γιατί κ-»2 - κ-2«0 


ὰχ-Ί ὰχ-Ί ͵ 
Στο σηµείο έχουμε Ἱ{πο(κ) --Τίπ - 0 και Ἱ Παρί κ) - Τ{ῃπ «0 
τ ες  κ- ᾿ Γ΄ χ-ξ 
"Αρα υπάρχει ο. . 0. 
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ημχ 
4. Η Ἠ γράφεται: (κ) «ἱ πα Χείθ,) 
- κ. ΧεΕ (-ω 0) 


και έχει πεδίο ορισμού το 3ίΛ) -Ε-ί0}, 
Για να υπολογίσουμε το όριο στο µηδέν θα βρούμε τα πλευρικά όρια στο ϐ, 


Είναι ἡπῃ( κ) Ξ πμ -Ί (Πρόταση 18). 
Χ 

και Ἰἰπη(κ) ” «1 . οἳ 

"ρα δεν υπάρχει το Ἰ πχ), 


4. Η 9 γράφεται ο(χ) - 1ημα] και έχει τον πολλαπλό τύπο 


ημχ . ημχ»0 
χ 
ο(κ) - 


Επομένως θα πρέπει να βρούμε τα πλευρικά όρια στο μηδέν. 
Ἔχουμε ἡ Τπη(Χ) Ξ Πήῃ --- - 1 και Ἰἴπη(χ) 5 «δρ - -Ί 


Επομένως η 3 δεν έχει όριο στο μηδέν. 


26. Δίνονται οι συναρίήσεις µε τύπους: 
χ΄ -δχι6 


Ἀπὸ, κε(-ω,θ) ὑ (3,9) { εὔ κε(-α ιο) 
(κ) - μα Μία) ο ή 
πλ κ] »Ί ο ᾽ κ / 35 
οίκ) » 5, |κ| «1 ο) ΕΕ οκ - 22 





Να βρεθούν τα όρια: Ἰ1πε(κ), Ἰπὰ(κ), "Ιπο(κ), Ἰϊπ](κ), Ἰϊπφίκ), 
Ηφο. 
Λύση: Επειδή το 3 είναι σ.σ του’ 3({) θα βρούμε τα πλευρικά όρια στο 3. 
Είναι ΠΗηί(κ) - 110, 053 -Ξ) . τήρικ-) «1 και Ἡπείκ) - 


κ-α)(κ-2 , νο 
μα κατ Ἠρο- τας 
Επομένως υπάρχει το ἡ1πιξ(κ) - Ί, 
"Όμοια θα βρούμε τα πλευρικά όρια στο Ί και -Ί. . 
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Είναι πα κ) Ξ Ττῃ σδ-- : «ο και ἡΤπη( κ) Ξ Τ1πο .5, 

᾿Αρα δεν υπάρχει το Ἰπα(κ). 

Επίσης Ἰ1ποί(κ) - 115 - 5 και Ἰϊπο(κ) - ή στ . -οο. 

Επομένως δεν υπάρχει το Ἰ{πα(χ). 

Για την Ν{ίΧχ) έχουμε: ἹἨπῃ( κ) Ξ αΊπσυνα Ξ συνο - Ί και Ἰ ἡπη( χ) - Ὦ1ρ” - 
-ϱἳ - Ί,. "δρα 3 ἡἡπλ( κ) και είναι Ἰ Ἠπλ( κ) - 1, 

Για την φίχ) έχουµε: 392(Φ) - (-,-2)ὐ(-1,2) ὐ (29090) ὐ{-2.2). 

͵ . Ί 

Άρα είναι ἸἨπφίχ) Ξ η ἶπ τσ - ο, 

ρὴ : Ἠρετντ -ᾱ -- κ 0. 


ο ο 





᾿-μοια Ἰ Ἱπφρί κ) - Ἱ 


5/-- 8 


Αρα 3 ἡ Ππφί κ) 

.. .Χε[θ,νου} 

27. Δίνεται η συνάρτηση { µε τύπο Είκχ - 3χ1-(29λ) χεδλ/-7,κε (-ω μ0] 
Να προσδιοριστεί ο πραγματικός λ έτσι ώστε να υπάρχει το (κ). 


Λύση: Επειδή η Εἔ αλλάζει τύπο στο µηδέν θα πρέπει να βρούμε τα πλευρικά 
όρια στο μηδέν και επειδή υπάρχει το Ἰ ΤΠΕ κ) θα είναι ίσα. 








Ἔχουμε επομένως: Ἰ 1η Πί(κ} - "ῃ59- .πῃ "νὰ σ σασα - ’ 

α ον. Ἱ - ] ω » ... ὦ 
Ἱπ-- «Τη τν ἂν σου" Ί και Ἱππί(χ) ἡ {πι 3χ΄ (219λ)κε2λ” -7} 

Ξ οὐ 


Αρα 11πβ(κ) . πεί κ) ο ] .2κΤ--λλ -θολ) -4---λ - 22, 


28. Να υπολογιστούν .τα όρια: 


ενα βλ. «Μη 0 νο 
. Ἰλαος 1. 5, Ἱ]π μα 


.) 


3. 1η -ΠΗΧ ημί(κ- 
..» χ 
, .. Γλα τητδσυνκ 


Λύση: Ἱ. Ίος τρόπος. Εισάγουµε νέα μεταβλητή στο ζητούμενο όριο, θέτου- 
µε ἔδανκ «γ---κεζθ - γ) και όταν χ» -Ί -- γ- 3 οπότε το ζητούμενο όριο 
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1. β] - 
είναι: αι τμ. να δι δω). 211 13γ.9) - 3.21» 


- 81. 
2ος τρόπος. [ε κ - -Ί παίρνουμε τη µορφή τσ οπότε πολλαπλασιάζουµε και 


διαιρούµε µε την παράσταση ἠΤ2βεχ]  εὔθθνκ,. 399 - Α και το ζητούμενο όριο 
γίνεται: 


ν. 5 κ. Ξ πα, ᾗ Ξτ Ξ 
ο μη 


- 81, 

2. Ίος τρόπος. θέτουµε ᾱ. ΞΥ-Υ 0 και το ζητούμενο όριο γίνεται: 
α. ο" ημν 

λα κά, 


2ος τρόπος. Αν θέσουµε όπου κ - «0. παίρνουμε τη µορφή ω(0)., 
Ί 
πμ κ 1 
Και το όριο γίνεται: ο Ὕ « Ί γιατί όταν χνω”-.--- 0 


3. Ίος τρόπος. θέτουµε κ- ΞΥ-5γ”0 και το όριο γίνεται: 





π 
ημίν» ») 
μμ ξν «µη ον -ᾱ- 
άν άν λ 
2ος τρόπος. Αν θέσουμε όπου κ - Ζ παίρνουμε - ο. επομένως το όριο 
π 
ημ ο 
είναι το-ξ. γιατί Ἱίη 1με. ού. 
π ...ᾳα π π 
- 
4. Ίος τρόπος. θέτουµε Ἰχοῖ - γ-» κε! «υγ» Ί και το ζητούμενο όριο 
κ [4 ι-4 Υ.] . 
γίνεται: 11 ναοΤ- ο πνση πι ον σας τος - 


2ος τρόπος. Αν θέσουμε όπου κ - Ο παίρνουμε την µορφή σ οπότε πολλαπ- 
λασιάζουµε και διαιρούµε µε την παράσταση Α κε οή[κετ) στι 

ἳ σα (ὔχεΤ-Τ]Α χν]-Ί., ὴ 
φὔχτἹΊ και έχουµε: ς ἃπας πε 5 11 ΓΑΑΣΗ)Α Ξ πε μμ 


ν 


5. ἵος τρόπος. θέτουµε χ-π- γ-»χ - γεπ και Υ 0 οπότε το ζητούμενο ὁ- 
ριο γίνεται: . ια. Ξ παρ σος) - -Τ{π- ΜΥ. « 


γ-ο γ.ο0ο Υπ 
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2ος τρόπος. Είναι πο π καν .0, 


6. θέίουµε κ- σ- .«γ-οκχ-γ. τ και ν "0 και το ζητούμενο όριο γίνεται: 


π 
ημ(κ- ---) 
Πἶπ ουν . Ἰΐη----  --- η Ξ 
μα. ”7-2συνίγ»-ς) υπ εί -συνίγ» --)) 


2ηµ --- συν συν 
- Ἰ{ῃπ --.-υ-----ᾱ- Νεο Ἱ{ῃ -------υ----- Σ - 
υ' Σ(συν -ξ -συν(γ» -ς)) Μη τ )ημ-Σ ο. 2ημί 2ηµ( «Σπ ος) 


. 1. 


η] 


/. 
» 


29. Να υπολογιστούν τα όρια; 


Γ. Τη τι Χο κ 2κ- 
... (κ.1) κατά χι -δχ-26 


νι 


3. .. κ σα. 


ρ Ἱ. Με κ - Ἱ έχουµε την αοριστία ---ι τν οπότε το ζητούμενο όριο γράφε- 
ται 


γκ- (κας 1) 
1ᾳ πο ξδες τς . η (/χ.1- 2) 3 

.(ι 11. 3 , 
5 τώνονΣ πμ] ΙΕ οι .Ἡρ ο μην . Ἡρ η) « 


(4) «8. 
Ζ. Ἠε χ» 0 έχουµε την αοριστία --- οπότε το όριο γράφεται αν πολ/µε και 
διαιρέσουµε µε την παράσταση ΛΑ - ν 7ϐ)τνοκτιβιά, 


χςδ- ἐν : 
ο. πι ρα "προ κ] 
16χ2 πα ην 
5 Ἡρ τξημτακα "Ππίημας πε Ἱπς 1. το κ «τος 
3. Νεκ - Ζ έχουμε την αοριστία σ και επειδή υπάρχουν ριζικά πολλαπλα- 


σιάζουµε και διαιρούµε µε την παράσταση Α - ημ7χ»ημχζημκεζημΞκ και το ό- 
ριο γίνετοι: 
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ημκ-Ζημχ : Χχ- . ὁ 
ο ο μα 
πμ π 
ο ᾷ 
. ην. . ρα. πλ .-τ. 
30. Να βρεθεί το Ἱϊπί 3Μ9ὰ ,συνὸκ- εφ). 
Μαη: ΄Ἔχουνε η18ί "κ «ουν. "κ. ) » μι η) ) Ημρυνε-μῃ "τ " 


πια μᾶκ αμα ένο. 
με μμ η 


ο 


Λύση: Παρακολουθείστε τον παρακάτω ειδικό τρόπο. ΄Εχουμε διαδοχικά: 


μα νο μυ. . 
ασπωμ στα 
, οκ Τοκ-] 
χ χ 
Και τώρα υπολογίζουμε χωριστά την κάθε οριακή τιµή για τον αριθµητή και 
παρανοµαστή και παίρνουμε: 


ΞΤ 


σπα φΊχ"- 
α) Τΐη κ  ]π φὰκ (Το κ) (Τε κ ο εκτ 3 
0 
ν Το Το Το Τ 1 "0. 
«δει, οκ... 
1... μι μτοστση λα κλ 
σα . Ἱκ- ] α, 
ν) Τη 11η [Γκ]. - πα 
ἀπ. Ί Ίαχ-] 
δ) απο Ξ η (ή ΤεκνΤὸκχ 3 
Επομένως η ζητούμενη οριακή τιµή είναι: Τ Ἡ-- 
τν κ 
κ, ' 


35. Για τις διάφορες τιµές του αςξ να βρεθεί το 9 όριο 
11π)( κ) µε (κ) - κ εχε[-αχ. 


Λύση: Η Ἠ έχει πεδίο ορισμού το Ἡ επομένως το -οο είναι σ.σ του 3(η) και 
το ζητούμενο όριο έχει νόημα. Αν θέσουμε όπου κ - -ω η η παίρνει τη µορ- 
φἠ α-αί-οο) - ὤναίω) και αν α-0 τότε η πράξη «900 ορίζεται και κάνει 
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“00 οπότε το 1 1πη( κ) .Ὁ µεα»θ, Αν δε ας0 τότε έχουµε αοριστία της 
µορφής (0-0) και η Ἠ γράφεται: 


2 2.3 αλλ δονα 
Μ(χ) κος . οτι µε χ - -σ0 έχουµε αοριστία της 


µορφής το και η Ἠ γίνεται: 
κ2[(1-α νοκ ον] ο κ[ιι-αε τν ὦ ] 
νε. μα... , κ[-γῖν τς ατα] 
(επειδή το χεπ(-ζ}) είναι ΙΧ) - -κ) 
(1-αὖ) ἰ- κ ἰτ (1-αὖ) -ἷ- ε ἆκ- 


-κ, -” Ἰἰπη(κ) - Ἱ{πικ] {πι - 
«γη τ- ---.. -- ο γι τς -α 


«-(-ω) 1.- κ (9) (1να) 


Επομένως: 
1) αν Ίνασλθνα»-] -Ἱ«α«0 τότε Ἰ1ππ(κ) - 


11) αν Ίνα«θ---ας -Ἱ τότε Ἱπῃί(κ) » -- 


111) αν αι! -0---α - -ἵ τότε έχουµε αοριστία της µορφής {-0)0 και το 
ζητούμενο όριο ϐα το βρούμε απὀ την σχέση: 


2192 κ(1» --) 
πίκ) τη, ος Ξσπαπα- τν πο λος, τα 


Οπότε Ἰπη(κ) ---- 


ΑΛΥΤΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ 
1. Δείξετε ότι: 
2 
) Ίδη σον 0 11) 1η οσον ὸ κο, ΠΗ1) η ονοξ-ΑΤονο]) - 0, 


τν) ηλ ορ -2, ν) 14 μν συν 0, ν!) Ίὴπ 1. :3ν] "5 


η) Ἠπί-1)" λος - 0, ν 11) αι (-τ-}' 


2. Δείξετε µε τον ορισµό ότι;: 





Ομ. 


:..0, 6) Ἰ]π(4κ.ϐ) » --ο, ϐ) 1] α πι - 0. 
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3. ᾿΄Όμοια µε τον ορισμό δείξετε ότι; 





ν λα στ. 4 ᾱ. Ίήπ ΗΣ . ϱ 
αι 
δ. Ίλ τσς «ο8 δ. Ἰἡμτ1 -νῶ 
3 μμ ασ .Ί 6 Ἱ{π(4χ΄ -θκε11) - 
Ἱ Φου Χ-ά -οο 


4. ΄Εστω η συνάρτηση { µε τύπο Ε(κ) - δκτι-ἒ] 


Να βρεθούν τα όρια της { στο («) και {-ο0) και να βρεθούν οι ασύμπ- 
τωτες της γραφικής παράστασης της 8, 


7 
5. ᾿Όμοια για την συνάρτηση { µε τύπο Είκ) - στ 


6. Να βρεθούν οι οριζόντιες και πλάγιες ασύμπτωτες των συναρτήσεων: 


α) {(κ) 5: δ) Ε(κ) «Τα 
β) (κ) - κ-ήκτ-] ε) εκ) «ερ. 
γ) ε(κ) - - στ) (κ) - /χταχε" 


7. Να βρεθούν οι πλάγιες ασύμπτωτες των συναρτήσεων 
2 2 
1. Ε µε (κ) . 43. ἵ µε τ(κ] σος 


4 


3 2 «112 
2, Ἀ µε Ν(κ) «Χ 2 ολ 4 φ µε φχ) ασ 


κ αχ» 


8. Να βρεθούν οι οριζόντιες και πλάγιες ασύμπτωτες της συνάρτησης { αν 


ἆχι2 

σποτ. : 
υπάρχουν Εκ) - 3 

μοι 


9. Δίνονται οι συναρτήσεις µε τύπους: 


δα 
ϱ {κ κα ἵν) κ) ελ 
1) α(κ) - .χ: ν) σίκ) “ναι 
1) φίκ) .-ᾱ--ὖ- ν!) ε(κ) ο σαοα δι 


Να βρεθούν τα όρια αν υπάρχουν: 
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Ππεκ), Τήπα(κ)ν Ἠπα(κ), ἹΜπφίκ)ν Τ1πφί κ) 
Ἠπῃ(κ), πῃ(κ), Ἰπσίκ), Ἰππο(χ), Ἱππε(κ). 


͵ 
10. ΄0µοια να βρεθούν τα παρακάτω όρια: 
ἔν αν σκττκ 4. ιτ 


-καὶ 


ὃ. η ὰ-τλκα. ) ωσσαι 
ο /κ-Τοδ κή-2κοκ-2 
3. {πι ο μα 6. 11 μη 


11. Δείξετε ότι (κ) Ξ 5 και ΤΠ (κ) - Ί 
2χ9Τ, χς2 
όπου (κ) - α-ῖν χ.2 
12. Λείξετε ότι;: 


Ε) τή ΣΙ), ο η) η. «ῇ- 





3) Ἠπ(12ν/κ-δ) - 12 (ν) ο 
13. Δίνονται οι συναρτήσεις µε τύπους: 

ο) 6(κ) -ἆται- ) κ) «πο 

β) οίκ) --«ΣΙ{Χ31). δ) φίκ) «κε --- 


Εξετάσετε αν έχουν όρια στο σηµείο κ - 0, 


14. ᾿Εστω οι συναρτήσεις µε τύπους: 
χ;-2χε! αν κ] 2χ9Ί αν χε[-1,4) 


Εκ) "/ 2χ-δ αν κς«Ί αίκ) ο αμ αν κΕ[ά, κου) 
Να βρεθούν τα όρια αν υπάρχουν: 
Πάπε(κ)ν Ἰπο(κ)ν Τἶπα(κ). 
15. ᾿Εστω οι συναρτήσεις µε τύπους: 
χ κ χν1 
1. {(κ) - χ)-9 3] Λ(χ] 5 ---- ο 
... - 
2. α(κ) -ᾱ η ϐ) φίκ) «αν. 


Ἴα βρεθούν οι ασύμπτωτες τους οριζόντιες-κατακόρυφες- και πλάγιες αν 
υπάρχουν, 


17. 


18. 
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Δείξετε ότι η συνάρτηση { µε {ΕίΧχ) - ημ -.- δεν έχει οριακή τιµή στη 
θέση κ - 0, 


Δίδονται οι συναρτήσεις µε τύπους: 


1. Εκ) ποηιμι ϐ) φίκ) . μαι 


. α 2χ΄ 
2. Φ(κ) " πδχί-τ-, 5) σ(χ) . το [κ 


3, (κ) -πῖπ(2χκ,1κ-Τ}] 
ἵα βρεθούν αν υπάρχουν τα όρια: 
Ἰππε(κ), πχ), πα(κ), Ἠϊπρίκ), Ἠϊπο(χ), εκ), Ππε(χ) 


Δείξετε ότι 1πή(χ) - 3 µε 
4χ, χΧΕ[1, 900) 
Γκ) 5 δε, χε(-ω ,1) 


Δίνονται οι συναρτήσεις Έ,6,Ἡ µε τύπους: 


1-κ2, χ«θ 
ε(κ) «3 , ο(κ) «/-δ[κο, Νίκ) -ἰ αι 
τα» Χεθ 


Δείξετε ότι; 
1 - -ἲ, "τησ - Ί 


119 -5, ο 1πα .5, πρ -0, ἡ πο Ξ0 
.., - 34, πα Ξ-Τ, 


Ἔστω οι συναρτήόεις µε τύπους; 


(κ) «χε-κτ, (κ) - σα 


Εξετάσετε αν υπάρχουν τα όρια 
ππε, 11πε, ππε, 1ἶπα, Ἰἶπα, αἶπη. 


μα βρεθούν τα όρια για τις συναρτήσεις: 


(κ) --ᾱ- -κδ, (κ) ϱἱπγθ, οί) «πάσι «λος τ 
εἰ) εἃα, 


πε, πο, πα, πα, Ἰ Ίπφν  ὁ 11Πὴ, Ἠ1πὴ, Ἰππι, πε. 


22. ᾿Εστω οι συναρτήσεις µε τύπους 


εκ) ε Χα. αίν) - 


ους 


-κλ, χςΊ 


κ” Ί 
[αγ πίκ) » Ίνκ, κ. 


Να βρεθούν τα όρια αν υπάρχουν: 


118, 118, Τα, Ἰππη, Ἠ1πῃ. 


23. Ιία βρεθούν τα όρια αν υπάρχουν 


2, 
ϱ ᾗήη ἂν δα 
0 2-/κ-ᾱ 
πι 


π 


ή Τνκ- Τη) 
11) 1η ολοι 


24. ΄0μοια τα όρια; 
ϱ μα κ 
ναι 
 λ--ι, 


25. Να υπολογισθούν τα όρια: 
1 χφχεά 


.ο8 κ νὄχαἹ 


β. 1 ... κ-ᾱ 


Ω 
μ.ο 
στο 


1 χ; -ᾱ 
γοο [κ-2 
26. ΄0μµμοια τα όρια: 
Ὦ) Τπήχεδ-κ-- 
1} Ἰηπ(νχζκκε Τε κ -κνΤ-2κ) 
11) Ἰδ( κκ κ) 


ἵν) Τη τς 2]ζκτᾶ 


πμ ον 
νι) Ἰπ (κ-β) -(α-β)” 


χε] χ 
Ἰν) 1] το τα] 
2 
ν) Ἱίπ κ -ὸκ 


χω Χ᾽92χ 
χζ αχ) 


1) τμ επ .Όχ κ 


/άχτ 1 
ὃ. χε] - 


ε. Ἰἡπ(κ] -οχς «3χ7 Βχε1) 


- οσα 
στ. 1 χο Γ-νκ 


τν) Ἠπ(νχ” «ὔχοδκ) 
ν) ἡ 1 7χ” εχ” -κ) 
νή) Ίδης ὁ (κει) -(κ- 01). 


27. "Ία προσδιοριστεί ο πραγματικός λ έτσι ώστε το Ἠπικ) (κκ ήκτἩ- ὕκνήκοὃ) 
να υπάρχει και να είναι διάφορο του μηδενός. 


28. Δίνεται η συνάρτηση µε τύπο {(κ) - Αχ -δ4χτνθχτνά- (αχ: «βχΥ). Να 
προσδιοριστούν τα α.β,γΕΕ έτσι ώστε ήπιε (α) .5 ὠ 


36. 
- 


17. 


307 


"Έστω η συνάρτηση Εκ) - νχ7κνε]-ακ. Να προσδιοριστεί ο πραγματικός 
α έτσι ώστε: 1!) 1πΕ(κ)ΕΒ, 11) Πείκ)ΕΚ. 


Εστω η συνάρτηση µε τύπο ἐκ) -/κτ-δχεδ-(αχ«β). Να βρεθούν τα πρα- 
γµατικά α͵.β έτσι ὡστε: 


ϱ) Ἠπε) - ο, 1) Ἠπείκ) σον 1) Ἠρείκ) - -ὂ 


Να βρεθούν τα όρια: 

ης ατα σιαι ο 
Να υπολογιστούν τα όρια: 

Ἱ. ο. δ. Ἰπί ἔκν ντ -ἕκ-δκτ) 
ὃν ΜΗ κ 6. 18 κ..ἲ 

ο. μα πο" ). μη] 


ο 21 σος. 


Δίνεται η συνάρτηση {ἔ µε 11π νοκ) «λΕΕ. 


Δείξετε ότι {πι θα] -βλ,.β/0, 


ο 2χζνχεδ 


Δίνεται η συνάρτηση ἕ µε {ίκ) - μ.λ -αχ-β. 


Να προσδιοριστούν τα α,βΕΕ ὡστε: 


1) Ἱήπε(κ) Ξ 0 11} Ἱήπ(κ) --ᾱ. 
..0ο .ν-οο 
"Όμοια δίνεται η συνάρτηση µε τύπο ΕίΧ) -«κ7εκκελβχ να βρείτε τα 


κ,λ,βΕΕ ὡστε Ἰ πις(κ) - 5, Λείξετε ότι δεν έχουν όρια οι συναρτήσεις 
{) ει Ε-(0) 3Β µε Ε(κ) «συν Ἱ. στο 0, 
11) 4: ΝΕ (-ἲ, 1) µε Εκ) - (-Τ) στο (100) 


Ν Μ 
ην - Ὕ. αν α9β2Υ - 0 και να»μβ - 0. 


Να υπολογίσετε το όριο 11 


Αν υπόρχει το Ἠ {πι (χ) τότε να βρεθεί ο λΕεΕ αν 


41. 
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2λ2 «ηλκοθκ2, κςθ 





Εκ) Τ Ακ ιθλή-δκ, κ»0 
Να υπολογιστούν τα όρια: λα ν. 
ολ στα ο. φ-α- 
ὃν η πο - 5. Ἰ μην χ- 
δ, ην 6. ης - 
΄0µοια τα όρια 
ο ει 3. η [ποδια 
ὃν τη ὃν ο χωαξ μα. 
Να υπολογιστούν τα όρια; 
1. Επί συνς -ενκ) 5, πα Ἅτων 
2. Ἡη σας ημοχ δ ενα τν ρα 
Αν Εκ) - [οη' μα 

2αχ”-ὐχκτ , χ»Ί 
Να προσδιοριστεί οϱ αΕΝ ώστε να υπάρχει το μπεκ). 
Αν {(κ) - ρα ον 

λ2 9 Άλκοθχ2α2λ, κ«0 
ἵνα προσδιοριστεί ο λΕΕΒ αν υπάρχει το 1 Ἰπε(κ). 
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συνέχεια συναρτησης 


4.18. Συνεχής συνάρτηση 


θρισµός Ί. 'Εστω η συνάρτηση { µε πεδίο ορισμού 38) και ξε 25). θα 
λέμε ότι η συνάρτηση { είναι συνεχής στο σηµείο ξΕΕ, αν και µόνο αν,για 
κάθε ε»0 υπάρχει ὅ - δίε) 20, έτσι ώστε Υ χεἈί{) µε |κ-ξ! «ὅ να ισχύ- 
ει [Ε(κ)]-ε(Ε)/ «ε. 


θρισµός 2. ᾿Εστω µια συνάρτηση ἕ µε πεδίο ορισμού το 325) και ἔ σηµείο 
συσσωρεύσεως του 34). θα λέμε ότι η Γ εἶναι συνεχής στο σηµείο ξε 26) 
τότε και µόνο τότε, όταν απ{( κ) -τ(ξ). 


Ορισµός 4. Μια συνάρτηση Ε λέγεται συνεχής σε όλο το σύνολο ΑΞ 325) τό- 
τε και µόνο τότε όταν είναι συνεχής σε κάθε σηµείο του Α. 


Παρατηρήσεις: Ί. Η συνάρτηση {ἔ πρέπει να είναι ορισμένη στο σηµείο 
εε Φ(Ε], δηλαδή πρέπει να υπάρχει ο αριθµός {(ξ) και να είναι πεπερασ- 
µένος πραγματικός αριθµός. 


2. Πρέπει να υπάρχει το ιν) και να είναι πεπερασµένος πραγματικός ᾱ- 
ριθµός και όχι το «ο, 


1. Το ιν) πρέπει να είναι ακριβός το {Είξ). 


4. Πρέπει το σηµείο Εξ να ανήκει στο (5) και µπορεί να είναι σηµείο συ- 
σωρεύσεως ἡ απομονωμένο σηµείο και αν το ἕ είναι απομωνομµένο σηµείο τό- 
τε είναι Ἰχ-ξί -0«δ και ισχύει [ε(κ)-Εε(ξ)! - 0ς«ε και ο ορισμός ἵ ισ- 
χύει. 


5, Κάθε ακολουθεία (αν) νΕΝ που όπως γνωρίζουμε είναι µια συνάρτηση α: 
Ν Ἡ είναι συνεχής συνάρτηση στο Ν γιατί το Ἡ αποτελείτσι µόνο από απο- 
µωνομένα σηµεία. 


4.19. Ασυνέχεια συνάρτησης. 


θρισµός Ἱ. Μια συνάρτηση { µε πεδίο ορισμού το 2(Ε) λέγεται ασυνεχἠς 
στο σηµείο ξΕΕ του (6) όταν και µόνο όταν ισχύει µια τουλάχιστο απὀ 
τις περιπτώσεις: 
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α) τοξ/65(5). 
β) Δεν υπάρχει το πί(κ) ή υπάρχει και είναι το -οο ἡή -ω. 


Υ) Ὑπάρχει το ὦ1αί(κ) Ξ λΕΕ και είναι {Ε(ξ) ϱλ. 


Ορισµός 2. Μια συνάρτηση Εἔ λέγεται ασυνεχἠς σε ένα σύνολο Α αν και µόνο 
αν είναι ασυνεχής σε ένα τουλάχιστο σηµείο του Α. 


Ορισµός 3. Μια συνάρτηση Ἔ µε πεδίο ορισμού το 35) και ξ σηµείο συσσω- 
ρεύσεως του 36) λέγεται ασυνεχής στο ξ, όταν και µόνο όταν, υπάρχει 
ε»θ, έτσι ώστε για κάθε ὅ-0, υπάρχει χΕΞΧΕ) µε |χ-ξΙ «ὅ έτσι ώστε να 
ισχύει: "Ε(κ)-ε(Ε) ὲε. 


3.30. Πλευρικὴ συνέχεια συνάρτησης. 
Ορισµός Ί. Ἠια συνάρτηση ἔ θα λέγεται συνεχής από δεξιά στο ΕΕ 38), τὸ- 
τε και µόνο τότε, όταν αμα[ίχ) - ΕΕ). 


Ορισµός 2. Μια συνάρτηση Ε θα λέγεται συνεχής από αριστερά στο ξε 34] 
τότε και µόνο τότε, όταν ἡἡπίίκ) 5 Εξ. 


Παρατηρήσεις: Ί. Εάν η συνάρτηση Ε είναι συνεχής από δεξιά στο ξ σηµαί- 
νει ότι υπάρχει διάστηµα [ξ,ξεδ), δ 0 στο οποίο η { είναι ορισμένη και 
ότι Π{πε(κ) » ΠΕ). 


2. Ἡ συνάρτηση { είναι συνεχής απὀ αριστερά στο ἕἔ σηµαίνει, ότι υπάρχει 
ένα διάστηµα (Σ-δ,ξ] στο οποίο η { είναι ορισμένη και ότι Ἠπε(κ)- {(5) 


1. Εάν η { είναι ορισμένη στο Σε 38] τότε είναι συνεχής σ᾿᾽αυτό,αν και 
µόνο αν, είναι συνεχής απὀ δεξιά και απὀ αριστερά στο Εξ. Δηλαδή: 
ἡ πείὰ) . {(ξ) - ης(κ). 


4. ἴάν το σηµείο ξ είναι σ.σ του 38) ἡ δεξιόπλευρο ἡ αριστερόπλευρο, 
και η Εἔ είναι συνεχής από δεξιά ἡ µόνο απὀ αριστερά τότε λέμε ότι η ϐ 
εἶναι συνεχής απὀ δεξιά µόνο ἡ µόνο απὀ αριστερά. 


5. Εάν τα πλευρικά όρια στο ἔ είναι ίσα και διαφορετικά απὀ το {(ξ) δη- 
λαδή μπ{ί κ) Ξ πίίχ) 6 Ε(ξ) τότε η ασυνέχεια στο ξ ονομάζεται µη ου- 


σιώδης ἡ αιρομµένη, και τότε αν θέσουµε Εκ) - λ η νέα συνάρτηση που προ- 
κύπτει είναι συνεχής στο ξ. Δηλαδή η ασυνέχεια "εξουδετερώνεται”". 

Εάν όµως η ασυνέχεια δεν αίρεται τότε λέμε ότι η { παρουσιάζει πήδηµα 
πεπερασµένου μήκους στο σηµείο ξε 3(45) και αυτό συμβαίνει όταν 
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ππο(κ) / ἡ π[ίκ) αλλά είναι πεπερασµένοι πραγματικοί αριθμοί. 


Σαν πήδηµα της { στο σηµείο ξ ορίζεται τότε ο θετικός αριθµός 
ἀ - Πηδίξ) - 1 μπήί κ) μπεί κ)) 60. 
Σε .. 


Στην περίπτωση που ἐν. τουλάχιστο απὀ τα ἡπηξ(κ) ἡ αν) είναι το 300 
το πηδί(ξ) θεωρείται το άπειρο. 


6. Μια ασυνέχεια στο ΕΕ3(Ε) λέγεται ουσιώδης όταν και µόνο όταν δεν υ- 
πάρχει στο ἩἙ ἑνα τουλάχιστο από τα όρια ηα), φείκ). 


4.21. Συνέχεια βασικών συναρτήσεων και πράξεις. 


Πρόταση Ἱ. 

4) Η σταθερή συνάρτηση { µε ΕίΧ) - «είναι συνεχής ν χεΒ. 

114) Η ταυτοτική συνάρτηση { µε ΕίΧ) - χ είναι συνεχής Υ χε Ε. 

111) Ἡ κ-δύναμις συνάρτηση { µε Εκ) - χ", κΕΝ είναι συνεχής Υ χεΕ. 
ἵν) Ἡ µονώνυµος συνάρτηση { µε {{κ) - αχ”, αξΕξ, νε είναι συνεχής 
Υ χεΕ. 

ν) Η πολυωνυµική συνάρτηση ἕ µε Εί(Χ) - ανκ να νκ Ὁ ,.«ναικνας µε 
αιξεΕ, ἵ -0,1,2,....Ν, ΝΕΝ είναι συνεχής χεξΕ. 

νΊ) Η απόλυτος τιµή συνάρτηση { µε Γκ) - Γκ! είναι συνεχής Υ κεΚΕ. 

Ψ 11} Η τετραγωνική ρίζα συνάρτηση ἕ µε Γκ) " γχ είναι συνεχής στο Ε.. 


Πρόταση 2. Το άθροισμα, η διαφορά, το γινόμενο, το πηλίκο συνεχών συναρ- 
τήσεων είναι συνεχής συνάρτηση. 


Πρόταση 3. Αν Ε: ΑΛ "Β και η ἔ εἰναι συνεχής στο ξΕΑ µε {Ε{Ε) 0 τότε 


και ' είναι συνεχής στο ξΕΑ. 


Πρόταση 4. Αν {Ε{ξ) "8 και η Ε είναι συνεχής στο ἔ τότε και η “Ἔ είναι 
συνεχής στο Εξ. 


Πρόταση 5. Οι συναρτήσεις ηµμχ, συνχ, εφχ, σφα, είναι συνεχείς στο πεδίο 
ορισμού τους, 


Πρόταση 6. Αν η συνάρτηση {: Α ’Β είναι συνεχής στο ξεΑ και η Υ ” α({(κ})}) 
είναι συνεχής στο η - ΕίξΕ) ΕΒ τότε και η συνάρτηση 4ο 8 είναι συνεχής στο 
{. ρ ΄ 
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4.22. Συνέχεια σε κλειστό διάστηµα. 


Πρόταση Ί. Αν η Ε είναι συνεχής στο κλειστό διάστηµα [α,β] και Γ(α){(β]κ 
«0 τότε υπάρχει ένας τουλάχιστο πραγματικός αριθµός χι Εία,β) {έτοιος 
ώστε Είχε) - 0 (Βο]7απο) 


Παρατήρηση: Αν µια συνάρτηση πληροί τις συνθήκες Βοῖζαπο και επιπλέον 
εἶναι γνησίως µονότονη στο ἴα,β] τότε υπάρχει μοναδικό χεξία,β) ώστε 
Γίκρ) - 0. 


Πρόταση 2. Αν η συνάρτηση { είναι συνεχής στο κλειστό διάστηµα [α,β] 
και Τα) { Ε(β) τότε η Γ παίρνει κάθε τιµή μεταξύ των {ία) και {{β). 
(θεώρημα ενδιαµέσων τιμών) 


Πρόταση 3. Κάθε συνεχής συνάρτηση { απεικονίζει ένα διάστηµα Α σε διάσ- 
τηµα (Διάστημα Α όχι υποχρεωτικά κλειστό ἡ φραγμµένο). 


4.23. Νονοτονία της αντίστροφης συνάρτησης. 


Πρόταση. Αν η Ε είναι ορισμένη, συνεχής και γνήσια μονότονη σ᾿ ένα διάσ- 
τηµα Α τότε είναι "1-1" και επί απεικόνιση του Α στο {{Α). Ὑπάρχει η {} 
και είναι συνεχής και γνήσια μονότονη στο {ίΑ). 

(Με το (ίδιο είδος µονοτονίας). 





4.24. Σύνολο τιµών συνεχούς συνάρτησης. 


Πρόταση Ί. Εάν η συνάρτηση { είναι συνεχής στο κλειστό διάστηµα [α,β], 
τότε υπάρχουν κ,λ Εία,β], τέτοια ώστε για κάθε χ ε[α,β] να' ισχύει: 
{(κ) ' Είκ) Ελ). 


Σηµείωση: Η εικόνα κλειστού διαστήµατος µε συνεχή συνάρτηση είναι κλεισ- 
τὸ διάστηµα, 


Πρόταση 2. Αν µια συνάρτηση { είναι συνεχής στο ᾽α,β) τότε είναι φραγµέ- 
νη σ᾿᾽ αυτό. 
ΛΥΜΕΝΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ 


. Δίνεται η συνάρτηση ἕ µε {(Χ) - 4χΗ5, Να εξετάσετε αν είναι συνεχής 
στο σηµείο ἕ - 2. 
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Λύση: Ίος τρόπος. Με την μέθοδο "εδ". 

Είναι αρκετό να δείξουμε ότι: Υ ε»03δ-0: Υ χκεβθίΕ) µε Ἴκ-2] «δ να 

ισχύει: [ε(κ)-ε(2]) 1 «ε δηλ. Νε» 0,1 ὅ 0:  κεβ(ϱ) µε [χκ-δὶ «ὅ-- 
--!Η(κ)-13ἱ «ε γιατί Ε(2] - 13. Πρέπει επομένως να προσδιορίσουμε ένα 

κατάλληλο ὃ όταν το ε είναι ένας δοσµένος θετικός αριθµός αυθαίρετος για 

τον οποίο να ισχύει [έ{(χ]-Τ3ἱ «ε µε την προὐπόθεση ότι ισχύει [κ-δί «δ. 

Έχουμε [Ε(χ])- Τά «ε--- Ἰόδχεςδ-13ἱ «ὃ --- Ιόχ-θὶ «ε-θίκ-2]κε--- 


---|χ-2] « ᾱ-. Αν επομένως εκλέξουµε ὅ Ξπ- τότε θα έχουµε ότι Υε»50 


3ὅ - δ(ε) οτ-ι ν κεθ(ϱ) µε |χ-2ἱ «ὅ ι -- |κ-2ἱ καπ Ι4άχ-8] «ε 


-- Ιάχις- 13] «ε -- Ἱείκ)-ε(2)] «ε. 
Δηλαδή η { είναι συνεχής στο σηµείο ξ - 2. 


2ος τρόπος. Με την μέθοδο του ορίου. 
Επειδἠ το σηµείο Εξ - 2 είναι σηµείο συσσωρεύόεως του 326) - Ε έχει νόη- 
μα το ἡἡπΕ(κ) - 1 Ἠη(4χ.5) 5 41 1πχο5 «4,295 ς 11. 


Επειδή δε το ξε 2(5] οῤίζεται η Εἔ στο 2 και είναι {Ε(2) Ξ- 13. ρα είναι 
ἡ1π(Χ) - {(2) - 13. Συνεπώς η Ἔ είναι συνεχής στο 2. 


2, "Εστω η συνάρτηση {ἕ µε τύπο {(χ) -κ΄εζχεὰᾖ. Εξετάσετε αν η Ε είναι συ- 
νεχής στο σηµείο ξ - Ἱ. 


Λύση: Ίος τρόπος: Η { έχει πεδίο ορισμού το 36) - Ἡ και το Ί είναι ση- 
µείο συσσωρεύσεως του 32(). 
Μέθοδος {οδυςἩγ 
Αρκεί να δείξουµε ότι: Υε»θ,3δ50: νὶ χεβδ(Ε) µε |κ-Ἱ] «ὅ- 
(κ) -Ε(1}] «ε. Επομένως αρκεί να προσδιορίσουμε ένα κατάλληλο ἕ 20 έτσι 
ώστε µε δοσμένο ε»20 αυθαίρετο και χε3Ξ(6) να ισχύει [ε(κ)- ΕΤ) «ε µε 
την υπόθεση ότι |Χ-Τ] «δ. 
Η σχέση | Ε(κ)-ε(1) «κε -- κεχελ-11-2,1-1] «ε--- 

--- (χ- 1) (κε 1) ε2(κ-τ) «κε --- ἵχ-Τ Ιχεδ)εε (1). 
θέλουμε τώρα στον παράγοντα |/Σ3ἱ να δώσουμε την µορφή |Χα3 «8 όπου 
ϐ»0 µε την υπόθεση ότι το κ”, δηλ. µε την υπόθεση ότι το κ βρίσκεται 
σε ένα σύνολο της µορφής (α,1) ὐ [1,.β). 
Αλλά τότε πρέπει Ἴχελ]«θ----θ« χιλ«θ----ὖ-θ«κς-λθ και για να εί- 
ναι το χ σε ἑνα σύνολο της µορφής ία,1) ὐ {1,β) αρκεί να πάρουμε σαν ϐ έ- 
να οποιοδήποτε αριθµός Σ4 οπότε µε 8 - 4 έχουµε -Ἱ «κε Τ--- -η2« κιλ- 
«4 ---- -ᾱ« χι «4 --- χε] «4 και η (1) γίνεται: 
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κ-Τ{[κὰ! ςΙκ-Ί]φ κε -Ὁ χ-τ] «Ἱ , 
Αν επομένως διαλέξουµε ὃ - Ξ , Τότε θα έχουµε ότι Υ ε»θ,15»0: 


ν κεθί{6) µε [κ-Τ! «ὅ -- |χ-τ] επ ---ᾱκ-τ] «Εξ «-- |χ-Τ|[χεδ] «ε 
---Γ(κ)-εί1}{ «ε. Επομένως η { είναι συνεχής στη θέση κ - 1, 


2ος τρόπος. Ἠε την μέθοδο του ορίου, 
Επειδή το Ἰ είναι σηµείο συσσωρεύσεως του 35], έχει έννοια το πχ) 


οπότε αν εφαρμόσουμε τις ιδιότητες των ορίων έχουμε; 
μι η μος ρο μνς μα. π «. 


Άρα η Ε είναι συνεχής στη Βέση κ - 1, 


3. Εστω η συνάρτηση { µε Ε(Χχ) -ς (ε- σταθ. στο Ἐ). Δείξετε ότι είναι 
συνεχής. 


Λύση: Προφανώς 35) - ΕΒ. ᾿Εστω χ - ΕΕΒ τυχαίο σηµείο του 96), τότε 
επειδή Υ χεΒ εἶναι ΕίΧ) - ε, θα είναι και {{ξ) -ς, Τότε όμως Νε»0 
θα ισχύει: ΙΕ(κ)- ΠΕΙ) - Ιε-ε) -0ς«ενγκ, Υ ξεΒα. 

εάν τύρα δ τυχαίος θετικός αριθµός, τότε Υ χε-σ{) µε [κ-ξ| «δ θα ισχύ- 
ει ΓΕ(κ)-Ε(Ε)! - Ις-ε[ -0«ε και η είναι συνεχής στο 34). 

Ὥστε η σταθερή συνάρτηση είναι συνεχής Υ χεΒ. 


4. Δείξετε ότι η συνάρτηση { µε Εκ) - χ” είναι συνεχής. 


Λύση: Ίος τρόπος. Προφανώς 94) -Χ. ᾿Εστω χ - ΣΕΒ τυχαίο σηµείο του 
3(Γ) (προφανός σηµείο συσσωρεύσεως του 9(Ε)]. 

Για να δείξουμε, ότι η Ε είναι συνεχής στο ξΕΕ αρκεί να δείξουµε ὁτι 

Υ ε»θ υπάρχει ὅ - δίε) »0 έτσι ώστε Υ κεβί(ϱ) µε |χ-ξ] «δ να ισχύει: 
(κ) -Ε(Ε) «κε, Εχοντας τύρα υπ᾿ όψη και τα σχετικά περί συγκλίσεως κα- 

τά ζδυΗςἩγ εργαζόµαστε ὡς εξής: 

Επειδή "Γ(κ)- ΠΕ)! - Ιχέ-ξί -Ικοξίικ-ξί - (κ-ξ)«2ξΙ]χ-ξις 

5 [κτξι(1κ-ξΙ92/ξΙ) θα έχουµε: [Ε(κ)-Ε(ξ)/ «δι[δι«2/ξ|), αν υποθέσουμε 

ότι; Ιχ-ξ) «δι και µεοθςδις!, 

Επειδή θέλουμε να είναι: [Ε(κ)-Ε(Ε)! «ε, εάν πάρουμε 0 «δ, ΑΗ! τότε 


αφοὐ ὁ «δι 51, µε δε πίπ(1, Τ.ΖΤΕΤ }, δηλαδή µε ὅ «Ἵσιετες » Ν ε»0 
θα έχουµε: µε |χ-Εἰ «δ, ότι; [Ε(κ)-{(Ε){ 5 |χ-ξΙ(|κ-Ε|.2|Ε|) «δί(δ.2|Ε|)ς 
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«δ(19215{} « τρ]ξ]ιε (112ἱΕ} «ε αφού .ράμὃιε- 1 και επομένως η ἤ, 
µε {(κ) - κ, είναι συνεχής Υ κΕΕ. 


2ος τρόπος. Με την μέθοδο του ορίου, 
θεωρούμε τυχαίο σηµείο ξε 35) - Ἡ τότε επειδή το ξ είναι σηµείο συσσω- 
ρεύσεως του 3ίΕ) έχει νόημα το η Ιαίικ) και είναι εκ) : μην εξ. 


{(ξ). ρα η Ε είναι συνεχής στο ξ και επειδή το ξ είναι τυχαίο σηµείο 
του 35) η ἕ είναι συνεχής σε όλο το (1). 


5. Δείξετε ότι η { µε Ε(χ) - χ είναι συνεχής  χΕΕΒύ. 


Λύση: Προφανώς 394) - Ῥὸ. Εστω τυχαίο σηµείοκχ - ξΕ 2). Για να δεί- 
ἔουμε ότι η ἔ είναι συνεχής στο σηµείο κ Ξ ξ30, αρκεί να δείξουµε ότι 
(κ) -ε(ξ)! - Ι/χκ-ήξ[ «εν χεΞθΕ) µε ἱχ-ξΙ «δ. 


Επειδή [{(κ)-έ(Ξ)! - ρξι- δεξι. » αρκεί να δειχτεί ότι πμ. «ε 


νχε 348) µε [κ-ξί «δ. Εάν επομένως λάβουμε ως ὅ - ε/ξ»0 θα έχουμε: 


(κ) -Ε(ξ)| «εδ - 5Ε.. εν χε 36) µε Ιχ-ξκ ὅ - ε’ξ, 


γε»θ, Εάν Εξ - 6, τότε αρκεί να δείξουµε ότι: [Ε(χ)-Ε(ξ)| -|ήκ-θ«ε 
Ψ χεθ(Ε) µε |χ-0ἱ «δ. Εάν λοιπόν πάρουµε ὃ -ε 20, τότε προφανώς 

ν χεβ(6) µεθ«κ«ςε2 - ὅ ---|χ-θ] «δ, Θα έχουμε και ήχ«ε --- |Ιχ-θί «ε 
και επομένως η συνάρτηση { µε {Ε(Χ) - χ είναι συνεχής ἕ χεθϱ) - Ευ. 


6. Έστω η συνάρτηση {: Ε-(2)-Ἑ µε τύπο Εκ) - ν κο 
Εξετάσετε αν είναι συνεχής στο σηµείο ξ - Ἱ. 

Λύση: Ίος τρόπος. Μέθοδος "ε,δ'. 
Είναι αρκετό να δείξουµε ότι: Υε»0,35»50: Υ χεΕ-ί2) µε |κ-1] «δ”-- 

«ο {(κ)-ε(1)}/ «ε. Δηλαδή πρέπει να προσδιορίσουμε ένα κατάλληλο ὃ τέ- 
τοιο ώστε µε ε»0 αυθαίρετο και χεΕ-ί2)] να ισχύει |Ε(κ)-έ(1){ «εμε την 
υπόθεση ὅτι ισχύει |χκ-Τ[ «δ. 
Από την σχέση [Ε(χ)-τ(1) «κε -- ος αδ[«ε -- (3 Χζ ΣΧ:19] «ε--- 


-- νο Γκε---θ ασ] «ε (1). 


Επειδή δε το χ-Ί πρέπει το κ να βρίσκεται σε ένα διάστηµα της µορφής 
(α,1) 0 [19β) δηλαδή -ὃ «κ-!«δ ---/-ὅ«χ«14δ και αν διαλέξουµε το ὅ - 
- Ί τότε θα έχουµε: 
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κ"  «ὃ -- κ «ΤΠ θςκκςκζ-- -2«κ-2ς χ-21.2-. [2] « (2) 
. αἱ κ-ἲ Ίκ-1/ 
οπότε από την (1) και (2) παίρνουμε: 8 «οἱ «8 ο " θΙκ-Ί/«ε- 
-.κ-τ) «ή . Επομένως αν εκλέξουμε ὃ -πῄη({, σ ) τότε: 


νε»0,3 ὅ»0: ΝχΕΕ-(2] µε |χκ-1{ «ὅ --Ιχ-2/22 Λ |χ-1| «--- 


Χ-Ί χ- - ὃχ- - 


ο ε , 
[στ Ακ σς) χ-ὂ «ν ---6-- 





«ε--- | λ ε«ει-- 


--- [112 Αλ Ι0]« «ε λνώνρόαν -6(1)«ε. 
ρα η { είναι συνεχής στη θέση κ - Ἱ,. 


2ος τρόπος. Με την μέθοδο του ορίου. 
Επειδή το 1 είναι σ.σ του 35) έχει ἔννοια το ή () και µε βάσει τις 
ιδιότητες των ορίων είναι: 


3χὰ2 Ἰϊπι(3χ.2) 
Ἱππε(κ) Ξ πο στ" Ἱπζκ-σγ 


Η { είναι ορισμένη µε κ- ἵ και έχει τιµή {(1) - -5. Οπότε είναι 
Ἰπ[(κ) - Τ1) - -5 και η Γ είναι συνεχής στο 1. 
κι /Ἰκτ µε χεΕ-(0}] 
7. θεωρούμε την συνάρτηση { µε τύπο {(ὰ) - θανκχ -ϐ 
α) Να βρείτε το Ἰ1πε(κ). 


β) Η Εἔ είναι ορισμένη και συνεχής στο Ε. 
Υ) Η Ε εἶναι μονότονη στο Ἡ και ορίσετε την αντίστροφη της {72, 


Λύση: α. Παρατηρούµε,ότι: {(κ) --ή-χ αν χ«θ και {(χ) -/χαν κ»0, 
ενώ {(0) - 0. Επομένως ἸἨπς( κ) -0, Ἰ1π{(Χ) - 0 και άρα ἡππε( κ) .0, 


Σημειώνουμε ότι η { είναι περιττή. 


β. Είναι αµέσως φανερό, ὅτι η { εἶναι παντού ορισμένη επί του Ἡ και συ- 
νεχής Υ χΕεΕ, αφού ἡ{πξ(κ) -0- (ο). 


γ. Η Ε είναι γνήσια αύξουσα επί του [0,.οο) γιατί αν 0 ὧκι «Χα, τότε και 
Είκι) - χι «ήΧχ - Είκε) και επειδή είναι και περιττή, θα είναι και γνή- 
σια αύξουσα και επί του (-α,0]. "Αρα η { είναι γνήσια αύξουσα επί του 
Κ, δηλαδή γνήσια μονότονη επί του ἩἈ. 

Μετά απὀ αυτό υπάρχει η αντίστροφη της {ΕΣ και είναι επίσης γνήσια µονό- 
τονη επί του Ἡ. 
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-/-χ γ--κχ- -γ2 αν 50 
έάχΞΥγ--κχ-γ2 αν γΣε0 

και επομένως και στις δύο περιπτώσεις ισχύει: 

(κ) γκο). 

Με αλλαγή των μεταβλητών έχουµε, ότι η αντίστροφη της { είναι η {2 µε 

τύπο {Σ(κ) -κ]κ|. 


εάν ΥΕΝ, τότε {Είκ) -γ - 


χε αν κ5Ί 
δ. ΄Ἔστω η συνάρτηση ἵ µε Π(κ) - κ τχλκΣ αν κ »1,.λεΒ, 


Να οριστεί ο λ ώστε να είναι συνεχής στο σηµείο κ - Ί. 
Λύση: Ἔχουμε: Ἰϊπίίκ) 5 Ἱπ(2χ.3) Ξ 5 και Ἱ{πε(κ) - Τ{πή 7-λ/ κολκ) « 
. 7-λ29λ. θα πρέπει: 5 -7-λ)9λ--- λ7-λ-ε - 0, απὀ την οποία: λ - -Ί ἡ 
λ - 2. Γιαλ - -Ί θα είναι: 
ὀχιᾷ αν κ 
(αν) " ο αν κ»! 
Για λ - 2 θα είναι: 
2χεᾷ αν κ 
7-4χερχ” αν κ» 
Δώστε πρόχειρη γραφική παράσταση. 





{(κχ) - 


9, "Εστω η συνάρτηση ἵ µε τύπο {(ὰχ) - λο . 


Να προσδιοριστούν τα α,β έτσι ώστε να είναι συνεχής στο Ἀ. 


Λύση: Η { έχει πεδίο ορισμού το 3/46) -(-σο,θ) 0 {0,.60) -Ἡ. Εύκολα 
Βλέπουμε ότι είναι συνεχής σε κάθε ἑνα από τα διαστήµατα (-ῶ,0), [0,95ϱ) 
Μένει επομένως να δούμε τι γίνεται στο σηµείο κ- 0. 

Είναι Ἱϊπ(κ) - Ἰ1παχεΤ) - 1 και πχ) - Τίχ»β) - -β. 

Ακόμη η { είναι ορισμένη στη θέση Χ - 0 από τον τύπο {(κ) - αχκε! και εί- 
ναι {(0) - 1. 

Επειδή θέλουμε η ἕνα είναι συνεχής στο Ἐ πρέπει Ἰνπε(κ) - Ἰ πχ) - 

- Τ(0) δηλαδή: β - Ί και α οτιδήποτε, 


10. Να μελετηθεί ως προς τη συνέχεια η συνάρτηση { µε {(κ) - 1. θ | 


Λόση: Πεδίο ορισμού της { είναι το 348) -Ε-ί-2} και επειδή στον τύπο 
της { υπάρχουν απόλυτα την γράφουμε µε πολλαπλό τύπο διακρίνοντας τις 
περιπτώσεις: 
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, 
α) χὲ2/ κς-δςνΜ(χ) « σα) - χ-2 γιατί κ:-4ε0 


β) -δκκςσδ (κ) «πο. -(χ-2) γιατί χ2-άς0 


χκ-δ, χεδρΥκς-2 

-χ.δ,-δ«κ5ςῦὂ 

Η Ε είναι συνεχής στο διάστηµα (-2,2] γιατί αν θεωρήσουμε τυχαίο 
εε(-δ,2] τότε Εξ) -Εξ-ὂδ και 1 1(κ) - ξ-2 οπότε ἡπε(ὰ) . {(ξ) -ξ-2. 


"Όμοια είναι συνεχής και στα διαστήματα {-οο.-2) και [2,9οο) γιατί αν 
θεωρήσουμε τυχαίο ξε(-σο,-2) αντίστοιχα ξΕε[ᾷ,νο) είναι Εξ) -«ἕξ-ὲ 
και κκ) - ξ-2. 


Επομένως η { έχει τον τύπο {(κ) - 


Μένει επομένως να μελετήσουμε τη συνέχεια της Εἔ στα σηµεία κ - -ὂ, 

Χ - 2, Είναι ἡ ΤΠΕ (κ) Ξ α1πή κ-2) - 0 και ἡπῇ(χ) - Ὦ κο 2) - 0 και 
(2) «2-20, 

Επομένως η { είναι συνεχής και στο σηµείο κ - 2, Επίσης είναι; 
Ἱτπή(κ) - Ἰ]πίκ-2) - -ᾱ, ἨΤπ(κ) . 1 1πρκη2) - 4 και η Γ δεν ορίζεται 


στη θέση κ - -ὂ, Επομένως η {ἔ είναι ασυνεχής στη θέση κ - -ᾱ, 


Ἡ1. Β συνάρτηση { µε Εκ) «ήν παρουσιάζει προφανώὠέ στη θέ- 
ση ἔ - 0 απλήασυνέχεια. Ἰ πακ»0 


Λύση: Γιατί α1πΕ(κ) - Τη (κ) .«2/ {Εθ). Αυτή αίρεται αν πάρουμε {(0)- 
. ὃ, 


- 


12. Ἡ συνάρτηση { µε {(Χ) - 
απλήασυνέχεια. 


Λύση: Γιατί Ἰπε(κ) - -ο και Ἰ Ίπις(Χ) - ο και είναι 1 µπις( κ) ὁ λε κ) 


παρουσιάζει στο σηµείοξ - 0 
θακ-ο0 


ενώ {ί(0) - 0. Ἡ απλή αυτή ασυνέχεια δεν αίρεται, αλλά στην θέσπηξ-0 
παρουσιάζει άπειρο πήδηµα. Πηδ(0) - [.-(-)})ί --οο. 


3, αν κ/ῦ0 
13. Η συνάρτηση { µε {Ε(Χ) - παρουσιάζει στη θέση ξ - 0απ- 
λήαουνέχεια. θανκ”» 0 
Λύση: Γιατί πεί κ) Ξ 00 5 Ἰλπε(κ), ενώ {(0) - 0 και ο) ο. 


Επομένως στη θέση ξ - 0 απειρίζεται θετικά, 
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ο κ 2-2 


χ 
4. Η συνάρτηση Γ µε Εκ) - Τανκ-2ήκ- -ᾱ, 
παρουσιάζει στην θέση ξ - 2 απλή ασυνέχεια. 


Λύση: Γιατί Ἱἡπί(κ) -{-- Ἰλπξ(κ), ενώ {(2) « Ἱ. Επομένως αν πάρουμε 


ε(2] - ἆ Π ασυνέχεια αίρεται. Στην θέση ξ «-ὂ παρουσιάζει απλή ασυνέ- 
χεια, γιατί Ἰ{πείχ) - -ω και Ἱϊπε(κ) - ο και είναι Ἰϊπείκ) ὁ πχ) 
οπότε αυτή η ασυνέχεια δεν αίρεται, αλλά είναι απείρου πηδήµατος. 


2χΗ1 αν χε(0. 1] 


15. Η συνάρτηση Γ µε Είκ}) - χωά αν κε (1,4) παρουσιάζει στην θέση 
ξ - 1 απλή ασυνέχεια. 


Λύση: Γιατί Ἱπε(κ) - 241 - 3 - Εί1) (συνεχής απὀ αριστερά) ενώ 
Ἱπε(κ) 5 Πί1). Είναι συνεπώς ἸΤπρ(κ) ΠΧ), οπότε η ασυνέχεια 


δεν αίρεται͵, αλλά είναι πηδήµατος πηδ(1) - 5-3 - 2, 
ηµ Ἶ αν κ20 
16. Η συνάρτηση Γ µε {(Χ) - 
χεια στη θέση ξ - 0. 


παρουσιάζει ουσιώδη ασυνέ- 
χ αν ΣΞ0 

Λύση: Γιατί, όπως ξέρουμε, δεν υπάρχει το απε(κ), ενώ υπάρχει το 
απξ(κ) και είναι Ἰππε(κ) 51 πο -0 - {(0). 

17. Να μελετηθεί ως προς τη συνέχεια η συνάρτηση ἕ µε 

συνχ, χε[ο, 4 ] 


. ο γὸ 


(κ) - 
χ-Ί. κεί, 2 





Λύση: Η { στο διάστηµα {[0, 3) είναι συνεχής γιατί το συν είναι συνεχής 


σε όλο το Ῥάρα και στο {[0, ϱ) « 

Επίσης η Ε εἶναι συνεχής και στο διάστηµα { ἆ ,"ὀ Ἰ σαν άθροισµα συνε- 
χών συναρτήσεων. ἨΜένει επομένως να εξετάσουμε την συνέχεια ἵης Ἔ στην 
θέση ξ .ᾱ . ἴπειδή δε το σηµείο ξ - ͵ είναι σ.στου 326) - [0, Ἅ 


και είναι σηµείο ένωσης στο οποίο η { αλλάζει τύπο θα βρούμε τα πλευρι- 
κά όρια στο Εξ. 


Είναι: ἡἰπ(κ) : η π(κ.- Ἶς 5) :-ᾱ- - ε(-τ) 


και Ἱ{πε(κ) - Τΐπουνχ - συν11πηχ - συν τ-- -- "Αρα είναι 
.-. 1 ...” επ 
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π ήὂ 
και ου . ο Σ) - {ί 3 )- σ΄ 
Επομένως η {ἔ είναι συνεχής σε όλο το πεδίο ορισμού της. 


.. θσχ «π- 
18. Δίνεται η συνάρτηση ἕ µε τύπο {Ε(Χχ) - 


(2λ91)εφκ, ας , «Ζ΄ 


Να προσδιοριστεί ο λ ώστε η Ε να είναι συνεχής στο διάστηµα 
π 
ο, 2 ) 
Λύση: Πεδίο ορισμού της { είναι 34) - [ο, τυί[α ,) - [ο, Σ .. 
Η { είναι συνεχής στο διάστηµα {0, τ) σαν άθροισµα συνεχών συναρτήσεων 


επίσης είναι συνεχής στο διάστηµα [ή ,) σαν γινόμενο συνεχών συναρτή- 
σεων. Μένει επομένως να δούμε ως προς τη συνέχεια την ἕ στην θέση 
χ .- που αλλάζει τύπο. 
Ἔχουμε: Ἰπρ(κ) - Ἰπήζλν1)εφχ » (2λν1)Τ1πεφχ - 2λ.1. 
.»ῇ ..ᾖ ” ” αν 
πε (κ) - Ἰ ἰπβσυνκελημκ] - 3λ . λ/ὸ, 
..ο .ρ. 2 - . 
Ακόμη η Ε εἶναι ορισμένη στη θέση χ - Ἔ και είναι 
εί 5) . (2λ.1). 


Επομένως για να είναι συνεχής η { στο ο, ο) πρέπει: 


πε)" Ἠψ) η ἆ-). Δηλαδή λ/2 - (2λε1)--- λ2-/2) «-Ί--- 


--λ- μὴ, ο. 2 
πα χε[- 20) υ(0, 3] 
Σημ΄ 2- 

19. Δίνεται η συνάρτηση { µε Εκ) - λ.ικ-ο0 


Να προσδιοριστεί ο λΕΧ έτσι ώστε η Ε να είναι συνεχής στο 0. 
Λύση: Το 0 είναι σ.στου 328) - [-γ2 0) υ(ο,γ/2] υ(0}, και επειδή 


η { είναι συνεχής στο διάστηµα {- .. 0) υ (0,2) σαν πηλίκο συνεχών 
συναρτήσεων θα έχουμε: κά . 

δημ" /δ]ημ 2-1 

2ημ3 : ορ] δημ” ὁ ο. 


/1-συνχ” 
νι) ο 2 


κ αν 

"11 στ εν κ ο, ἡ κ" 
ημ΄ -2 μμ πο) 

Αλλά είναι και {(0) -). 

Επομένως για να είναι η Ε συνεχής σε όλο το πεδίο ορισμού της πρέπει 

Ἱϊπ(κ) - {0)-- ή -λ. 


42 - 6 


20. θεωρούμε την συνάρτηση { µε {{0) - 0 και η οποία είναι συνεχής στην 
θέση κ - 0. 
Εάν για την συνάρτηση {; ισχύει Ἱξι(κ)! 5 (κ)! Ν χεΕ, δείξετε ὁ- 
τι η Γι είναι συνεχής στην θέση κ- 0. 


Λύση: Αφού Ν κΕΕ ισχύει; ἡΕι(κ)! 5 Εικ! θα ισχύει και για κ - 0 και 
επομένως: |{1(0){ 5 Πείο)! -0”- ει(ϱ) -ὐ. 

Επειδή όµως η { είναι συνεχής στην θέση κ - 0Ό, έπεται ότι Υ ε»035ὅ - 
- δ(ε) 20 έτσι ώστε: [{(κ)]-Ε(0)1 «ε Ν χεΕ: |κ-θ] «δ, δηλαδή ισχύει: 
Ι(χ)  «ε Υ κεΒ: ΙΧ] «δ. Επειδή όμως και Ει(0) - 0 και 

{βι(κ) | 5 Εκ) «ε θα έχουµε ότι ισχύει: [ει (κ) -Ει(0)1 «ε Υ χεΒ µε 
ἰχ-0/ «δ και συνεπώς η Ει είναι συνεχής στην θέση κ 0, 


21, θεωρούµε την συνάρτηση { µε |Ε(κ) 1Ξἱκ] κ ΕΚ. Να δειχτεί ότι η ἔ 
είναι συνεχής στην θέση χ - Ὁ. 

Λύση: Αφού η { πληροί την συνθήκη [ή (κ) {5 [κ] Ν χεΕ, θα την πληροί και 

για κ - 0 και επομένως [ε(ο: [51ο -ο”-- (0) -ὐ. 

χουμε τώρα, ότι Υ κεΕ: |χὶ «ε µε ε»0 (τυχαίο) θα ισχύει [Εὰ) | 5 |] 

«ε αλλά {Ε{0) - 0 και συνεπώς |Ε(χ)-{(0) «ε κε: Ιχ-ο] «ε. 'Ώστε 

ψε»θ3δ - δ(ε) - ε»0 έτσι ώστε Υ χΕΕ µε Ιχ-0ἱ «ὅ - ε, να ισχύει 

[έ(κ)-Μ(0) | «ε που σηµαίνει ότι η Ε είναι συνεχής στην θέση κ - Ὁ. 


ΙΙ «χγιακ/ 0 
22. ΄Ἑστω η συνάρτηση { µε Γ{Χ) Ἱ τα γιακ- 0 (αεβ). 
Είναι αυτή συνεχής στο πεδίο ορισμού της; 


Λύση: Προφανώς 324) -Κ. 
α) Εστω ξε 2/4) και ξ 0. Επειδή στην περίπτωση αυτή ο τύπος της { 


είναι Εκ) - κἰ «χ και οι συναρτήσεις Ει(κ) - κ, {(κ) - Ικ] και 


-- 
ουν 


Ει(χ) - ία είναι συνεχείς στο 2) - Ε-ί0) και η Ε θα είναι συνεχής 
σε αυτό, ως άθροισµα των συνεχών συναρτήσεων ἔν και ἔι. 
β) ᾿Εστω τώρα ξ - 0, θα εξετάσουμε τα πλευρικά όρια. ΄Εχουμε: 
Χ 

ολλ 5 αλπί χ ..) "ο 1πί19ὰ) " 

ὼ κ . κ κ 
Βε) (κ) πλην κ) η 1) » - 
Επειδή {Γί0) -α, αν α - Ἰ, τότε η Ε είναι συνεχής στο ἕξ - 0 από δεξιά,- 
και ασυνεχής από αριστερά. 
Αν α - -Ἱ είναι συνεχής από 
αριστερά στο μηδέν και ασου- 
νεχής από δεξιά, 
Ανα Τ, η ἔ είναι ασυνε- 
χής αμϕίπλευρα. 
Τελικά συμπεραίνουμε ότι η 
{ είναι ασυνεχής στο ξ - 0, 
΄Όπως είναι φανερό έχουµε µη 
αιροµένη ασυνέχεια. 
Η γραφική παράσταση αυτής µεα- -Ἱ. 








23. Δίνεται η συνάρτηση { µε {(κ) - . . 
νὋ.. 


Χα προσδιοριστεί ο λ έτσι ώστε η { να είναι συνεχής Υ χκεΒ. 


Λύση: Θα πρέπει να βρούμε τον τύπο της { χωρίς το Ἱήπ, 
κ 





ημχ Ξ ημχ κ κ... - Χ 1 . ημα 
Είναι ν 15 ον Χ τα. ο. "ο. Χ ο Ὃ χ 
ημ ημ ον ηµ δν 
χ 


ο." επειδή -ὖν 90, 
ας. 


πως 
η 2" 


κο 

Ἆρα η Τ γράφεται {ίκ) - λ.κ«ο0 

Η { είναι συνεχής Υ χεΕ-ί0) σαν πηλίκο συνεχών συναρτήσεων. 

Επειδή δε το 0 είναι σ.σ του 3(48) έχουµε: ΐπι - επίσης είναι 


{(0) - λ, και επειδή η Ε είναι συνεχής σε όλο το Ἐ ισχύει Ὦ Ίπξ( κ) - {(0) 
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-- Ί -λ. 
χζναν -ᾱ .χκ».20 


24. Δίνεται η συνάρτηση Γ µε Γκ) " Ἰβιρτ, κςθ 


Να προσδιοριστούν τα α,β αν γνωῤίζουµε ότι η { είναι συνεχής στο 
και ότι ϱ(-τ] -2. 


Λύση: Η { είναι συνεχής στο διάστηµα (0,00) σαν άθροισµα και πηλίκο 
συνεχών συναρτήσεων. 

"0µοια είναι συνεχής στο διάστηµα (-οο,0) σαν άθροισµα συνεχών συναρτή- 
σεων. Μένει επομένως να μελετήσουμε τη συνέχεια της ἕ στο 0, 


Είναι; Ἱ{πε(χ) 5 ἡ{πή χ” αν ημα )-α” και ἹΤπ(κ) - Ἱήπ(βι2/κτ 1) -β.2 
...ο» .-” χ .»0- .-ο” 


Επίσης είναι {Ε{0) - β.2. Επειδή η ἔ είναι συνεχής στο Ἐ ισχύει; 
ΠΙπε(κ) - ἨΜί(κ) - Π(0)5- βν2 » αμ (1). 


Επειδή δε ισχύει και Εί-1) - 2 έχουµε βε2/2- 2 (2). 
Η (1), (2) αποτελούν σύστηµα µε άγνωστους τα α,β η λύση του οποίου δίνει 
β« 2-2ή5, α - 3-29. 
5λκ-2, κοσ- 
Να προσδιοριστεί ο λ έτσι ώστε η { να είναι συνεχής στο Ἐ. 
Λύση: Η Ε είναι συνεχής στο (-α, ” } σαν άθροισµα και πηλίκο συνεχών 


25, Δίνεται η συνάρτηση ἕ µε Εκ) - 


συναρτήσεων επίσης είναι συνεχής στο β :»Ὁ) σαν έθροισµα συνεχών συ- 


ναρτήσεων. µΜένει επομένως η { να είναι συνεχής στο 5 ο 


θέτουµε: κ--2- -τ τπτ και κ .2 και η { γίνεται: 
π 

συν( -- ο) 
μα πα--ᾱ- δα ναι 

βλί . .:)-2, τεθ 
Επομένως αρκεί η Ἡ να είναι συνεχής στο 0. 

συνί 2 "5) π Ί τ π 

Είναι 119) » μα σε) μα α.σμα ” 


«-ἲ νλ- Ἡ. και Ἱϊπη(ε) -Ἰπ[δλι-Ἀ. ες) -2] «-Ὁλ 2, Επίσης είναι: 
ΖΣ 2 ολ του 2 2 
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π(0) - 5λπ -Ζ. Επειδή η Ἡ είναι συνεχής στο 0 δηλαδή η { συνεχής στο σ΄ 
ισχύει. 
ΤΟ 
σολ ερ: 
κ ΧΣ/0υ 
26. ᾿Εστω η συνάρτηση { µε {(κ) - ο, κο 


Να μελετηθεί ως προς την συνέχεια. 


Λύση: Η { έχει πεδίο ορισμού το Ἡ και το 0 είναι σ.στου Φί4). Επίσης 
η ΕΓ είναι συνεχής στο Ἐ-(0) σαν πηλίκο συνεχών συναρτήσεων. 
Μένει επομένως να μελετήσουμε την { στο 0. 


: χ χ 
Είναι ἸΤπξ(κ) . μα - Ί και Ἰπξ(κ) . πο» -ἲ 
ρα η { δεν είναι συνεχής στο ϐ γιατί δεν υπάρχει το Ἰ1πε(κ). 


27. Να μελετηθούν ως προς την συνέχεια οι συναρτήσεις: 


ΙΕ, χο πχ, κ 
1. Τί) - 2, (κ) -{ κ-2γ]ουχ, Τ«κ. 2 
δα” 0 Ίουχ, χ»2 


Λύση: Ί. Η { έχει πεδίο ορισμού 345) - (-α,0) (09ος) 0 {0] ς« Ἡ και 
είναι συνεχής στο Ἐ-(0) σαν πηλίκο συνεχών συναρτήσεων. Μένει επομένως 
να μελετήσουμε τη συνέχεια της {στο 0. 

Είναι 1 ππε(κ) « ἡπκ-1) . -ἲ, πχ) « ἡϊπι-κε1) - Ί και επειδή 
μμ) / ἡ πεί κ) συμπεραίνουμε ότι δεν υπάρχει το Ἰ1π(κ) και επομένως 
η { δεν είναι συνεχής στο 0, 

Ζ. Η Ἡ είναι συνεχής στα διαστήματα (-οο,1], (1,21, (2,60) γιατί οι συ- 
ναρτήσεις Ί-χ, κ-2ν]οφκχ, Ἰοςχ είναι συνεχείς στα αντίστοιχα σύνολα που 
ορίζονται. Μένει επομένως να μελετήσουμε τη συνέχεια στα σηµεία Ί και 2 
Είναι ἸΠπῃ(κ) - Ἰ1πκ-29]οφχ) - -ἵ, Ἰπη(κ) - Ἰ1π(1-κ) » 0 και Π1) -0 
Επειδή δε είναι Ἠ{πῄί κ) Ὁ 1 1πη( κ) - Ἠ(1) συμπεραίνουμε ότι η η δεν είναι 
συνεχής στο Ί, είναι όµως αριστερά συνεχής στο Ί. 

Ὅμοια Ἰ Ππὴνί κ) . 11Π]οφχ - Ίος», Ἰ Ἰπέ]( χ) Ξ  νπή κ-2ν 1ο) -. Ἰοᾳ2 και 

(2) - Ἰοφ απ᾿ όπου συμπεραίνουμε ότι η Ἡ είναι συνεχής στο 2. 
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Ί 
πχ Χ/0 


Ί-χημ 
28. Δίνεται η συνάρτηση Ἔ µε τύπο Είκ) - 


Να μελετηθεί ως προς τη συνέχεια. 


Λύση: Η { είναι συνεχής Υ χεΕ-ί0] σαν άθροισµα και γινόμενο συνεχών συ- 
ναρτήσεων. Μένει επομένως να μελετήσουμε την συνέχεια της {στο 0. Είναι 


ΤΠ (κ) Ξ Π1αί1-κημ 1.) - 11 Ίπχημ τ - Ἰ γιατί 1 Ίπκημ -ἲ .0 
Πράγματι είναι: [κημ ς 5 |χ| 0. Επίσης είναι {(0) - 1. 
"ρα ισχύει Ἰήπε(κ) ” ε(0) - Ί. Οπότε η { είναι συνεχής. 
29. Δίνονται οι συναρτήσεις µε τύπους: 
ν Εκ) - πμ οὖν. δ. {) -ᾖ να 
2. Εκ) - ηµί πα ) 5, {:Χχ) - συν(ηµκε/κε2") 
3. {(κ) - ηµίσυν(3χ.2)) 6. Γκ) - συν(ημ5κ) 


7. Εκ) -ημΈ-κ 
Να μελετηθούν ως προς την συνέχεια. 


3 


Λύση: Ἱ. Η { είναι σύνθεση των συναρτήσεων φίκ) . : 


οτε (κ) -ημχ, 
που είναι συνεχείς, η φ σαν πηλίκο συνεχών συναρτήσεων και η 4 επειδή το 
ημχ είναι συνεχής συνάρτηση. Επομένως και η Ε είναι συνεχής, 


2. Η Εἔ µπορεί να θεωρηθεί σαν σύνθεση των συνεχών συναρτήσεων 


φίχ) "τν , 0(κ) - ημχ επομένως είναι συνεχής. 


3. Η Εἔ µπορεί να θεωρηθεί σαν σύνθεση των συναρτήσεων φίκ) - συν(3χεδ) 
και ο(χ) - ημχ που είναι συνεχής. 

Η δε φίχ) εἰναι σύνθεση των συναρτήσεων {{κ) - χε και οἵ κ) - συνκ που 
είναι και αυτές συνεχείς. "Αρα και η Ε είναι συνεχής. 


4. ΄Όμοια η Γ είναι σύνθεση των συναρτήσεων φίκ) - ιν και ο(κ) - Υχπου 
είναι συνεχείς συναρτήσεις στο Ἡ-(ί0}, Επομένως και η ἕ είναι συνεχής, 


5, Είναι συνεχής σαν σύνθεση των συνεχών συναρτήσεων φίκ) - ηµκεήχα2" 
(άθροισµα συνεχών συναρτήσεων) και ο(κ) - συνχ, 


6. ΄Όμοια είναι συνεχής στο Ἐ γιατί εἶναι σύνθεση των συναρτήσεων 
φίκ) - ηµ(οχ) που είναι σύνθεση των (κ) - δκ, Πχ] - ημχ και της 
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α(κ) - συνκ που είναι συνεχείς συναρτήσεις. Αρα και η { είναι συνεχής 
συνάρτηση στο Β. 


7. Η Εἔ είναι συνεχής στο [-1,1] σαν σύνθεση των συνεχών συναρτήσεων 
φίκ) -Τ-κζ και (κ) - ημχ. 


30. Δίνεται η συνάρτηση {: [4,10) »Ἑ µε {(κ) -κ2-λχεδ. Να βρεθεί το σὐ- 
νολοτιμών της. 


Λύση: Γνωρίζουμε ότι η 
συνάρτηση { είναι {σι 


διάστηµα (-ο, 3] και 





Σ στο ς ““Φ}) και επει- 


δή είναι και συνεχής σε 

όλο το Ἐ θα είναι και 

στο [4,10)ΕἩ. Επομένως 

το διάστηµα {[8,10) θα απεικονίζεται στο διάστηµα {{(4),Ε(10)) -«[δ,12). 
Επομένως το σύνολο τιμών της { είναι (4) - [6,72). 


31. Δίνεται η συνάρτηση {: [ο, 2] 3 µε τύπο {(Χ) -Ί-ή]κ[-ημ2χ. 

Να βρεθεί το σύνολοτιμών της. 
Λύση: Ίος τρόπος. Η { γράφεται {ίκ) - συν΄χ-]κ] και είναι συνεχἠέ στο 
( 2 Ἰ σαν διαφορά συνεχὠν συναρτήσεων. Ακόμη αν 05κ κ. -. 


συν :συνχ 2συν δι Σσυνκαθ -»1 Σσυνχεο (1). 


Επίσης αν 0 κ.” -0ς]χ|ς σος Γκ] γ΄} ---θ Σ-γ]κ] :-/ (2) 
Οι (1) και (2) µε πρόσθεση δίνουν: εσυνχ-/[χ[ 5 -γ ο --] Σγ .- 2 
Επομένως Υ χε[ο, 2] ογε[-/2 »1] άρα (8) - [ γσ. »1]. 

2ος τρόπος. Επειδή η ἔ είναι συνεχής στο {ο, 5 Ἰ τότε {(/ο, 7] ) - ὅᾶϱ) 


Ἄρα σή(ϱ) - ἴπ 2 ){ίο)) - [γα]. 
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χ7-κε!, Όσκςσ1 
32. Δίνεται η συνάρτηση { µε τύπο Γ{χ) - 4χ-ᾱ, Ί«κς 3 


Να βρεθεί τοσύνολο τιμών της. 


Λύση:. Η { είναι συνεχής σε κάθε ένα απὀ τα διαστήματα [0,1], (1,93) μέ- 
ψει να μελετήσουμε την συνέχεια της ἕ στη θέση κ - Ἱ. 
Είναι 116 (κ) » πχ” κα) 5 Τε ἡπ(κ) - Τ1π(4χ-3) 1 και ϱ(1) 5 Ἱ. 


"Αρα η { είναι συνεχής στο 
[0,3]. 0 πίνακας μεταβολών -- ο 3 ' κ. 


της {(κ) » κ’-κε] είναι, και πα, 
((0) - (1) -Ἰ ακόμη είναι ὤω. 


ππε κ 62) « 





Άρα δει(() - [ᾗ »]. 
Επίσης η {{κ) - 4χ-3 είναι " στο Ἡ άρα και στο (1,3) «Ἀ1(Ε) - 
. (1) 13] - (1 ). 
. 3 
Επομένως «Ἀ(5) - ὅι(ϱ) υζε(ϱ) - κ .ἱ). 


33. Δίνεται η συνάρτηση ἕ µε τύπο {(κ) - ηµ 5 -Ίσυνχ]. Να βρεθούν τα ακ- 
ρότατα της { όταν χε(θ, 2 ὃν 


Λύση: Η Ε είναι συνεχής σαν διαφορά συνεχών συναρτήσεων. Επειδή δε µε 


θσχς5 2-05 στη Σΐξ ημθ 5 ημ 2 σημ ᾖ --0 σημ ο (1) 


και 02-[συνχ/ »-ἵ νκε[ο,-ς] (2). 
Με πρόσθεση των (1) και (2) παίρνουμε: -ἵ 5ημ 2 -ισυνκ; ορ «» 


-- "εκ «ή: -- ο) - [1 ο ]. 


Επομένως πᾶαχ{ - ζ και πίηξ - -ἶΊ, 
Ακόμη θα μπορούσαμε να πούμε ότι η Ε είναι 4 στο διάστηµα {ο, 2] επομέ- 
νως πιαχί - Τί 5 } 5 α και πῖηπί - (0) - -ἶ. 


34, Να δειχτεί ότι η εξίσωση κ᾿εοχ)-κ΄κκ-Ί - 0 έχει µια τουλάχιστο πραγ- 
µατική ρίζα στο διάστηµα (0,1). 
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Λύση: θέτουµε Εκ) «κ᾿νδχ)-χζκ-! τότε η Ε είναι συνεχής συνάρτηση σε 
όλο το Ἡ άρα και στο (0.1). 

Επειδή δε {(0) --ἵ «0 και {1} - 520 δηλαδή {(0)(1) «Ο συμµπεραίνου- 
µε ότι ισχύει ο { Βο]ζαπο ) και επομένως υπάρχει ένας τουλάχιστο πραγ- 
µατικός αριθµός ξε(θ,1): Ε(ξ) - 0 που σηµαίνει ότι η εξίσωση έχει µια 
τουλάχιστο πραγματική ρίζα στο (0,1). 


3 
35. Εάν α.βΕ Ἐ και α-β, τότε η εξίσωση ος) ο .. - 0 ἔχει µια του- 
λάχιστο λύση μεταξύ α και β. 


Λύση: θεωρούμε το πολυώνυμο το οποίο προκύπτει µετά την απαλειφή των πα- 
ρανομαστών, δηλαδή το {(κ) -(κ-β)](κ2ε!)ε(κ-α)(χζ1). Προφανώς το {(κ) 
είναι µια συνάρτηση συνεχής για κάθε χεΕ. 

Είναι όµως Εία) - (α-β)(α”»1) «0 και {Ε(β) - (β-α)(β3.1) 20, άρα υπάρχει 
χΕἩΒ µε α-κχκ«β έτσι ώὧστε {(χ) - 0, 

Επομένως η εξίσωση έχει µια τουλάχιστο πραγματική λύση μεταξύ α και β. 


36. Δείξετε ότι η εξίσωση χ᾿«20χα2 - 0 έχει µια .- πραγματική ρίζα στο 
διάστηµα {-1,1Τ). 


Λύση: Αν θέσουμε ϐἔ(κ) - κ᾿ε2θχ«2 τότε η Ε είναι συνεχής σε όλο το Ἡ άρα 
και το (-Τ,Τ) επειδή δε {(-Τ)Ε(1) --Ἡ 23 «0 υπάρχει µια τουλάχιστο 
πραγματική ρίζα της {Ε{Χκ) - 0 στο διάστηµα (-1,1). 

Για να δείξουμε ότι είναι µια µόνο θα πρέπει να δείξουμε ότι η ἕ είναι 
γνήσια µονότονη στο (-τ,Τ). 


ο εκτ) - εκ)  κεδοχιεδ-κὰ-20χ1-2 
Είναι λ - - ΧΙ-κ2 - ΧΙ-κ2 


ο (κι κ2)(κ{νκικεκ2)ε2θ( κ’ κ.) 
ΧιΙ-κ7 


- κίνζ ; ΧΙΧ29 "ἲ - . 9 


Ξ χ{νχιχ2κκ22ς Ξ 
κ. «20 5 (χι κ .. κ) 12050. 


Επομένως η Εἔ είναι γνήσια αύξουσα σε όλο το Ἡ άρα και στο [-1Τ,1}Εελ. 
Συνεπώς η Εκ) - 0 έχει µια µόνο ρίζα στο (-τ,1). 


37. Αποδείξετε ότι η εξίσωση: ἔ(κ) - (α-κ)(β- κ) (Υ-κ)εΖκλμ-κ΄(α-κ)- 

-λ΄(β-κ)-μ(Υ-κ) - 0 (α,β,Υ,κ,λιµ ΕΕ) έχει τρείς ρίζες πραγματικές. 
Λύση: α) Εάν κ,λ,µ εἶναι όλοι µηδενικοί, τότε προφανώς η εξίσωση έχει σαν 
ρίζες τους α,β.γ. 
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β) εάν κ 0Ό και λ- µ- 0, τότε η εξίσωση λαμβάνει τη µορφή: 

(α-κ) (β-κ)(Υ-κ)-κζ(α-κ) - 0 --- (α-κ) [(β-κ)(Υ-κ)-κ{] -ὐ. 

Το τριώνυµο φ(κ) - (β-κ)(γ-κ)-κζ επειδή φίβ) - -κό και ο πρώτος συντελε- 
στής θετικός, έχει ρίζες πραγματικές και άνισες, έστω τις ξι,ξ; και εί- 
ναι ξι «β«ξ.. 

"Αρα και πάλι η Ε(Χχ) - 0 έχει τρείς πραγματικές και άνισες ρίζες. 


γ) Εάν κλµ / 0 και γράφουμε το {(κ) ως εξής: {Ε(κ) - (α-κ) [(β-κ)(Υ-κ)-κ2]- 
-[(β-κ)λ7-ἔκλμε(ν-κὶμ”] -(α κ)φίχ)- ([(β-κ)λ7-2κλμε(γ-κ)μ] θα έχουμε: 
(Β-κ)Ε(κ) -(α-κ) (β-κ)φίκ)- [(β-κ)2λ7-2κλμ(β-χ)ε(β-κ) (Υ-κ)μ”] - 

. (α-κ) (β-κ)φίκ)- [(β-κ)λ-κμ) τομ ο(κ)], 

Παρατηρούμε τώρα ότι: (β-ξι)Ε(ξι) --[(β-ξι)λ-κμ2] και (β-ξε)ε(ξ.) - 
--[(β-ξε)λ-κμῖ]. 

Αν Ε{ξι) 0 και {(ξ) 0, τότε απὀ τον πίνακα των προσήµων: 


ο πα νο ο 
{(κ) Φ - 4 - 


παίρνουμε ότι η ΕίΧχ) - 0 έχει τρείς ρίζες µια μικρότερη του ξι, µια µετα- 
ξὐ ξι και 72 και µια µεγαλύτερη του ξ,. 

Εάν Ε(ξι) -0 και {Εξ 0, τότε µια ρίζα είναι η ξι, και η άλλη µεγα- 
λύτερη της ξ; και επομένως και πάλι τρείς ρίζες πραγματικές αφού είναι 
τριτοβάθμια. 

"Όμοια αν Ε(ξι) 0 και {Ε(ξ) - 0 ἡ και αν Είξι) - 0 και {ίξ)) -0. 


38. Αν οι συναρτήσεις Έ και ϱ είναι ορισμένες και συνεχείς στο διάστηµα 
[0,1] και σ(0) Σ Ε(1),σ(1) -ε(0). 
Δείξετε ότι υπάρχει ξε[θ,Ί] τέτοιο ώστε {(Ε) - αίξ). 


Λύση: θεωρούμε την συνάρτηση φίκ) - Είχ]-αί(κ) που είναι συνεχής στο 
[0,1] σαν διαφορά συνεχών συναρτήσεων. Γι᾽ αυτήν ισχύουν: 

φί0) -{(0)-ᾳ(0) και φί1) -{(1) οί!) Αν φ(0)φί1) - (10) -σίο) (1) - 
-ο(1)) --(ε(0) (1) (1) -τ(0))- -(1(0)-τ(1)}2 «ο. 

Επομένως υπάρχει ένα τουλάχιστο ξε(ο,Τ): φίξ) - 0 που σηµαίνει ότι 
{(ξ)-ο(ξ) 0” ε(ξ) - ο(ίξ). 


39. θεωρούμε την συνάρτηση { µε {(χ) - εφχ. Αποδείξετε ότι υπάρχει 
χεηµε -ἕσκσα έτσι ὡστε εφχ -ᾱ-- 
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Υπάρχει και άλλος αριθµός κχιί ίς ο : } έτσι ώστε εφε; - : : 


Λύση: Η συνάρτηση { µε {(χ) - εφκ είναι συνεχής στο διάστηµα [μα ͵ 1) 
Επί πλέον εφί ν } 5 -ἲ και εφ Ξ Ἱ και είναι -ἶ «Ἱ Ψ 


Αλλά τότε υπάρχει χε πι ὀ η) έτσι ώστε εφχ Ξᾳ ο 


Η συνάρτηση όµως (κ) - εφχ είναι { στο απ , τ] και επομένως υπάρχει 
ένας και µόνο ένας αριθµός του παραπάνω διαστήµατος για τον οποίο 


εῳκ - η { Με βάση αυτό συμπεραίνουμε ακόµη ότι τα παχζ και πίηξ, για το 
εν λόγω διάστηµα, είναι αντίο χα Ἱ και -Ἱ. 


40. Να δειχτεί ότι η εξίσωση (χε1)2”} - 1, ἔχει µια τουλάχιστο πραγµα- 
τική ρίζα στο διάστηµα {-1,0]. 


Λύση: θέτουµε {(κ) - (κ.1}2 "1-1 που είναι συνεχής στο (-1,0) και είναι 
ε(-τ) - -ἵ, (ο) 5 ε(-τ 10) - -ἶ«ῦ. 

Επομένως µε βάση την πρόταση Βο]28πΠο έχουµε ότι υπάρχει ξε(-ἶ,ο): 

6(ξ) «0 (ξ1)2 8} Ί, που σηµαίνει ότι η εξίσωση έχει µια τουλάχισ- 
το ρίζα το (-1,0). 


41. Εστω οι εξιαύσεις χ΄νκχελ - 0, -χγκχνλ -0, (1) λ/ 0, µε ρίζες 
τις α,β αντίστοιχα. 


Δείξετε ότι η εξίσωση -} Χ΄ΑΚΧΑΛ - 0 έχει µια τουλάχιστο ρίζα μεταξύ 
των α,β. | 


2 
Λύση: θέτουµε {(κ) - . ΦΚΧ3λ οπότε η { είναι συνεχής στο (α,β), είναι 


αὖ β” 
δε {Εί(α) .. -κανλ (1) και {(β) - 2 «ΚβΑλ (2]. 
Επειδή όμως τα α,β είναι ρίζες των εξισώσεων (1) ισχύουν οι ΜΗΕ 
α΄ «κανλ - 0, -β'εκβελ - 0 από τις οποίες ψει κανλ --α”, 
κβελ - β΄” και οι (1) και (2) γίνονται {ία) .2- -α- . --ᾱ- «0 
και {(β) - {- 03 «3 νο 
"Αρα {Εία){(β) «0 οπότε υπάρχει (πρόταση Βο]28πο) ένας τουλάχιστο πραγµα- 
τικός αριθµός ξεία,β): {(ξ) - 0 ----δ- οκξολ - 0, Δηλαδή µια τουλάχιστο 


334 


2 
ρίζα της εξίσωσης 2 ΊΚΧΗλ Ξ 0 βρίσκεται μεταξύ των α,β. 


42, Δίνεται η συνεχής συνάρτηση {: [0,2α) »Ἑ για την οποία ισχύει 
ε(0) - ε(ζ2α) 0. 
Δείξετε ότι υπάρχει ξε [0,α): Είξ) - Είξια), α”-θ. 


Λύση: θεωρούμε την συνάρτηση φ΄ κ) - Ε{κ)-Είχνα) που είναι ορισμένη και 
συνεχής στο {0,α] ς {0,2α], γιατί και η {ίχνα) εἶναι ορισμένη και συνεχής 
στο [0,α] επειδή µε 0σχζα-»θ«ασχιασζα-»(χια)ε(θ,2α]. 

Επειδή δε φί0) - 1(0)-Εία), φία) - Εία)-ε(2α) - Εία)-Μ(0), έχουµε 
φ(0)φία) - -({(α)-ε(0))2 «0. "Αρα υπάρχει ένα τουλάχιστο ξ εΕ(θ,α): 

φίξ) ο {(ξ)-(ξια) -0”-.-- Η(ξα) - εξ). 


43. Δείξετε ότι η εξίσωση 344345" - 6 (1], έχει µοναδική πραγματική 
λύση στο ΚΕ. 


Λύση: Αν τα µέλη της (1) τα διαιρέσουµε µε 6 παίρνουμε την εξίσωση: 
(αεί ἓ η { Ξ )΄ «Ί και αν θέσουμε ἐκ) - (ᾱ )νε(-ξ ὰ .(-ξ-) -ι, 
τότε η { είναι συνεχής σε όλο το Ἑ, σαν άθροισµα συνεχών συναρτήσεων. 
Επειδἠ {πεί κ) 52250 και Ἰ{πε(κ) - -Ἱ «0, τότε {(0) Ε(9ορ) «0, 


"ρα ὑπάρχει ένας τουλάχιστο πραγματικός ξΕ(0,οο) τέτοιος ώστε Είξ])Ξ0 
Για να δείξουµε «)ι είναι µοναδικὀς αρκεί να μελετήσουμε ως προς το µο- 
νότονο την {Τ. 

Επειδή οι συναρτήσεις ( ζσλ ἓ ο, ( | είναι γνήσια φθίνουσες στο 


Ἡ συμπεραίνουμε ότι η { είναι γνήσια φθίνουσα στο Ἐ άρα και στο {[0,.0ρ) 
Επομένως ο πραγματικός αριθµός ξ είναι μοναδικός, 


ΦΜ.. θεωρούμε τη συνάρτηση {: [6,1] -[6,1; που είναι συνεχής σ᾿᾽ αυτό. Να 
δειχτεί ότι υπάρχει ΕΕ [θ,Ί) για το οποίο να ισχύει {{ξ) - Ε. 


Λύση: θεωρούμε την συνάρτηση {: [0,1] -Ε µε «(κ) - ΕίΧ)-κπου είναι συ- 
νεχής στο [0,1] και α(0) -ϱ(0), οί!) -εί1)-ί, 

Επειδή δε ισχύει 0550) ςΊ και 0511) 51 εἶναι ο(0)20, οί1)0. 

"ρα φ(0]ᾳ(1) 50 που σηµαίνει ότι υπάρχει ἑνα τουλάχιστο ξε[ο,1]: 

ο(ξ) Ο.Ε) -ξ- 0» ξ- είξ. 
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45, Κάθε θετικός αριθµός έχει µια και µόνο µια θετική ν-οστή ρίζα (νΕΝ) 


Λύση: Εάν νεΝ: ν» Τ και θΕςΕ”, θα δείξουμε ότι υπάρχει ΕΕΒΕ έτσι ώστε 
ξ”-6. 

θεωρούμε σύμφωνα µε αυτό την συνάρτηση ἔ µε {ίκ) - κ’-θ. Είναι (0) - -θ 
«0. ᾿Εστω τώρα και τυχαίος θετικός αριθµός μ»29 και μμ» Ἱ. Τότε 

ε(μ) - μ'-θ και επειδή µ» Τ θα εἶναι και μ”»μ (αφού ν» Ί) και προφανώς 
και μ'-θ”μ-θ-» 0 αφού µ»8. ἼΏστε {ίμ) »Ό. Τότε όµως θα έχουµε: 

{(0) «0 « Είμ), οπότε υπάρχει ξεΕ µε θ«ξςµ, έτσι ώστε {(ξ) -0. 

"Αρα υπάρχει ΣΕΕ᾽ µε την ιδιότητα: ξ7-6. 

θα δείξουµε τώρα το µονοαήµαντο., Αν δεχτούμε ότι και ξιΕΡΒ᾽ και Ε’-6θ 
και ἔ / ἔι, θα έχουμε προφανώς Ε᾽ α ΕΥ, που είναι άτοπο, αφού ξ”-ξ;-ο0 
--- ξ- ξι (εφ όσον ξι,ξεξ᾽). 


Σα 


Ί. Με την μέθοδο "ε,δ" να δείξετε ότι αν οι συναρτήσεις είναι συνεχείς 
στις αντίστοιχες θέσεις 
{) Εκ) - Ἀχξιζκε! στη θέση ἕ - Ί 


4) φίκ) - 3λ Χ. στη θέση ξ - 0 


111) ο( κ) . τες στη θέση ξ - 


ἓν) Εκ) - |κ-Τ{[οχκΤ στη θέση ξ - 1, -δ 
ν) (κ) - παχκ(κ-2,2χ) στη θέση ξ --ὂ 


ι Ί 
ν) θ(Χ) - κ, πι στη θέηηξ-ο0 
2. Να εξετάσετε αν οι συναρτήσεις Εἔ είναι συνεχείς: 


.ὁ 
Στοκ η 


{(κ] - στη θέση ξ - Ἰ 
ο, κ - 1 
ας κφο 
ϱ(κ) - στη θέση ξ-ο0 
ἵνκκαῦ 
εκ] ὀχεῖ, -Ἱ :κ«ςά4 μα ὰ 
κ) - στη ση . 
[μπι 


4. 
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στη θέση ξ -Ί 


γι 144 
{(κ) - θ κο στη θέση ξ-0 


ον χο 


ο, κ «0 


(κ) - στη θέση ξ - 0 


Να μελετηθούν ως προς την συνέχεια οι συναρτήσεις ἕ µε τύπους: 


2 
πο «κ» Εκ) - πἰπ(κο,Άκ-ἰ)ηπαχί(κ,ὂχ) 
κ, ὃ,κ-0 Εκ) - πδΝκ-δ], [χο] 
Δίνεται η συνάρτηση {: [0,2] “Ἡ µε {{κ) - πακίημχισυνκ). Να µελετη- 


θεί ως προς την συνέχεια. 


/χελ, χκ20 
θεωρούμε την συνάρτηση {µε Εκ) - ή 19ζωμ, κ«θ, λιµ Ἀ. 


Να προσδιοριστούν τα λ,μµ ώστε η Ενα είναι συνεχής στη θέση ξ - 0 αν 
είναι γνωστό ότι λµ - 0, 


-2ημκ, κς:ς- 5 
Δίνεται η συνάρτηση { µε ΕίΧχ) -ὁσημχ»β, - 2 εκ «2 
π 
συνχ, κα 
Να προσδιοριστούν τα α,β ώστε η {να είναι συνεχής στο Ε. 


Δίνεται η συνάρτηση { µε Εκ) «νκ2ιλ/κ1-1-/κ2-2/κ1-1, 
Να μελετηθεί ως προς την συνέχεια. 


κτλ, χτ0 
2/χ29Ίεκ, κ«0 
Να προσδιοριστούν τα πραγματικά κ,λ έτσι ὡστε να είναι συνεχής στη 
θέση κ - 0, και αν είναι γνωστό ότι {(1)-2 - 0. 


Δίνεται η συνάρτηση { µε {ίκ) - 


θεωρούμε τις συναρτήσεις { και ᾳ και Ἀ µε: 
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χλντ, θσκς κ φις -- 
2χεΊ, 0«κ5ξ 4χ-] ο 
ε(κ) - κο α(κ) Ίχ-Τ., Λίχ) - λ,ικ-0 


(κ-ᾖ)2, 5 σχς«6 
Να μελετηθούν ως προς την συνέχεια. 


10. ΄0µοια να μελετηθούν ως προς την συνέχεια οι συναρτήσεις: 


χαδ,κς2 -ᾱ, Χ51 
 ΡΙμΩ τε 


11. Στις παρακάτω συναρτήσεις να οριστεί η παράμετρος για να είναι συνε- 
χείς σε όλο το πεδίο ορισμού των 


κ.β, κά - πι 
1. Εκ) τα 2. Εκ) - 
3-λκ, κ» 3 ᾱ, χ« 0 
αηµχνσυνα͵, κε[ο͵ -ᾖ] χ1γ, κς 


3, (κ) - 4, (κ) - 
ο. κε(-τ, ο) αμ κ» 


12. "Εστω η συνάρτηση {: Ἡ «Ἠ.για την οποία ισχύει: 
1. Εκ) ΕΥ) - Εκ) Υ κ, γεΒ. 
2. Η Ε είναι συνεχής στο Ί. 
Δείξετε ότι η Ε είναι συνεχής στο Ε. 
Χ ἢ χο 
13. Δείξετε ότι η συνάρτηση { µε {ίκ) - | | θ κο 


Είναι ασυνεχής στο 0. 


14, Να οριστεί η παράμετρος λ ἐτσι ὧστε η συνάρτηση { µε 
1 Ίπσυν ; συν 21---συν ον χ/0 
.)» λ,ι χκ-0 


να είναι συνεχής Υ κελ. 


15. ΄Όμοια να οριστεί η παράµετρος λ έτσι ὡστε η συνάρτηση { µε 
λ'., χκε[ο,1] 


λ Αμ] , Χί (1,π] να είναι συνεχής Υ χεΒ. 


{(κ) Ἶ 


17. 


18. 


19. 


24. 
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Να μελετηθεί ως προς την συνέχεια η συνάρτηση { µε 


κἨημ 1», κε(ο, 5.] 


ο, νχ-ο0 

Να προσδιοριστούν τα κ,λ έτσι ὡὦστε η συνάρτηση { µε 
κχ2αλχ{, χ52 

{(κ) - (κ Τ)χκὰ, 2 «κζά4 
(1-1) ἱκ-δ].1, χ»4 

Να είναι συνεχής Υ χεΒ. 


Δείξετε ότι οι εξισώσεις 
1) κ)ν2χ2 κκ! -0, 1) χ)-2-0 
έχουν τουλάχιστο µια πραγματική ρίζα. 


Δείξετε ότι η εξίσωση κ) -Ίχα! - 0 έχει µια µόνο πραγματική ρίζαστε 
διάστηµα (1,2). 


Δείξετε ότι η εξίσωση κ᾿-3χ-]Ί -0 έχει µια τουλάχιστο ρίζα στο διάσ- 
τηµα [1,2]. 


θεωρούμε την συνάρτηση ἕ µε {(κ) - ηµκ-κε!, 
Δείξετε ότι η εξίσωση {ΕίΧ) - 0 έχει µια τουλάχιστο ρίζα πραγματική. 


Δείξετε ότι η εξίσωση 5χ᾽«25χ-Ί1 - 0 έχει µια τουλάχιστο πραγματική 
ρίζα στο διάστηµα {0,1] και να υπολογιστεί µε προσέγγιση εκατοστού. 


θεωρούμε τη συνεχή συνάρτηση {: [-α,α] -[-αμα]. 
Δείξετε ότι υπάρχει αριθµός ξ Ε [-α,α]: Ε(ξ) - Εξ και αριθµός 
θε [-α,α]: (6) - -θ. 


Δίνονται οι συνεχείς συναρτήσεις {: [α,β] » [α,β], α: [α,β] » [α,β] µε 
α(α]) -α, ο(β] - β. 
Δείξετε ότι η εξίσωση {ἔίΧ) - ο(κ) δέχεται µια τουλάχιστο ρίζα στο 


α,β. 


Δίνεται η συνεχής συνάρτηση {: [α,β] "ἩἙ η οποία δεν μηδενίζεται για 
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καμμιά τιµή του κεία,β] δείξετε ότι η { διατηρεί σταθερό πρόσημο 


στο {α,β]. 


26. Δείξετε ότι η εξίσωση 344" -53" έχει µια τουλάχιστο πραγματική οί” 
ζα στο Ἡ. 


27. θεωρούμε την συνάρτηση {: [α,β] -Ἑ που είναι συνεχής και {(α) 6 Τ(β) 
Αν Ε,6ΘΕΒ", δείξετε ότι υπάρχει εε{(α,β): {(ε) ο... 





-«κ«κεεραλοαιο ὃὉ: 


παραγωγοι συναρτησεων 


5.1]. ἛἜννοια της παραγώγου. 


Ορισµός Ί. Μια συνάρτηση Ἔ µε πεδίο ορισμού το ανοιχτό διάστηµα ἢ - (α.β) 
λέμε ότι παραγωγίζεται στο εσωτερικό σηµείο χο του Δ, ή είναι παραγωγί- 
σιµη στο χιξ ἂ ἡ έχει πρώτη παράγωγο στη θέση χ - Χοςδ όταν και µόνο ὁ- 
Ε(κ)-Ε(κο) 
Χ-Χη 


ταν υπάρχει το πι και είναι ένας πραγματικός αριθµός λ. 
α.”-ν 0 


μα δν ν θα 





Συµβολίζουμε: και το διαβάζουμε 





ῃ πρώτη παράγωγος της { στη θέση κ Ξ χεξεΔ είναι ΓΕ) (χο). 


Παρατηρήσεις: 


1. Η συνάρτηση σ µε σίκ) - ε(κχ)- Είχε) 


Χ-χο 
νάρτηση κλίσεως της Έ στο σηµείο κ- χεξ, 


µε 9(σ) - Δ-ίκαὶ ονομάζεται συ- 


2. Αν το Ἰ1πσί( κ) . «ΟΟοἡ -ῶΩ τότε η παράγωγος της { στη θέση κ - χεε Δἢ 


απειρίζεται θετικά αντίστοιχα αρνητικά και γράφουμε {' (κο) - -ω ἡ 
{ (Χο) - -ω 


3. Ἡ παράγωγος της Ε στη θέση κ - χοξ Δ είναι πάντοτε ένας πραγματικός 
αριθµός (εφ᾽όσον υπάρχει) και ποτέ µια συνάρτηση. 


4. Ό τύπος της παραγώγου της { στο σηµείο χεε Δ γίνεται αν θέσουμε 
Χ-χι μεν» και χΧ» ΧρΕΠ 


' . Ίτῃ (Χο) Είχε) 
{) (κο) Ἱ]η -- ------- 
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5,2. Πλευρικές παράγωγοι της {. 


Ορισµός Ί. Αν η { έχει πεδίο ορισμού το Δ - ία,χο] και υπάρχει το 


Τ{πι δΐα 
κ. κ 


στερά στη θέση χο { ἃ ἡ ότι η { παραγωγίζεται απὀ αριστερά στη θέση 
χοξ ἂ και συμβολίζουμε το όριο αυτό µε Εἴχτ). 


Δηλαδή: Ρ’ (Χο) - Ἰϊπ Σα) εκει 


. 
λ. - λε λἩ τότε λέμε ότι υπάρχει η παράγωγος της Γ απὀ τ᾽αρι- 


Ορισµός 2. Αν ἃ - ἴκα,β) τότε θα λέμε ότι η { παραγωγίζεται απὀ δεξιά 
στην θέση κ - κος ἃ και θα την συμβολίζουμε µε 
εκ) «Ες ο 

Παρατήρήσεις: Ί. Αν το χεξί(α,β) - Δ και υπάρχει η {' (χο) και η Ε' (Χο) 
τότε αν Ε" (κο) - 1 (κϐ) η { έχει παράγωγο στη θέση κ - χεξε. Δηλαδή: 

381 (χο) --- ΕΙ (κο) - Ε) (κ) -Ε' (χο). 
2. Η παράγωγος µιας συνάρτησης ορίζεται µόνο στα εσωτερικά σηµεία του πε- 
δίου ορισμού της. 


3. Αν το ἃ - [α,β] τότεστασηµεία α και β ορίζουμε τις πλευρικές παραγώ- 
γους της Ε. 


4. Αν για κάποιο εσωτερικό σηµείο Χιξ Δ δεν υπάρχει µια από τις πλευρι- 
κἐς παραγώγους ἡ υπάρχουν και οι δύο αλλά είναι διαφορετικές τότε δεν υ- 
πάρχει η παράγωγος της {στο χιξεῦ. 


5, Στα μεμονωμένα σηµεία του πεδίου ορισμού µιας συνάρτησης η παράγωγος 
δεν ορίζεται αν και η { είναι συνεχής σε αυτά. 


5.3. Συνάρτηση της πρώτης παραγώγου, παράγωγοι ανωτέρας τάξης. 
Ορισµός. Αν το πε κος υπάρχει για κάθε χιεία,β)- 325) τότε ο- 


ορίζεται µια νέα συνάρτηση Ε', που ονομάζεται συνάρτηση πρώτης παραγώγου 
της { µε πεδίο ορισμού ΦΕίκο) - ἴχος 35) και υπάρχει το Ε’ (κο)). 


Αν η συνάρτηση Ε' της πρώτης παραγωγου της { έχει στο σηµείο χιξΕδΔ πα- 
ράγωγο τότε η παράγωγος της {' εις το χεξΔ λέγεται δεύτερη παράγωγος της 
{ στο κος ἂ και συμβολίζεται µε Ε’ (κο). Αν δε η Ε' (κο) υπάρχει 

Ψ χοξ Δ τότε ορίζεται µια νέα συνάρτηση ΕΓ'' στο Δ, που ονομάζεται συνάρ- 
τηση δευτέρας παραγώγου της { στο Δ. 
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Ἀνάλογα ορίζονται οι συναρτήσεις παράγωγοι τρίτης κ.ο.κ. τάξεως της { 
στο Δ. Η ν-οστή παράγωγος της ἕ στη θέση χ -χις δ ορίζεται απὀ την ισό- 
ε(ν-!) (κ) -ε (κο) 


(ν) ἀ 
τητα ΕὉ (κο) 5 ..-- κ-χο 
5.4. Εξίσωση της εφαπτοµένης. 
Η εξίσωση της εφαπτοµένης πάνω στο διάγραµµα της { στο σηµείο Μ (Χο, Ε(Χο)) 
είναι: Υ-Ε(χο) - Ε)(χο)(κ-κο) 


Παρατήρήση: Η παράγωγος της Ε στο σηµείο (κο. ξ(κο)) της γραφικής παράσ- 
τασης της, ισούται µε τον συντελεστή κλίσεως της εφαπτοµένης που φέρνου- 
µε σ᾿᾽ αυτό το σηµείο. 


5.5. Παράγωγος και συνέχεια. 


Ισχύει το θεώρημα: Αν µια συνάρτηση { είναι παραγωγίσιµη σένα σηµείο 
χοςΔ, τότε είναι συνεχής στο σηµείο αυτό. Το αντίστροφο δεν ισχύει. 


5.6. Κανόνες παραγώγισης. 


Παράγωγος αθροίσµατος: (699) (χι) - Γ'(κο)φ) (ο) 
Γενικά: (Εν έλε.  «ν) 5 Ελ έηεν «ἓν 


Παράγωγος διαφοράς: (/-4)’ (χο) - Ε’(κο)-φ) (χο) 


Παράγωγος γινομένου: (Γ.9) (χο) ” Ε) (κο)λα(χο)Ε(Χχο)α΄ (χο) 
Γενικά: (Ει. Ελ. «ἓν) " Εἰ{ Ε).. ὃν) κ Ει Ελ Εηιν  ἕνδν «(Εν ξλε ες ἓν εν) ἓν 


Παράγωγος σταθεράς επί συνάρτηση: (σε). (κ) - εξ" (χο) 





Παράγωγος σύνθετης συνάρτησης: ({99) (χο) ” Ε"(4(κο)). α΄ (χο) ή 

{ 5. όπου {Ε'χ- παράγωγος της Έως προς την μεταβλητή Χ. 

{ - παράγωγος της {ως προς την μεταβλητή 4 καια, η παράγωγος της 8 
ως προς την μεταβλητή κ. 


6.7. Παράγωγοι βασιλών συναρτήσεων. 
1. (ο)! - 06, 2. (αχ) -Ί, 3. (κ2])” -2κχ, 4. (ΧΙ - υ», 





5. (40: «σίς-, 6. (ὔ)' - αὐ' εν στ. 1. (23) » ο), 
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8. (αἲ)’ - α Ίπα, 9. (ημκ)' -συνχ, 10. (συνκ) «-ημα, 


υώς , 13. (σφχκ)' - - 


ο 
ημζκ 


. 16. [ Εικ) «νε Ἅ οκ)’ (κ) 


11. (κ)  -α κ κ 0, 12. (εφχ)' - 
14. (Ἴπκ)) κ ἶ ν 16. (Ἰπωκ)' - οΊτα 


1 


.. 


3 (/Ε(κ]}’ στ Ε)(χ), 18, [ο/3) α- . οἵ(κ) φεζ), 
19. [απ 1" - αἲί) Ίπαρ' (χ), 20. [ημε(κ)]" - συν{(κ)1" (κ), 


[ο κ) 


2 


πι. 


» ἴσυν{(κ)]' - -ημε(κ)ϱ) (κ), 22. [εφεί(κ)]" . συν τη 


23. [σφε(κ)]' - πμέρι) εἰ (κ), 24. [Ἴπε(κ))' αν (χ) 
25. [1π. Ε(κ)]' - η 1ρᾶ {1(κ), 26. [ϱδο0 .. [αῦ(") γα) . 
ΔΙ [ο(κ) Ἱηε(κ)) ". 


ΛΥΜΕΝΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ 

Ἱ. Να βρεθεί η παράγωγος της { µε Ε(Χχ) -4χλεζχ στο κ - ΕΒΕ. 
. Τα (κ) -Ε(ξ)  τῃῃ Ακ2εδχ-άξλ-2ξ 

Λύση: Είναι ϱ’(5) »Ίἡῃ 1 ΕΙΒ) τη ον) εξ -ἒε 


- Ἱίν δ(Χ-ξ)(κνξ)ε2(κ-ξ) , ῳ 
η Αα. ΠΗπί4χ.4ξ.2) » 8εο2 


2. Να βρεθεί η παράγωγος της { µε {(χ) -χ2-άχ-3 στο σηµείο χ -Ί. 


ο ο ο 
Λύση: Είναι Ε’" (1) η{π παν απ - - 


- Ίη 11ο) κ) . Ἠπίκε]-4) - -ὂ, 


3. Να βρεθούν οι παράγωγοι των συναρτήσεων στα αντίστοιχα σηµεία 
1) ε(κ) - στο χ, -ὔ, ᾖ1) Ε(κ) -χ" στο χι - ξΕΒΕ, 
134) ε(κ) ..- στο χο «Ί. 


Λύση: {) Είναι {’ (2) « Τπ ων - Τᾳ αν δδ ε 


ώρα : γζοι ιο 1.0: μ 
. μΐᾳ κ 2) (όσο στὸ 2 απ [κ 1σδν τοτ κτλ στ] 


. κ-ζ)(κεζ . 
. : [κ 2 χο κτοτ στ] 3 οὖσ- 


34] 


Η) Είναι: ϱ’(5) - 1 Πο ΙΣ) . "μα . 


..ξ 
Ξ 8 ο κα. ο. » . ξ να ϱξ ν- .. ..ξ νὰ ᾳ, νξ ν-ᾱ 
ν 


Ί 
-- ο 
. ε Ξ )- 1) π ---... . κ κμι Ἡς - 1 α 
111) Είναι: Γ) (1) 14 Γ.)Σ{(1) 1 {πι ντ Ἰ ἵπι (κ "τα 


..1 Χ 


4. Να βρεθεί η παράγωγος της { µε {(κ) - /Ί92κ στο σηµείο κι - ἕ . 
Λύση: Είναι 5’ (5) "ή πια) Είξ) : η ώς 


Ἔ (οκ Τ-οξ Χν η . κ, 1 

1! ο σΕὴ " μη ρτητη - 
ἐ σὲ 

: Επ - ..- 


Και επειδή το ξ είναι τυχαίο σηµείο του πεδίου ορισμού της { είναι: 


ε(.) κ)" «ασ. 





5. Να βρεθούν οι παράγωγοι των συναρτήσεων µε τύπους: 
ϐ) ϱ(κ) -ῄμι2 στο σηµείο χο «Εξ α--- 


1) Μ(κ) «ΣΙ στο σηµείο χυ -Ε. 


ο... 
Λύση: Είναι 5’ (5) "Ἡῃ σία]- τις " Ἡα δι κ 3.2 


3 
.. ιά μα” [1η (κ εἰ οκ. (351) ΙΑ (2χεΣ)(1ε«2) 


.- πετ. Και επειδή το ξ είναι τυχαίο είναι: 
κ μα 
’ . ϱ) τ(κ)-ε(ξ) . ἴη ο 
11) Έχουμε: Ε’(Ε) - πα ος ... Ξ 
“η με) αυ α.η «1 νεκρά -αεν . 


ἔ 4(κ-Ε)-(Χ-Ε)(Χεξ). .Πίῃ --Δκξκά-(κοξ). ο, -ᾱΕ2-2Εμ 
μη πες μα το κε τῃ ες η” 


και επειδή το ξ είναι τυχαίο σηµείο του «Φ{ί6) είναι 
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ε.(κ) -« (αν ὴ  Αχ]- μ-. 


.. 


6. Να υπολογιστούν οι παράγωγοι των συναρτήσεων 
ϐ) ε(κ) -ημχστηθέηκ --ἕ 
11) (κ) - ηµ(4χ»Ί) ση θέση κ-ξ 
11) Πχ) -συνἹκστηθέσηκ- εξ 
Λύση: {) Είναι {'(Ε) - η ο δρ) ΤΙΣ) - Ἱπ Αμ(ξ.η)-ημξ . 


ῃη-.6 


ῃ 5 


Ἡ 
2συν(ξς -- }ημ ημ 
α Ἰέν- Ξ 2, - Ἰπσυν(ξ»-)) 1] --μ-- 
2 


: συν [Εν 11π-2 }11π- ---- συνξ. 


ο 
με 


Και επειδή το ξ είναι τυχαίο σηµείο είναι: ΓΕ" (κ) - (ημκ)' -συνχ. 


14) Είναι ο’ (Ε) - πλ. (5). ολ. . 


. Ἰήη Ἐουν(4ξ 5ν1)ηµέη « 4] Ίπσυν( 459211) 11 δη - 4συν(4ξ.1). 


η-.6 

Και επειδή το ξ είναι τυχαίο σηµείο είναι: 
α' (κ) - [ημί(άχ!) ' -4συν(όχε1) 

ο 1:συνῶξ 

έλα. 
αν 

ν συν 225) -ουνεξ ΤΠ. "Ζημ(ηε2ξ]ημη , Σα 
σος ἵνς .ς ο αμιμυς 





1114) Έχουμε Α(Σ) - [8 .ν μονος - ν΄ 


ἡ 
: -ημξ " -Έημξσυνξ (γιατί Ίήπ" - !). 


Και επειδή το ξ είναι τυχαίο σηµείο είναι: 
Ν’ (κ) -(συν7κ)' - 2συνχ(συνχκ)' --2συνχημχ. 


7. Δίνεται η συνάρτηση { µε Γ(Χ9Υ) μι, ν (1) κ, ΥΕΕ µε 
Ε(κ)ε(ν) 1. Εάν Τϊπ 0) «1. Δείξετε ότι: Γ' (κ) -193(ὰ). 


Λύση: Είναι {"(Ε) - Ἱ ΠΕ ΤΠΞ 


ος τμ δις μμμτο, οκ. 
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εί σος ͵ πν ) 

. Τ]π ρε] ε]ε πα πι εδ) τη η μαμα. 
τμ κ 

(γιατί η ῃ --α- 1) . τω ΑΙ ΩΣ 


Είναι όµως {(0) - νο) -ο ϱ(0)-Ε1(0) «2Ε(0) --- ϱ2(0) (0) -0 


--- (0) (1 2(0)) 0-0) -0ὐ. 
Οπότε έχουµε Ε' (5) - 1942(Ε) Ν ΣΕΠΕ. "Δρα { (κ) - 19 (κ). 


8. Δίνεται η συνάρτηση { µε Εκ) - 4χ). Να εξετάσετε αν έχει παράγωγο 
στο σηµείο κι - 0. 
4χ, κχε0 
Λύση: Η Ε γράφεται: {ίκ) ” ία, . «Ώ 
και έχει πεδίο ορισμού το - (-σ.0) ὐ {0.90). 
Επειδή στο 0 η { αλλάζει τύπο θα βρούμε τις πλευρικές παραγώγους σ᾽ αυτό 
είναι "(0 Μπ Ημ "4 


και (0) - Τ{π τίκ)-ε(0) μ19 -4χ-θ 
- χ-ο 


ο. χ-ο 3 - 


Επειδή οι πλευρικές παράγωγοι στο 0 είναι διαφορετικές δεν υπάρχει η πα- 
ράγωγος της { στη θέση χ - 0. 


Φ Δίνεται η συνάρτηση { µε Εκ) - |Χ7-3χαζ]. Να βρεθεί η παράγωγός της 


Λύση: Η { γράφεται µε πολλαπλό τύπο: 
χ2-3χιδ αν χε[-σο,1}) ῦ (2,100 } 
{9) (ο μλκ-2 αν χε [1,2]. 


{) "Οταν το χε(-ω,1) {2,92} η { έχει παράγωγο και είναι {!" (κ) -2κ-3 
Πράγματι: Εστω ξε(-ω,[) ὐ (2,900) τότε: 

' ω τί) -ε(ξ)., κ; -3χα2- τε σοξ ὰ (κ-ξ)(κεξ)-ἀίκ-ξ) 
ιο) να χε τν .3 χ-ξ 


. ἡα(κες-5) .2ξανξε(-αω,]) ΒΑ ρα Γκ) - 2χ-3. 


11) ΄0µοια όταν το κε (1,2) η {6 έχει παράγωγο και είναι Γ’ (κ) - -χεὰ. 
"Αρα µένει να εξετάσουμε αν υπάρχει παράγωγος στα σηµεία κ - ἵ και κ-ζ. 
Αρα θα βρούμε τις πλευρικές παραγώγους σ᾽ αυτά. 


μα. . . 
α) ϱ"(1)) - Τπ Πα) -Εί1) . 1 -κ-μη- δν). 3.192: 


. 8 
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"(κ Τ)(κντ)δ(κ-τ) 
.ἱν -ἷ--- ἀθ] Ἱ 


. ο.” 


β) (1) - {πι μη. - Ἱ{ῃ κ΄ -ᾱκ- 5911-3192 .. 
.-- 1. 


Εκ χ- 


χ7-3χε θηας ζω... 
"αν ο ΗΕ μία ) » -ἲ. 
Επομένως δεν υπάρχει η παράγωγος στην θέση κ - 1, 

"Όμοια εργαζόµενοι βρίσκουμε ότι; Ε'(2"]- 11 μες. { και 


' κ. -χ2ιλχ-2-0 αμ 
απο πο ο 


ρα δεν υπάρχει η παράγωγος στο 2. 

Εποµενως το ευρύτερο σύνολο στο οποίο η Γ παραγωγίζεται είναι 
Ἀ- (-οο,)υ (1,2) ὐ (29ου) ς 28]. 
10. Να εξετάσετε αν η { µε {ΕΧ) - είναι παραγωγίσιµη στο 


| 2χ. κςά 
σηµείο χο - 3. 


χτεῖ, χ» 3 


Λύση: Είναι 3248) -(-ω,3) ῦ (3,9) και το σηµείο 3 είναι σ.συσσοωρεύσε- 
ως του 3). Επειδή η Γ στην περιοχή του 3 ορίζεται µε διαφορετικούς τύ- 
πους θα βρούμε τις πλευρικές παραγώγους στη θέση χο - 3, 


Είναι ϱ’ (33) - η 9:19). αλα Σο σαιτ) - Ίληςς τ)- «οω 


και Ε' (3) - παω Ἡ 2χ" .. -ᾱ.3 ο ἐν Ες ρλοιο) - 54 


Επειδή οι πλευρικές παράγωγοι στο 3 .. διαφορετικές δεν υπάρχει η πα- 
ράγωγος στη θέση κο - 3, 
ημ 1, κ 0 


11. Να εξετάσετε αν η συνάρτηση { µε {(κ) - θ κ.α 
είναι παραγωγίσιµη στη θέση χ -0, 
Λύση: Είναι 38) - (-ω,θ) ὐ(0,οϱ) ὐ {0} και το µηδέν είναι σ.συσσωρεύ- 
σεως του 32]. 1 
νι” 1 
ενας 6") «μη ή ΕΔΟ) - μη. ὰ - - ᾖπν α--ὰ 


΄ 
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Άλλά η συνάρτηση ηµ Ἱ δεν έχει όριο στο 0 (βλέπετε άσκηση στα όρια). 


κ 
Επομένως η Ε{ δεν έχει παράγωγο στη θέση χο - 0. 
κημ-.-, χο 
12. Δείξετε ότι η συνάρτηση { µε {(κ) - . α 
ο»... 


είναι παραγωγίσιµη στη θέση χι - 0. 


Λύση: Η { έχει 38) -(-α,θ) 0 (0,9οο) 6 {0} και το 0 είναι σ. συσσωρεύ- 
σεως του 26). 
ε(κ)-ε(ϱ) χμ α -ὂ 

ἕνα, ο η απ η πε Ἡρμις "0 γιατί 


εἰ αν, 1 
ἱχίημ] - ἱκ'[]ημ-ς [5κ” 0, 


"Αρα υπάρχει η παράγωγος της { στη θέση χι - ϐ 


13. Δίνεται η συνάρτηση { µε {(κ) - ὕκ). Δείξετε ότι η { είναι συνεχής 
στο Ἐ και δεν παραγωγίζεται στη θέση χι - 0, 


Λύση: ΄Εστω ξΕΕΒ τότε είναι ησίκ) Ξ Ηηὔκ) - πμ)” Ξἵξ Εξ). 
ρα η { είναι συνεχής στο Β. 1 ..ὁ 

' ͵ μ, ὃ ώ - 
Ἡ παράγωγος της { είναι Ε’(Ε) -(κ{)" πχ "εκ 5 μτ 


και στη θέση Χο -Ξ 0 δεν ορίζεται η {’(0) - Ηπ-ᾱ- γι - 00 


"Αρα η { δεν παραγωγίζεται στη θέση κι - ϐ, 


14. Δίνεται η συνάρτηση {: ΒΑ -Ἡ µε Ε(Χχ) - 3/χ|άχ, Δείξετε ότι είναι 
παραγωγίσιµη στο Ε". 


Λύση: Η {6 έχει τον πολλαπλό τύπο: {(κ) - .. κώ 
στο διάστηµα (0,2) έχει παράγωγο και είναι Ε" (κ) - 7. 


Επίσης στο διάστηµα (-α0,0) έχει παράγωγο και είναι Ε!" (κ) -1. 
Ἆρα η { παραγωγίζεται στο ΒΑ, 


7χ, κ»0 


15. Δίνεται η συνάρτηση { µε {Ε(κ) - κ-διήκ27-δχδ. 
Να βρεθεί η παράγωγος της στη θέση κ - 2 και κ - -ᾱ. 
Λύση: Η { έχει πεδίο ορισμού 35) - (χΕΒΗ: κ-δ20, κ2-δχαδ20] - 
. (κε, κε3ήκς2) - (2) 0 [ᾳ,9ορ). 
Επειδή το 2 εἶναι μεμονωμένο σηµείο του 3(4{) δεν υπάρχει η παράγωγος 
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της { στη θέση χ - 2. 
Επειδή το «36 344), επίσης δεν υπάρχει η παράγωγος της { στη θέση 
χ - -ᾱ., 
κ, χε[ο,1] 
16. θεωρούμε την συνάρτηση { µε {(κ) ” η κε (1 μο)) 
Να βρεθεί η συνάρτηση πρώτη παράγωγος και η συνάρτηση δεύτερη παρά- 
γωγος,. 
Λύση: Στο διάστηµα (0,1) είναι ϱ’ (κ) " 4χ) Υ χε(θ,1) και στο διάστηµα 
(19) είναι Ε) (κ) » δχ" χε(1,ν). 
Εξετάζοµε αν υπάρχει η παράγωγος (δεξιά) στο μηδέν. 


αν {(χ)-ε(ο χ-0 

είναι {'(ο) «μα ος τος" 1) 30. 
"ρα ν κΕ[θ,1) είναι Ε’ (κ) - ὁχ”. 

Εξετάζουµε αν υπάρχουν οι πλευρικέέ παράγωγοι στο Ἱ. 


- - .ὰ οδιωᾶ 
χουμε {' (11) - πι σία)-είι) . πλ - 1η (κ-Τ)ίκ κ. «χ.1) , 


- ε(κ]-ε(1 κ -Ί 
ο νανούκὴ εδ κι (3 τμ Εν  μκὴ 


. ἸΗπ( κ) οκ” κε 1) -ᾱ, "Αρα δεν υπάρχει η παράγωγος της { στη θέση χ » Ἰ 
Συψζπώς η παράγωγος συνάρτησης ορίζεται στα διαστήµατα {0,1} και (1.00) 
ἀχὸ, κε[θ, 1) 
και έχει τύπο: {" (κ) - σχ", κΕ(1,νσϱ) 
"Αν εργαστούμε όπως παραπάνω βρίσκουµε την συνάρτηση δεύτερης παραγώγου 
12χὲ, αν 0 5κ« Ί 


που είναι ΕΕ" (κ) - ο0κ1. αν κ» 


Σηµείωση: Είναι 948) -«[0,ῶ) και 345") -[0,0)-(1). 
κ΄ημ 1. χ/ 0 
17. θεωρούμε την συνάρτηση { µε {(κ) " . ὁ 
,. 
Να βρείτε τα {'(0) και {''(0) αν υπάρχουν. 


Λύση: Αν κ 6 0 είναι 


κλημα- -ξμ ς- 
μη κ ο. -ᾱ 
ἂνς.. ι .. ο 
«1η 1--ημ.τ.) ην -ἕ-(κ)-ε) χῖ2συν -Ὁ ηµ -ὃ 
ματ μα απο ο 
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Χα. 

-χ "συν ἠμ ο 

.Ἡ (18) τα 2  2χξ «2εημ-]. « -συν-]- «Όξημ -ἰ 
ον τ δα κξ ξ ξ ξ 

χ 


γ ΕΕΒΕ". "Αρα ΓΕ" (Χχ) - Ζχημ 1. -συν 1 είναι η συνάρτηση της πρώτης παρα- 


γώγου για κ 60. ' 


χζημ-. -0 
και {Γ’.(0) - Ἱτπ --- σας ο - Τήπ-- ἲ - αΊπχημ, ] 


1... ..υ 


-0, 


Επομένως είναι Ε"(0) - 0 και η συνάρτηση της πρώτης παραγώγου έχει τύπο 
Ί 


πώ 
« ἔχημ- συν ς Χόο 
ο,κ-0 
Για την δεύτερη παράγωγο στο 0 έχουμε: 
1 ; 
(νλ.ει ἔχημ--συν-, - συν 
(10) «πο ο) Ίπ- Ὁν : ζην ἳ -ν κ) 


το οποίο δεν υπάρχει. Αρα η Εἔ δεν έχει δεύτερη παράγωγο στο 0. 


18. Δίνεται η συνάρτηση { µε {(χ) - ---, Να βρεθεί η εξίσωση της εφαπτο- 


µένης (ε) στο σηµείο (χο, Γ(Χο)). κἩ συνέχεια να βρείτε το εμβαδόν 
του τριγώνου που σχηματίζεται από τους άξονες ΟΧ,Όγ και από την (ε) 


Λύση: Η εξίσωση της εφαπτοµένης στο σηµείο (κο, Είχε)) τού διαγράµµατος 
της { έχει εξίσωση: Υ- Είχα) - ΓΕ (Χο)(κ-κο) (1) όπου Είχε) - και 


6 (κο) τες. 


3 1 1 2 
Δηλαδή: }γ- αν. μπίκ-κο) (2) ο νο πγΓα-α "0. 
Η (2] τέμνει τον άξονα Οκ στο σηµείο Α µε τεταγµένη Υ - 0, ᾿”Αρα στο ση- 
µείο Αί2χο,Ό).και τον άξονα ΟΥ στο σηµείο Β µε τετµηµένη κ - 0. ᾿Αρα 
στο Εί0, ᾖ). Επομένως το εμβαδόν Ε του τριγώνου 0Λ8 είναι 

ὂχο -ὁ 
ε .-- --- 2 µονάδες µέτρησης.. 


19. Έστω 6 η γραφική παράσταση της { µε {ίχ) - χ΄»2. Να βρεθούν οι εξι- 
σώσεις των εφαπτοµένων της 6 στο σηµείο (κο,{(χο)} οι οποίες συμµπίπ- 
τουν µε την ευθεία Υ - λκ»Ί. Να δειχτεί ακόµη ότι οι εφαπτόµενες τέ- 
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µνονται σε ένα σηµείο του άξονα Υ Υ. 


Λύση: Ἡ εξίσωση της εφαπτοµένης της Εἔ στο σηµείο (χι, ἔ(χε)) είναι 
γ-Ε(κο) - Ε(χο)(κ-κο) -- Υ-χεῖ-2 - 2χι(χ-χο) (1) γιατί είναι {(χι) - 
-χκζ-ὸδ και Ε' (κο) - 2χε. Για να ταυτίζεται η (1) και η Υ -λχ.Τ πρέπει 
λ - ὄχι λ - ὃχι λ - 42 

δι.  |-- |-- 

λ 1 χζ-δ - χΐ --Ί Χο -4Ί 

Αρα οι εξισώσεις είναι: Υ - 2χεΤ και Υ - -ὂ2χκεῖ και τέµνουν τον άξονα 
γ΄ Υ στο σηµείο (0,1). 


20. Εάν 6 η γραφική παράσταση της συνάρτησης { µε Εκ) -ὕχλ, 
1) Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτοµένης της Έ στο σηµείο (1,1). 
14) Να βρείτε την εξίσωση της κάθετης της { στο σηµείο (1,1). 


Λύση: Ἰ) Ἡ εξίσωση της εφαπτοµένης της Έ στο σηµείο (1,1) είναι 


Υ-Ε(1} - ϱ)(1)(κ-τ) όπου 5.1) - 1 και Γ"(1) -Ἰπ ο 


ων Ὦλ (7 κσνχτ1). (κ: (11). 
ν ο Ὁ . ητκ-ης αν στ] - Ἡῃ χο χΊ 


Αρα η εξίσωση της εφαπτοµένης στο σηµείο (1,1) είναι Υ-! δνις 





{ } Αν λκ ο συντελεστής διεύθυνσης της κάθετης στο σηµείο (1,1) τότε 


υσχύει Ακε (1) --ἶπλιί : )--ἴ--λ- -ᾱ- 


Επομένως η εξίσωση της κάθετης στο σηµείο (1,1) είναι Υ-ἵ - --ᾱ-(κ-τ) 


21. Εάν Α(1,2) και 8(3,10) είναι δύο σηµεία της γραφικής παράστασης 6 
της { µε {(κ) - χ;γί, να βρεθεί σηµείο ΜίΧχο,γο] της { τέτοιο ώστε η 
εφαπτομένη σ᾿᾽ αυτό να είναι παράλληλη µε την Λ8. 


Λύση: θα πρέπει ο συντελεστής διεύθυνσης της εφαπτοµένης στο Μ να είναι 
ίσος µε τον συντελεστή διεύθυνσης Ἆιι της ΑΒ. 

Είναι Ε’ (χο) - Όχο και λεν - λ ᾶλ » τν - -4, ρα 2χο -4 --- Χο - 2 
Επομένως το σηµείο Μ(Χχο,γο) είναι το Μί2,.). 


22, ᾿Εστω οι συναρτήσεις Ε και 4 µε Εκ) - αχ «βχεΖ και ο(κ) - τ ., 


Να προσδιοριστούν τα α,β έτσι ώστε οι γραφικές τους μάνα. να 
έχουν κοινή εφαπτομένη στο σηµείο κ. - Ἱ. 
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Λύση: θα πρέπει οι εφαπτόµενες των { και 4 να συμπίπτουν στο σηµείο 
Χη - Ἱ, 

Η εξίσωση της εφαπτοµένης της { στο σηµείο κο 1 είναι (ε): γ-ε(1) - 
Γ.Ε (κ-Τ) -- Υ-(ανβε2) - (2α9β)(κ-Τ) --- (ε): (2ᾳ:β]χ-γ-α.2 - 6, 

Και η εξίσωση της εφαπτοµένης της 4 στο σηµείο χο - Ί είναι: 

(ε) Υπ) ο Ηλ (κ-τ) -- γ-0 5 Π(κ-τ) -- (ει): κ-γ-]-0 

(γιατί οφ (κ) ο - ο!) - 1). 


ρα επειδή (ε)ξ{ει)--- 2528 Ξ στ. ξ μον 


2α.β - β - -5 
α-»δ - Ί α - 3 


23. θεωρούμε τη συνάρτηση {ἕ µε Ε(χ) - ἀχ2, 


α) Να βρείτε σε ποιό σηµείο του διαγράµµατος της { η εφαπτομένη έχει 
συντελεστή διεύθυνσης ὰ - 1, 


β) Σε ποιό σηµείο η εφαπτομένη είναι παράλληλη στον άξονα χ΄κ. 

Υ) Σε ποιό σηµείο η εφαπτομένη τέμνει τον άξονα χ᾿χ υπό γωνία φ - 
- 305, 

ὅ) Σε ποιό σηµείο η εφαπτομένη είναι παράλληλη µε την ευθεία Υ - 

ε) Σε ποιό σηµείο η εφαπτομένη είναι κάθετη στην ευθεία 1χκ-2γε1 «0 
στ) Σε ποιό σηµείο η εφαπτομένη περνά από το σηµείο 00,0). 

ζ) Σε ποιό σηµείο η εφαπτομένη περνά απὀ το σηµείο Μ(1,1). 

η) Σε ποιό σηµείο η εφαπτομένη τέμνει τον άξονα Υ΄Υ στο σηµείο 
Μι(0,-2). 


Λύση: α) Γνωρίζουμε ότι ο συντελεστής διεύθυνσης της εφαπτοµένης της ϐ 
στο σηµείο (κι, Ε(χο)) είναι λ - Ε’(Χχη). 
Ἔχουμε: Ε’ (κ) - 6χ και στη θέση χ - κο είναι {" (κο) - ὄχο. 


Ὥστε ὄχι -Τ--- Χο - ζ. Το ζητούμενο επομένως σηµείο είναι 
(καν (κο) - ({-. τσ ). 


Β) Γνωρίζουμε ότι το σηµείο χι στο οποίο η εφαπτομένη είναι παράλληλη 
µε τον άξονα χ᾿χ θα έχει συντελεστή διεύθυνσης 0. ᾿Αρα Ε'(κ)) -0--- 
ο ὄχι " 0 --- χι” 0 και επομένως το ζητούμενο σηµείο είναι το (0.0) 


Υ) Αν η εφαπτομένη τἐμνει τον άξονα χ΄χ υπὀ γωνία ω τότε ο συντελεστής 
διεύθυνσης της εφαπτοµένης είναι λ - εφω. Δηλαδή: Ε" (χο) -εφλῦ:--- 


--- ὄχι - σι Χο ” 8 και το ζητούμενο σηµείο είναι το { α ας .. 
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ὅ) Η εφαπτομένη στο (Χο,{(χο)) και η ευθεία Υ Ξ 3κ έχουν τον ἴδιο συντε- 
λεστή διεύθυνσης αφού θα είναι παράλληλες. "ρα Γ' (χο) 3 -- 


--- ὄχο - 3 Χς 7-και επομένως το ζητούμενο σηµείο είναι το 


( 3 ,-Ἡ-Ἱ. 
ε) Η ευθεία 3χ-2γ.! - 0 έχει συντελεστή διεύθυνσης λ - δ-. ρα πρέπει 


6) (κο) ὁ -. -ἵ --- χι 5 --ἶ ο χι -- και το ζητούμενο σηµείο είναι 


(«σον ο) ) 

στ) Για να διέρχεται η εφαπτομένη απὀ την αρχή των αξόνων πρέπει οἱ συν- 
τεταγμένες του σηµείο (0,0) να επαληθεύουν την εξίσωση της εφαπτοµένης 
που είναι Υ- Ε(χο) Ξ- ΓΕ" (Χο)(κ-κο). 

"ρα έχουµε: 0-3κξ - 6χε(0-χο) --- 2χζ-θχξ -Ὁ--.--2χὸ «0--- Χο” 0 και 
το ζητούμενο σηµείο είναι το (Χο,{(κο)) - (0.0). 


ζ) Για να περνά η εφαπτομένη απὀ το σηµείο Μί(1,1) πρέπει οι συντεταγµέ- 
νες του Μ να επαληθεύουν την εξίσωση Υ-{(Χο) - Ε'(Χο)(κ-χκο). Δηλαδή: 


1-3χἑ «θχο(1-χο) --- ἠχὸ-θχον! «0 --- χο - 5, . 


ἡννδ κ 39 
πο ο 


Υπάρχουν επομένως δύο εφαπτοµένες στα σηµεία Αί 1}, 


δ «(ὃν ὅμη δἳο) 

η) Για να τέμνει η εφαπτομένη τον άξονα Υ΄Υ στο σηµείο Μι(0,-2) πρέπει 
οι συντεταγμένες του Μι να επαληθεύουν την εξίσωση 

Υ-Ε(Χχο) - Ε"(κο)(κ-κο). Δηλαδή: -2- Αχ - χο(0-χι] -- ὀχι-2- 0--- 


«-- χὺ .: -”- κ: 1. "Αρα υπάρχουν δύο κοινά σηµεία πάνω στο 
διάγραµµα της τα Α'(/Σ,ε(ΥΣ )), δ' (/-τ- ν-γἩ ο). 


χακεῖ, κ:50 
24, Δίνεται η συνάρτηση { µε {(Χ) - τω. χ»20 


Να εξετάσετε αν η { έχει εφαπτομένη στην θέση χι ” 0. 


Λύση: Αν υπάρχει εφαπτομένη στο σηµείο χο ” 0 θα έχει εξίσωση Υ-{(0) " 
- ΕΙ" (0)(1-0). 
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Είναι όµως: {’ (0) - Σα ἲ. πἶπι αία.) - -ἲ και 


..οἳ 
. ᾿ µ 
κ κ 
και επειδή ϱ' (0) ϱ’(0”) η {δεν έχει παράγωγο στη θέση χο - 0, εποµέ- 
νως δεν έχει εφαπτομένη στο σηµείο αυτό, 
Αλλά επειδή οι πλευρικές παράγωγοι στο σηµείο Χο - 0 είναι πεπερασμένες 
η { έχει στο σηµείο χο - Ὁ ημιεφαπτόμενες αριστερά και δεξιά και έχουν 
εξισώσεις αντίστοιχα: 
Υ-Τ -(κ-0) --γ-κ- 1 και Υ-ἵ - -(κ-θ) --- γεκ- { 


25. Δείξετε ότι η εξίσωση της εφαπτοµένης του διαγράµµατος της { µε 
{(κ) - συν; κ στο σηµείο χι - 0 είναι Χ4Υ - Ί. 

Λύση: Η εξίσωση της εφαπτοµένης στο σηµείο (Χο, {(κο)) του διαγράμματος 

της { είναι Υ-Ε(κο) - Ε) (κο) κ-χι) ἡ γ-ῖ - Ε)(0)(1-0). 

Άρκεί επομένως να υπολογίσουμε την παράγωγο ϱ’(0). 

Είναι ϱ’(0) - 1 0): 0) ον μπ να. 


. -Ἱτα η ο τ - -π νέα]. 


ρα η εξίσωση της εφαπτοµένης στο σηµείο Χῳ - 0 είναι 
Υ-Τ 5 -(χκ-θ)--- ΧΥγ - 1, 


χντ, κςῦὂ 
26. Δίνεται η συνάρτηση Γ µε Γκ) "(ορ κ.2 


Να προσδιοριστούν τα πραγματικά α και β έτσι ώστε η Ενα έχει παρά- 
γωγο στη θέση κι - 2, 
Λύση: Επειδή η { έχει παράγωγο στη θέση χο - 2 είναι συνεχής στο σηµείο 
αυτό. Επομένως είναι: Ἱ{πε(κ) - πα) - ε(2)--- ο, 
Ξ ἡ{π(χ΄ 1) - 2191 --- 2α.β- 5 (1], 
Επίσης επειδή η Ε είναι παραγωγίσιµη στο σηµείο κι - 2 ισχύει; 
Αλ Εμ.” 


- Ἱπ αρ αν: . η ἄ- 1.5. Τ{π ο -» 


ν0.” χα .... κχ- 


αμ. 
--]ὴ ο. 54 (2) 


.4 «ο Ἱήπαίκ-ξ 


εὐθ. 
Χ- εκ. χ” 


Μ (2) θα της (1) γίνεται: αὖ σοα δα ὃν 


152 
--α-άᾱ (1). 
Η (1) λόγω της (3) δίνει β - -ᾱ. ρα αν α - 4 και β - -ᾱ η Ε είναι πα- 
ραγωγίσιµη στη θέση κι - 2. 


κα ως χ;-κοδ, χς Ί 
7. Δίνεται η συνάρτηση { µε {(χ) - α-ολκο-) 


χα 
Να προσδιοριστεί ο λΕΕ έτσι ώστε να υπάρχει η παράγωγος της { στην 
θέση κ - ἹΊ. 
Λύση: θα πρέπει Ε"(1} - εἰ]. 
Αλλά ϱ"(13} - Ἡ ΤΟΤΕ). η ασ ἔ-ξ, τ]ακ «| 


1. 


ΙΧ» 1 





Χ μα, λ 
εκάλι ε(κ)-ε(1) ο. χ”ολκε1-λ-2κ-Σ 
και ερ στ πο μα σΠπκι 


2 
. Τ{π κ -ἲ]9λ χ-Ί -2 χ-Ί . Τ{πί αν ηαα- 2 ) - 


..1” Χ- Χν . 1 


Επομένως θα είναι ᾱ- 5 Ί9-λ - 2. Και τότε θα έχουµε Ε(1) - 1. 


28. Να βρεθούν οι παράγωγοι των συναρτήσεων 

Εκ) - δεκαχ” κ/κεθἍ-α" Τηχνημχεσυνχ»εφχ-σοφχ. 

2. Π(Χ) - ημχεχσυνχκε]ηχ. 

3. α(χ) - αβ"/α,β»0. 
Λύση: Ἱ. Ἡ Ε είναι άθροισμα παραγωγίσιµων συναρτήσεων. ᾿΄Αρα είναι;: 
Εκ) 5 (5)) (κ) (κ) κ) (6) (αλ) "εί Τηκ) "(ημκ); '(συνκ)'ν(εφχ)!'- 


-(σφχ)' 01 νκ”) οι γθ Ὅ-α. Τηαν -ἰ- «συνκ-ημαν οσον σα. 


2. ΄Όμοια η είναι άθροισμα συναρτήσεων που έχουν παραγώγους., Επομένως 


είναι: Ἠ. (κ) - (ημκ) "(καυνκ)'{1ηκ)' - συνκε(κσυνκ)!» τ., 


Ἡ συνάρτηση φίκ) - χσυνκ είναι γινόμενο επομένως είναι: 
φ' (κ) - (κ) "συνχεκ(συνκ)' - συ,κ-χημκ. 


Τελικά έχουµε: Ε(κ) - συνχεσυνκ-χηµκ. -Ἱ- Ξ- Ζσυνχ-χημχ» το 
3. Η Ὢ είναι γινόμενο συναρτήσεων, 

Οπότε: ο" (κ) - (αἲβ”)’ - (αἲ)'β"καλ(β”}" - αΊπα βλια"β"Ίηβ - 
- αἲβ"(Ἴπα- ηβ) - α.β"]παβ. 
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29. Να βρεθούν οι παράγωγοι των συναρτήσεων 
1. (κ) -ε Ἰηχ, 2. Νίκ) - χἹπ(συνχ), 3. οκ) - ημίσυνχ), 
4. φίχ) - χε. 


Λύση: Ί. Η ἔ έχει πεδίο ορισμού το Ἡ:Σ και επειδή είναι γινόμενο συναρτή- 
σεων έχουμε: 

εἰ (κ) (εκ)! - (ο) Τηχ.θ.(Τηχ)!' - 61 ]ηκνον ᾖ-- Ξ ϱ"(Ίηχε -Ἱ-), 

2. ΄0µοια είναι: Λ' (κ) -[κ]π(συνχ)]' - Ἰπ(συνχ) εκ[1π(συνκ)]" - 


- Ἱπ(συνχ)χ σόρᾳ (συνκ)!' . Ἱπ(συνκ)- ων Ἰη(συνχ]-χέφχ. 


3. Η είναι σύνθετη συνάρτηση ἀρα έχουµε: 
α' (κ) - [ημ(συνκ)]' «συν(συνκ)(συνχ)᾽ - συν(συνκ)(-ημκ) Ξ -ημασυν(συνχ) 


4. ΄Όμοια η φ είναι σύνθετη συνάρτηση ἁρα έχουµε: 
φ'(κ) -(ή/χή)! : Άτα»)! λε)" 9))) . 


Ί 
 2/κήὰ ση) 


30. Κα βρεθούν οι παράγωγοι των συναρτήσεων 
{, (κ) - ημ (συνκε". κ) 


το. 
ὃν οκ) " Τμν 
4. κ) - 3ημ'(2χι1)9συν Ἱχνεφί4χ.Τ) 
Λύση: Ί. Η { είναι σύνθετη συνάρτηση. ᾿Αρα: 
. (κ) - [ημ (συνχεε" κ /κ)]" - Δημ (συνχες"ς /χ)(ηµίσυνκεε"/κ))!' - 
- 4ημ) (συνχ»ς./χ]συν(συνχ.θ" /κ) (συνχεθ.ς /χ)' - 


. 4ημ)(συνχ.θ. /χ)συν(συνκ.θ"ς /χ}{-ημχεθἍ» συ) 


2. Η ᾳ είναι πηλίκο συναρτήσεων άρα: 


.. κ 1γη «χτρς σα νημκ)" 
α’ (κ) ουσ π------ 
τημχ 





. ας 
[ον ο” ὸν κ2ολ μη: (1 νημκ) κε" "1συνκ 
τημχ 


3υἡἱ 


: 1 
(2χο Α΄ 1κ2ρἉ”' 12 κ) (1 κημκ) -χζ63 ΄ἀσυνκ οἳ Σ[(2χκε2κὸ}(1νημκ) -χ2συνχ] 
τσ σοολἹ-" ο -- ρα 


3. ᾿Ἔχουμε: Α΄ (κ) - ([3ημ"(2χ.1)συν Σχνεφίἀκ.1)]' - 
- [3ημ"(2χ.1)}]" (συν ἐκ) Γεφ(δχε1)]' - 


5 3.4ημ) (κε 1) (ημ(2κ1)}' δουν "χίσυνκ) "» σονσίχκετγ (9κ.1)) - 


-. 1δημ) (2κε Ίσυν(2κ31)2-6συν'χημκν ουντ(έκ. 


31. Αν Ε(κ) -Ε(ημ2χ)ε{(συν” κ) -- Ε) (κ) - ημ2χί({'(ημ2χ)-Ε' (συν χ)) 


Λύση: Η Ε είναι άθροισμα σύνθετων συναρτήσεων και αν παραγωγίσουµε έχου- 
με: ΡΕ’ (κ)  [πημζκ)] "νε [Έίσυν"κ)]" - Ε) (μΧ) (ημ”κ) '«ῇ’ (συν κ) (συν«κ)!' » 
. ΓΡ" (ημ2κ)2ημχσυνκ»ῇ! (συν”χ)(-2συνχημκ) - ημδκίβ' (ημ2χ)-6' (συν 2κ)). 


32. Αν Ε(κ) - κο; -- κβὶ(κ) -(1-κτ)η(κ) 

Λύση: Είναι Ε"(χ) - (κ) ο ἳ ΣΤ : εΓεκε ο (- -ἕ--' - ο τ(1-κθ) 
1 

ρα κε" (κ) - καὶ (1-χ2], 


33. Αν Γκ) - σα. , δείξετε ότι {1 :)-35:( 313) -4. 


Λύση: 1 
εί α...-ς 
μα 





μα | 
: «Αρυνκημλί1τημ κ] ουν κξημκουνκ ,, -ημέκ(1 νημ΄χρσυν κ). . -Έημὲν 
ημχ γημ-κ -ημ΄κ - 


(1) --. 


ί π , Ἡ νι Ἐν, 
Αρα ει) -3Η (π) μα ... - 4. 


3. Αν {(κ) - Ίη τὸ  -- κ (κ)! - οἱ”, 
Λύση: Η παράγωγος συνάρτησης της { είναι: Ε" (κ) -(κ.1)ί τς '- 


. ασ. και η για απόδειξη γίνεται: 
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κί--ἷτ Ηστ » στ . ο”). Ἶπί ος) ο 


. Ἱπ τος) γιατί Ἰπε - 1. 


35. Δείξετε ότι: 
1) Αν ε(κ) -Ε(-κ) πε (κ) --ἳ(-κ) 
44) Αν (κ) --ἕ(-κ)ὶ -- (κ) - Εἳ(-κ) 
4414) Αν (κ) -Ε(κετ) --- Ε) (κ) -Ε) (χντ), τεξ-ίθ). 


Λύση: {. Παραγωγίζουµε και τα δύο µέλη, και επειδή το δεύτερο µέλος είναι 
σύνθετη συνάρτηση έχουμε; Ε" (κ) -ε)(-κ)(-κ)' πο (κ) --ἕ'(-κ) 


14, "Όμοια µε παραγώγιση των μελών έχουµε: 
(κ) ο (-(-κ))' (κ) (κ) κ (κ) - ο.(-χ). 


144, "Όμοια ἔχουμε αν παραγωγίσουµε τα µέλη: 
) (κ) [είχε] - εἰ (κ) - Ε)(κετ) (κε)! -- Ε) (κ) - Ε)(κοτ) 


36. Να βρεθεί η παράγωγος κάθε συνάρτησης 
1, (κ) -δημχΊηχεφχ-(χε!)) 
2, (κ) - ηµ(3χ»1)συνὸ (41) 
4. ο(κ) - ηµίσυν” κ)συν(ημ΄ κ) 
Μ. οκ) "στις 


Λόση: Ί. Είναι {"(Χ) -(δημχ]ηχεφχ)! -[(χ 11" - 5(ημκ) "Τηχεφχ 
«δημκί 1ηχ) "εφχδημχ]ηχ(εφχ) «(χο )Σ(κΤ)" --5συνχ]ηχεφχεδημχ ἆ- εφχ» 


4δημκ]ηχ σος -ᾱ(κ91)Η 


2. Α. (κ) - [ημ(3κε!)]'κ[συν) (4χ2)1 - συν(3χε1)(3κε1) «3συν" (4χ7) 
(συν(4χ1])' «συν(3χ.1)3.3συν1 (4χ2){(-ημ(4χ2))(4χ7)' - 
- Άσυν(3χ.1)-24χσυνΣ (4χ2 )ημ(4χ1]. 


4. Είναι α(χ) - [ημ(συν:κ)]'συν(ημ2χ)κημ(συν”χ] [συν(ημ/κ)]! - 

-. συν(συνΞ κ) (συν” κ) "συν (ημ7 χ)»ηµ(συν΄ κ) {-ημίημ”χ)) (ημ/ κ)! - 

- συν(συν” κ) (-2συνχημκ)συν (ημ7 χ)ημ(συν” κ) (-ημίημ7 χ)) (2ημχσυνκ) 
- -ὂημχουνχ(συν(συν΄χ)συν(ημ2κ᾽ -ημίσυν χ]ημί(ημ”κ)) - 

- -ημδχίσυν(συν7κχ-ημ2χ)) --ημὂχσυν(συν2κχ). 


4. "Έχουμε παράγωγο πηλίκου και είναι: 
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ο ιω (”” -τ)"(ε” "1-67" 1) (91 1)! 
φίΧ) 5 οτε (κ) - ν 2 . 


62 2χ]! 62” . ϱ2Χ..{ 62” 2χ]! 203 62.1 -θ2Χ1 462" 
ασ δς) (ο ο ες)” (ἐκ). ον π " τσνητ- 


37. Αν Ε(κ) --χὝΤηχ -- 2Ε(χ) κ -κεὶ(κ), 


Λύση: Βρίσκουμε την παράγωγο συνάρτηση της { και αντικαθιστούμε στην 
προς απόδειξη, έχουµε: 


ΕΤ (κ) - 2χΊηχεκ2 1. 5. 2ΧΊηΧΟΧ 


Και η για απόδειξη γίνεται: 
2Η(Χ) εκ” - κ(2χ]ηχεκ) «2χ2ΊηχοχκΣ, που είναι αληθινή, 


38. Να βρεθεί η παράγωγος κάθε µιας απὀ τις συναρτήσεις. 
{, ἔ(κ) -κἩ 2. (κ) -(ημκ) 
43. ο(κ) «(19 4. φίκ) -(χ” 1 


Λύση: Ίος τρόπος. Η { γράφεται Ε(κ) - ολπχ-» ϱ! (κ) « (6 πλ] « 

- ολ ν (χ]ηκ)" - ο"ἶν. (Τηκοκ -ἵ-) πα) 

2ος τρόπος. Επειδή πρέπει χ»0 αν λογαριθµίσουμε τα µέλη έχουμε: 

Ἰη{(κ)  χ]ηκ ο (Ἰπ(Χχ))!' -(χ1ηχ)! τω Ξ Ἰηχο! -- ΓΕ) (κ) -κλ(Ἰηκ.1) 


2. Είναι (κ) -ασνναἱπίημα) -- ΕΠ" (κ) « ο συν πίημκ) (συνκΊη(ημκ))! - 


- (ημκ)σν". (-ημκ] π(ημκ) νσυνκ-τῖς. συνχ). 


2ος τρόπος. Είναι ημχ»0 οπότε µε λογαρίθμιση των µελών έχουμε. 
Ἰη(Λ(κ)) - συνχ]π(ημκ) --- [Ίπ((κ))]" « [συνχ]1π(ημκ)]!-» 

Αμ) (κ) 
μ.χ] 


-- - -ημκ]η(ημκ)συνκ αλ. συνχ-- 


ημχ 
2 
-- Ἡ (κ) - (ημχ) (-ημκ]π(ημκ) ες . 


3. Η 9 γράφεται: ο(κ) «ο η α'(χ) - Αα (κ Τη 1 κ])' « 


Ξ (αν) ί τς πε ) ενα κ -(1 0!) Ξ 


απο 
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κ η κ τον) 


4, Η φ γράφεται: φίχ) -56ο - φ' (κ) - ο κ (κ 1η(κ111))" - 


(κάν) (ήχηπχὰ!) εκ σερ (κ111)1) « 


. Εν 


39. Αν είναι γνωστό ότι Τνχεχζν,. οκ” - τι χς 1 (1). 
Τότε να υπολογιστούν τα αθροίσµατα: 


5ι . 1 2χ«θκζε, . ανκ ο) 


5, « 12921χ11χὲη,, εν κ} 


Λύση: Η (1) αληθεύει Υ χεΒ-ί1}) και αν παραγωγίσουµε τα µέλη της βρίσκου- 


ν ωὲ 211 ναι κι 11 , 
µε: κ’ ν(κζ)ν...(κ")’ - (ση) - 


νέα, . γα, 
6, «Ίη2χελχὲς...νχ” ὸ- (νε κα η σίκ  τἩ (2) 


Πολλαπλασιάζουµε τα μέλη της (2) επί κ και παραγωγίζουµε οπότε έχουµε 


γ.λ͵ ν.1 
χοζχ2νἍχ ο... ον” ν στ ᾶ- 


ς, «{92λκιάλκλε,, ον Ίχὶ τς Ἱμα-(ν1) κο (ονν ἐν η )κ'' Ὕαἲ.. 
ασ. -κ 


40, "Έστω Τ,ρι,θε,....Όν-ι οἱ ρίζες της εξίσωσης χ’-Τ -0 
Δείξετε ότι: (Τ-ρι)(1-ρ1)...(1-θν-ι) -ν 


Λύση: Γνωρίζουμε ότι αν µια εξίσωση έχει ρίζες τις Ίμρχν...Όν-ι τότε ᾱ- 
ναλύεται σε γινόμενο χ.-ἵ -(κ-Τ)(κ-ρι)(κ-ρ2)...(Χ-ρνι) (1) 

Αν παραγωγίσουµε τα µέλη της (1) έχουμε: 

νκ" Σ (χ-ρι)(χ-ρι)...(Χ-θν-ι)1(χ-Τ)(κ-ρε)... Χ-ρν-ι)(κ-Τ)(χ-ρι)... 
(κχ-θν. 1) (κ-1)(χ-ρι)...(Χ-ρν-2) (2) 

Η (2) για κ - Τ δίνει: ν - (Τ-ρι)(1-ρε)... (Τον). 


41. Δίνεται το πολυώνυµο Είκ) - αχ βχ;αγχεδ, α.β.,Υ,δΕΒ. 
Να βρεθούν τα α.β.Υ,δ αν {(0) -0, εἰ (1) -ᾱ, ε (2) «2.1 "(3) -3 


Λύση: Είναι {(0) -δ -0, Ε" (κ) -Δαχκζε2βκεγ (1), 
ΕΙ (κ) - δαχ.2β (2), ΕΙ (κ) - 6α (3). 
Οι (1). (2), (3) µε βάση τις δοσµένες σχέσεις δίνουν το σύστημα: 
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Ί 
δα - 3 α” 2 
12ᾳ4:2β - 2 --- β- -2 
4α12β9γ «1 ν« : 


και το ζητούμενο πολυώνυµο είναι: {(κ) .ᾖ- κ) -δχλ ζκ. 


42. Αν η Τ είναι ορισμένη και παραγωγίσιµη ν χεΒ: ισχύει δε {(κ1} «κ) 
δείξετε ότι Ε).(4) - 112, 


Λύση: Παραγωγίζουµε και τα δύο µέλη της {(κ2) «κ; και επειδή το πρώτο 
μέλος είναι σύνθετη συνάρτηση έχουµε: 

Ε)(κ1) κ)" - 7χδ ο Ε) (κ1)2χ - 7χδ ο 281 (χ1}) «7 (1) 

Αν στην (1) θέσουμε κ -2 παίρνουμε 251(4) -7.2:-. 

--Η’(4) - 7.2" - 112, 


43. Δείξετε ότι αν η πραγματική ρίζα ρ του πολυωνύµου {(Χ) είναι πολλαπ- 
λότητας κΕΥΝ τότε η ρ είναι ρίζα της παραγώγου µε πολλαπλότητα κ-!. 
Με βάση το παραπάνω δείξετε ότι το πολυώνυµο {(Χ) «να (νε 1) κ”! 
ΝΕΝ διαιρείται ακριβώς µε το (κ-1}2, 


Λύση: Γνωρίζουμε ότι αν ο αριθµός χ -ρ είναι ρίζα ενός πολυωνύμου µε 
πολλαπλότητα κ τότε το (Χ-ρ)” διαιρεί το πολυώνυµο. 

Αρα Τ(κ) - (Χ-ρ)" Π(Χ}, (ΠΧ) το πηλίκο που είναι ακέραιο πολυώνυµο του 
κ). ᾿ 

Αν παραγωγίσουµε τα µέλη έχουµε: 

Ελ)  κίκ-ρ) ἍΠ(κ)(κ-ρ)  Π'(κ) - (ακ-ρ) πὸ [κπ(κ)»(κ-ρ)Π' (κ)] - 

5. (κ-ρϱ) "1Πι(κ) όπου Πι(κ) - κΠ(κ)»(κ-ρ)Πι(κ). 

Δηλαδή είναι Ε’ (κ) -(χ-ρ)Ἅ"1Πι(κ) που σηµαίνει ότι το πολυώνυµο {' (κ) 
έχει τον αριθµό ρ ρίζα µε πολλαπλότητα κ-!. 

Είναι δε Πι(ϱ) α 0 γιατί αν ήταν Πι(ϱ) -0---κῃίϱ) - 0 -- ο ρ ρίζα του 
Π(κ) οπότε Π(κ) - (κ-ρ)Λίκ) και τότε το {(κ) -(κ-ρ)”.1Α(κ) δηλαδή ο ϱ 
θα ήταν ρίζα του Εκ) µε πολλαπλότητα κ. που είναι άτοπο, 

Για να δείξουμε ότι το πολυώνυµο Εκ) - νχ"ὸ- (νε 1)χ”1 διαιρείται µε το 
(κ-1)Ζ αρκεί να δείξουμε ότι το Ί είναι ρίζα του {{κ) και το Ί είναι ρί- 
ζα του ΓΕ) (κ). 

Δηλαδή: ϱ(1) -0--- ν-ν- 19 «0 και ΓΕ) (Χ) - ν(νε 1 κ. -νένετλκχ λ-- 


΄ 


359 
--ϱ’(1) «ὐ--- ν(νε1)-ν(ν.1) -0. "Αρα το (κ-1)” διαιρεί το ΓίΧ). 


µ.. Δίνεται το πολυώνυµο {(κ) -κ΄ναχ74βΧ2Υ µε διπλή ρίζα τον αριθµό ο. 
Δείξετε ότι: αρ᾽2βρ.3Υγ «0 


Λύση: Επειδή ο ρ είναι διπλή ρίζα ισχύει {(ϱ) -0 και {'(ϱ) -0. 

Αλλά {{ϱ) «ϱ) αρ” 9βΡ2Υ 0 (1) και Γ)(κ) » ἀχ292αχ.β”-- 

- 6) -3ρ392αρβ - 0 (2). 

Από τις (1) και (2) απαλοίφουµε το ρ). Πολλαπλασιάζουµε την (1) µε -ᾱ, 
την (2) µε ϱ και τις προσθέτουμε οπότε έχουµε: 

-3ρ)-3αρ7-3βρ-3γ 0 Λλ 3ρ”.2αρ”.βρ » 0 ---αρῖ-2βρ-3γ - 0-- αρ” «2βρ:3γ » 0 


ἐς. "Εστω οι συναρτήσεις { και 4. Αν {(Χ) ” α(ε”") και η 8 έχει παράγω- 
γο δεύτερης τάξης να βρείτε την δεύτερη παράγωγο της Π. 


Λύση: Είναι; {" (κ) (ο) )(ε”λ)' - 46” .ᾳ’ (6) και αν παραγωγίσουµε ἆλ- 
λη µια φορά έχουµε; 

Ε)1 (κ) 4”. (4 κ) φ' (ε”Ἅ) 48” φ' (εἍ)(ε”3)" » 

ο ΤΟ ΜΟΝ. 


46. Αν η { είναι παραγωγίσιµη στο ΞΕΒ τότε δείξετε ότι: 


ΗΕ)  ῄὲ)-εε'(). 
Λόση: Είναι 11! ο ο 
«μα ώρὺ μη κορ) «πωκ. 


{7. Αν ϱι,01,0: ρίζες διαφορετικές της τριτοβάθμιας εξίσωσης {(κ) -0 


τικ 1 Τ 1 
δείξετε ότι 8) 'Τᾖχ) "πορς " χ-ος "χο 


η) γή «πρ τρ" 0 


Λύση: Γνωρίζουμε ότι το {(Χ) γράφεται: 

(κ) « αίκ-ρι)(χ-ρε)(χ-ρ) (1) πο)» αίκ-ρε)(κ-ρ2)1 
γσα(κ-ρι){χ-ρ.)”α(χ-ρι) (κ-ρ2) {2). 

Αν διαιρέσουµε κατά µελη τις (1) και (2) έχουμε: 

(κ Ί 


5 ------ 


4 -- 
χ χ-οι κι οσνρι 
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Ἡ. Ἡ (2) µεκ - ϱι,ρ10. δίνει; 
Γ)(ρι) - αίρι-ρε)(ρι-ρ.), Ε (ρε) -«αίρε-ρι)(ρᾳ-ρι), 
ΓΕ) (ρ.) - αίρι-ρι)έρι-ρε) και το πρώτο µέλος γίνεται: 


ι τν ο ᾱ 1 
Ε(ρι] ϱ) τρ] α ἔτι κ. : ρ.-ρι)(ρ1-ρ: 
, οι )--.6ς« 0 

{ρι-ρι Γζρι-ρο] ο. 7 


48. Αν για µια συνάρτηση Ε ισχύει Υ ΧΙΥΕΕΝ [{(κ)-ε(γ) {5 ἱκ-γ! 
Δείξετε ότι η { είναι σταθερή. 


Λύση: Άρκεί να δείξουμε ότι υπάρχει η παράγωγος της { και είναι μηδέν 
Υ κεΕ, 

Η δοσµένη σχέση γράφεται: 0 5 ΗΕ 5 [κ] (κ γ) 

οπότε αν πάρουµε όρια όταν Χ-»Υ--κ-γ-0 και επομένως είναι και 

11 σα) - -νι λα Γ.(9) - 0 Υ ΥΕἩ που σηµαίνει ότι η { είναι σταθερή συ- 


... 


49. ᾿΄Εστω οι συναρτήσεις Ε και 4 µε παράγωγο στο ρ ΕΞ 35) Ωω 39) και 
αρ) 0, α'(ϱ) 0. 


Αν Εκ) - ολ και Ε'(ϱ) - 0 δείξετε ότι Ε(ϱ) 9) 


Λύση: Παραγωγίζουµε τη σχέση Ε(Χχ) - ο) -- ΕΙ (κ) - ο... 


και µε κ - ρ παίρνουμε: Ε'(ϱ) - π πιο .«ϱ- 


--{'(ο)ᾳίϱ) - ϱ(ρ)ᾳ'(ϱ) -- το” (9) ς 


Η δοσµένη σχέση µε κ - ρ δίνει Ε(ϱ) - ΣΥ (2) 


Από τις (1) και (2) έχουµε: Ε(ρϱ) ορ 


ΑΛΥΤΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ 


κο ----- 
αρα» ῇ--- πσ--- 


1. Με τον μή να βρεθούν οι παράγωγοι των συναρτήσεων 
Τ. Ε µε Ε(κ) -κΣ-χ-ὰ στο σηµείο κ - -ἶ 


7. 
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2. 6 µε ο(κχ) τρ στο σηµείο κ- 2 


3. Ἡ µε Πχ) - χ᾿-3χεδ στο σηµείο κ - -] 


2 
4. ϕ µε φίχ) - εδ στο σηµείο χο 0 


΄0µοια των συναρτήσεων: 
κ, χ»0 


Ὦν ἳ µε (κ) " κ. χςθ 


σοκ-ο 


ἀχ291, κς! 
2. 94 µε (κ) - χΙ6, χ»Ί Ἅ«Ότοσημίοκ - ! 


Δένονται οι συναρτήσεις 


Ί 
1. ἕ µε Ε(κ) - τν. κ0 
οκ «0 


ια 
2. 9 µε ο(χ) - ' ντ.χῦ 
ο, κ-ὐ0 

ημ πχ] 
3. Ἡ µε Β(χ) « ἵ π Χου 
ο κ«0 
-κημ--, Σο 

4. φ µε φ(κ) - 

ο, κ -0 


Να εξετάσετε αν έχουν παράγωγο στη θέση κ - 0, 
Να βρεθεί η παράγωγος της { µε Εκ) - κ1-κ-ο1, 


Ὅμοια να βρεθεί η παράγωγος της { µε Εκ) - Ιχ-τ[(κ2 κε) 


χ΄-καδ, χ-:0 
Δίνεται η συνάρτηση ἔ µε {(κ) - κ7οχεδ. χ« 
Να εξετάσετε αν υπάρχει εφαπτομένη στο σηµείο κ - ϐ της γραφικής πα- 
ράστασής της, 
κὶ, χε [ο,1] 


θεωρούμε την συνάρτηση {µε Ε(κ) - [η κι (1,9) 
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Να βρεθεί η συνάρτηση πρώτης παραγώγου και η συνάρτηση δεύτερης παρα- 
γώγου. 


Β. Δίνεται η συνάρτηση { µε Ε(χ) «κ. "Εχει η { παράγωγο στη θέση χ" 
- 0, είναι συνεχής η ἔ στη θέση κ -0; 


9, θεωρούµε τη συνάρτηση { µε {{χΥ) -Ε(κ)Τ(Υ) κ, ΥΕΕ. 
Αν υπάρχει η παράγωγος στη θέση χ - 0 και ισχύει (0) - Ἱ. 
Δείξετε ότι Ε"(κ) - (κ) (0) Υ κελΕ. 


10. Να βρεθεί η παράγωγος της συνάρτησης { µε {(κ) - σχε/-χ7νθχ-20 
στη θέση κ - 4 και κ- 5.᾽ 


11. Να βρεθεί αν υπάρχει η παράγωγος της { µε {(κ) " 61. 
στο σηµείο κ -0. 


12. Δίνεται η συνάρτηση { µε Εκ) -κἰχὶ, Εχει πρώτη και δεύτερη παρά- 
γωγο στις θέσεις χ- 0και κ - Τ; 


13. Να βρεθούν οι εξιαύσεις των εφαπτοµένων στα διαγράµµατα των συναρτή- 
σεων: 
1. Ε{κ) - κ στο σηµείο κ .-- 
2. Ν(χ) -«Τκ] στο σηµείο κ” 0 
3. α(χ) --ήχεᾶ στο σηµείο κ» -ᾱ 
4, φίκ) - ὕχξ στο σηµείοκ - 0 


14. Δίνεται η συνάρτηση { µε {(κ) -κ2-δχ-.ᾖ. Να βρεθεί η εξίσωση της ε- 
φαπτοµένης και της κάθετης στο σηµείο κ - 2 του διαγράμµατός της. 


15. Δίνεται η συνάρτηση { µε {(χ) -αἲ. Να προσδιοριστεί ο αΕΒ” ώστε η 
εφαπτομένη στο διάγραµµα της Ε να είναι η ευθείά Υ - κ. 


16. Να προσδιοριστεί ο λΕΕ ώστε το διάγραµµα της { µε {Είχ) - λχ)»2 να 
τέμνει τον άξονα κ΄κ υπό γωνία φ - π/4. 


17. Δίνεται η συνάρτηση { µε Εκ) -κΖαλκὴμ, λιμεξ. Να προσδιοριστούν 
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τα κ,λ ώστε η ευθεία γ - ὂχ να εφάπτεται του διαγράµµατος της { στο 
σηµείοκ -Ί. 


Δείξετε ότι το εμβαδό του τριγώνου που σχηματίζεται απὀ την εφαπτο- 
µένη του διαγράµµατος της { µε Ε(κ) .-- χ 0 στο σηµείο 


(χο, {(Χο)) και τους άξονες είναι σταθερό, 


Να βρεθούν τα α,β ὡστε η ευθεία Υ - ὄχεῖ να εφάπτεται του διαγράµµα- 
τος της { µε {(κ) -κΖαζαχ«3β στο σηµείο (1,5). 


Να γῤάψετε τις εξισώσεις των εφαπτοµένων της καμπύλης ν΄ - Εκ που 
διέρχονται από το σηµείο (0,-2]. 


Να βρείτε ένα σηµείο πάνω στην καμπύλη Εκ) -χ2-2χδ στο οποίοητε- 
ταγµένη να αυξάνει εξ φορές γρηγορότερα απὀ την τετµηµένη. 


Να βρεθούν οι παράγωγοι των συναρτήσεων 

1. ἐκ) -ὄκτ-ὃχ-6 4, Εν (κ) - /χεήκ 

2. (κ) « /χεκ 5. Ἠι(χ) - Ιαν 

3. ο(κ) » πι 6. Γκ7- Γχεήχ 

Να βρεθούν οι παράγωγοι των συναρτήσεων 

1. Εκ) -ημ (4 χο 1) 5, Έι(χ) - χσυνχνημ2(κὸ) 

2. Ἠ(κ) - 2συνχκ-χημχ 6. Πι(κ) - χ]π(συνκ) 

3. οκ) - ημ(ουνχ) 7. φι(κ) -οεἶ "(ημκ-συνκ) 

4. φίκ) - ηµ(νχ)συν”κ 8. φι(κ) -κ᾿Τπ(κ) 

"Όμοια να βρεθούν οι παράγωγοι των συναρτήσεων 

{. Εκ) (κο ήΤοκ2) (χ- Τε) 4. Ει(κ) - ή νημ” (2κ)/Τ-ημ” (2χ) 

2. ο(κ) .μ σσυνα 5. αι(χ) - Ἱπί ὃν  )κεφίο -") 
μμ” Σ 


6. φι(Χ) - Ἱπ[Ππ(ημκερ”Ἡ)] 





2 
3. φίκχ) αι - 
/19συνᾖ δ- 
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25. Να βρεθεί η παράγωγος των συναρτήσεων 


1. (κ) - (εκ) 5, Ει(κ) -(Ἰηκ)" 

δ. Ν(κ) «ο... «Ἰπ(ημκ) 6. Νι(κ) -(χ2νκ1) 
3. (κ) - Τη{ημκ) «θηλ. συνα 7. Λι(κ) - (ημκ)”" 

4 φ(κ) «κ. 8. φι(χ) - (συνκ) 
Να βρεθεί η παράγωγος των συναρτήσεων 

{ν (κ) κ (Ἰπκγη" ᾱ. Ει(κ) «(1 κκ) 
ὃ. Νκ) «(41 δκ) ν Ἱπ(ο 1" 6, Μία) « (σα) 
3. ο(κ) «καπ ος 6. σι(κ) - (συνκ)""" 
Να βρεθεί η παράγωγος των συναρτήσεων 

1. (κ) - Ἰη(θχν ή νο7τ] 5, Ει(κ) - α””ρ" 

2. (κ) - συν (ήνθἝἳ } 6. Πι(κ) -(αχ2βχεγ)” 8" 
4. φ(χ) - ημ’(αχ]συν" (βχ) 7. φι(κ) - κι ον. 
4. οίκ) - ημ(ημκὴ) 8. Φι(κ) 4 πρ) - 
Αν {(κ) - Τη τὲς δείξετε ότι χε" (χ)9! -οἵ κ) 

Αν {(κ) «(1π) , τότε {'(8) -ο”-ἳ 

Αν Είκ) - χ΄]ηκ, τότε 24(χ) κκ” - χῇ' (κ) 

Αν Εκ) - κ εκ”, τότε 4 (1 κ 2)81 (κ) Εκ) -δχε' (κ) 
Αν {(κ) - αε”'«βχο7'.ε”, τότε ϱ” «ΕΙ (χ)-4β' (χ]41( κ) 
Αν Ε(κ) - ο και οί κ) ο τότε Ε) (κ) - (κ) και 


α)(κ) - εκ). 


Αν 


Αν 


ε(κὃ} - κὸ, τότε {'(8) - 16, 


{(κ) -χζκκ(1-]ηχ), τότε κ21Ι(Χ) - 1 


17. 


4] 


45 
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Αν εκ) - ταα » Τότε ον (κ) - (-1)” αντ (Τηκ- (1-2 δεωωλσνς )) 


Να βρεθούν οι παράγωγοι 3ης τάξεως των συναρτήσεων 


{. Ε(κ) - οχ]ηχ 4, Ει(κ) - χκζημ2χ 
2. Π(χ) «χο 5. Ἀι(κ) - Ἰπ(χ2] 
3. ο(χ) - ϱ"ημκ 6. αι(κ) - χ]ηχ 


Δείξετε ότι η παράγωγος ν-οστής τάξεως της {(χ) - συνκ είναι 


Επ (κ) « συνίκ» 3) 


Ὅμοια δείξετε ότι η ν-οστή παράγωγος της Ε(κ) - λε"", λεΚ-(0) εἰ- 
ναι { Ὁ (κ) - κ 1ρλε 


Αν Εκ) - ενας, τότε 4ΧΕ’Ι (χ) «281 (κ) - (κ) 


' ε. (ν 
Αν {(κ) «κ’/νΕΝ, τότε {(1)« . κο) ον αυ. . 2" 


Δίνεται η πολυωνυµική συνάρτηση { µε Εκ) - χ'-4(α-β]χ(2α-Ίβ)χ1ν 
φ4ᾳκ-5β.8. Να προσδιοριστούν τα α,βΕΕ ώστε το πολυώνυµο να έχει τον 
αριθµός κ - Ί διπλή ρίζα. 


Να προσδιορίσετε όλα τα ακέραια πολυώνυµα για τα οποία είναι 
[η (κ)11 (κ) ν κεΒ. 


Αν το πολυώνυμο {(ὰ) -χ᾿»αχ74βχΦΥ µε γ 0 έχει διπλή ρίζα τον αριθ- 
μό ρΕἩΏ δείξετε ότι αρ2.2βρ.Άγ - 0, 


Αν Α,Β,Γ,α,β,ΥΕΧἩ, α 6 β 6 γ κα τότε να βρεθούν οι αναγκαίες και ι- 
κανές συνθήκες, ώστε η συνάρτηση { µε {(κ) «Αθ'Ξ«ΒεΡ3ΑΓαἵ" να είναι 
μηδέν Υ χκεΒ. 

χ"συν -- Χο 
Δίνεται η συνάρτηση { µε (κ) - ἕως 


Υπάρχει η δεύτερη παράγωγος στη θέση κ -ϐ. 
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47. Δίνονται οι συναρτήσεις 
{, Εκ) -κ)-2χ291 2, (κ) -χ-ημὂκ 


3. (κ) :-ἕ- ημ΄κ- -Ἱ- ηᾗ κ, χε[ο, σ] 


4. φίκ) μον τν κε[ο, -σ] 


Να βρείτε την πρώτη παράγωγο τους και σε συνέχεια να λύσετε τις εξι- 
σώσεις {’'/χ) - 0, (κ) -0, (κ) - 0, φ'(κ) - 0. 


λ6"Χ αν χ50 
48. Δίνεται η συνάρτηση { µε Εκ) ” νῤθιμιώνα ον κ»0 
«Να βρεθούν τα λ,μµΕεΒ ώστε να υπάρχει η {’.(0). 


49, Αν { και 9 συναρτήσεις ορισμένες και παραγωγίσιµες στο διάστηµα 
[0,2] και 21(κ)-ᾳ)(κ)99 0 κε[ο,2]. 
Να βρεθούν τα ο(1),α (1) αν Ε(1) -3 και Ε)(1) - -ἶΙ. 


50. Να βρεθούν οι εξισώσεις των εφαπτοµένω στο σηµείο (χο, }) του διαγ- 
ράμματος της εξίσωσης του κύκλου χ2νγ; - Εξ της έλλειψης 


αν ἅτ . Τ, της υπερβολής ἂς «ντ - ! και της παραβολής Υ " 2Ρχ 


5Ί. Δίνεται η συνάρτηση { µε Εκ) - παχίσυνχ,συν χ) 
Να εξετάσετε αν παραγωγίζεται στο διάστηµα [0,π]. 


52. Αν Υ - ασυν(]ηκ)«βημί ]ηχ), τότε χ2γ’" "ΧΥΥ 0 


53. Αν Υ -χ"Ίπχ, τότε Υ"  - ο. .ΝΕΝ". 
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Εφαρμογές των παραγώγων. 


Ορισµός. θα λέμε ὅτι η συνάρτηση { µε πεδίο ορισμού το ἃ παρουσιάζει ἡ 
έχει τοπικό μέγιστο αντίστοιχα τοπικό ελάχιστο στο σηµείο χφε Δ τότε και 
µόνο. τότε όταν υπάρχει ὅ »0 έτσι ὡστε 

Ν χεΔ µε χι-δ«χςκοδ ισχύει Εκ) 5 Είχε) αντίστοιχα Είκ) 5 Είκο). 


Πρόταση. Αν η συνάρτηση { είναι ορισμένη στο ανοιχτό διάστηµα (α,β). 
Είναι παραγωγίσιµη στο χοΕ(α,β) και παρουσιάζει ακρότατο στο κεεί(α,β) 
τότε ισχύει Ε" (χο) - 0. 


Παρατηρήσεις: Ί. 0 πραγματικός αριθµός Ε(χο) λέγεται τοπικό μέγιστο αν- 
τίστοιχα τοπικό ελάχιστο. 
2. Ἕνα ολικό μέγιστο αντίστοιχα ελάχιστο είναι και τοπικό µέγιστο αντίσ- 
τοιχα ελάχιστο όχι το αντίστροφο. 
3. Το σηµείο Χο πρέπει να είναι εσωτερικό σηµείο του (α,β) και όχι κά- 
ποιο απὀ τα άκρα του (α,β) γιατί µπορεί η Ενα έχει ακρότατα σ᾿᾽αυτό και 
η παράγωγος της Ε να µην είναι μηδέν. 
4. Ο µηδενικός της παραγώγου στο χο Ε(α,β) δεν σηµαίνει αναγκαστικά ότι 
το Χς είναι θέση ακροτάτου. 
5. Μια συνάρτηση µπορεί να έχει ακρότατο στο χοξ 3{6) και να µην υπάρχει 
ῃ παράγωγος σ᾿ αυτό. 
6. Τα ακρότατα µιας συνάρτησης θα τα αναζητάµε: 

1) Στα σηµεία που γίνεται μηδέν η πρώτη παράγωγος της Ε (δηλ. στις οί- 
ζες της {) (κ) - 0). 

11) Στα σηµεία που δεν υπάρχει η πρώτη παράγωγος της Ε, 


θεώρηµα Άο]]ᾳ. Αν η συνάρτηση { είναι 
{) Συνεχής στο κλειστό διάστηµα [α,β] 
11) Παραγωγίσιµη στο ανοιχτό διάστηµα (α,β) 
11) ία) - Τ(β) 
Τότε υπάρχει ένα τουλάχιστο σηµείο ξε(α,β) τέτοιο ὡστε Ε'(Ε) -ϱ 


Παρατηρήσεις: Ί. Καμμιά απὀ τις συνθήκες δεν µπορεί να παραληφθεί γιατί 
οδηγούµεθα σε λαθεµένα συμπεράσματα. 
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2. Οι υποθέσεις: 

1) Η { συνεχής στο [α,β]. 

11) Η { παραγωγίσιµος στο (α,β) 
11) {(α) - {(β) 
ονομάζονται συνθήκες του βο]16. 


θεώρημα µέσης τιµής (8.Μ.Τ.). Αν µια συνάρτηση { είναι 
1) συνεχής στο κλειστό διάστηµα [α,β]. 
11) Παραγωγίσιµη στο ανοιχτό διάστηµα (α,β) 


Τότε υπάρχει ΕΞ (α,β), τέτοιο ώστε; {'(5) »8):ζία) (1) 


Παρατήρηση: Αν β -ανε, ε»θ-.β-α - ετότεανα«ξκανε-» 
--0«ξ-α«ε-λθ «ἆ-ἃ «1 -0«θ«1 µε ϐ - 5-8 θα έχουµε ξ « ανθε και 


η σχέση (1) γίνεται: Γ’(ανθε) «ανε]-έ[α) -- {(ανε)-έ(α) - 
.εΓ’(α.θε) µεθκςθς1. 


θεώρημα. Αν η συνάρτηση { είναι παραγωγίσιµη στο διάστηµα Δ και για κά- 
θε χεΔ είναι ΓΕ (χ) -0--- Ε(κ) -ς, 


θεώρημα. Αν οι συναρτήσεις { και 9 είναι παραγωγίσιµες στο Δ και Υ χε.» 
Γ.(κ) - ᾳ'(Χχ) τότε {(χ)-ο(κ) -ς, 


Ορισµός. Όνομάζουμε παράγουσα (ἡ αρχική) συνάρτηση της { κάθε συνάρτηση 
Ε ορισμένη και παραγωγίσιµη στο ἃ τέτοια ώστε 
Ε. (κ) - {(κ) 


θεώρημα: Αν Ε µια παράγουσα της { τότε οι συναρτήσεις Εες είναι το σύνο- 
λο όλων των παραγουσών της {. Γιατί: (Ες)! -«Ε!' «4, 


5-3. Μονοτονία συνάρτησης µε παραγώγους. 
θεώρημα. 

α) Αν ΓΙ (κ) ε0ΥκεΔ--- 6Η στο ἃ 

β) Αν Γ (κ) 50ΟΥ χκΕΔ--- {ι στο ἃ 

Υγ) Αν ΓΕ (κ) »0Υ χεΔ--- {; στο Δ 
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6) Αν ΓΕ (κ) «0 ν κεΔ -- Εἶ στο Δ 
ε) Αν ΓΙ (κ) -0Υκεδ--- { - σταθερή στο Δ. 


5.10. Ακρότατα µε παραγώγους. 

θεώρημα. Αν η Γ παραγωγίζεται στο ανοιχτό διάστηµα (α,β) και ΕΕ (α,β) 
µε Γ'(ξ) - 0 τότε: 

1) Αν ν χεία,ξ) είναι ΓΡ’ (κ) Σ0 και Υχείξ,β) είναι {'(χ) Ξ0 η { παρου- 
σιάζει τοπικό μέγιστο και είναι πιαχί - {ΕίΕ), 

11) Αν Υ χεία,ξ] είναι Ε'(κ) «0 και Υ χε (ξ,β) είναι Ε' (κ) 20 η Ε πα- 
ρουσιάζει τοπικό ελάχιστο και είναι πίπέ - ΕίΕ). 


θεώρημα. Αν η Γ είναι παραγωγίσιµη δύο φορές στο ανοιχτό διάστηµα Δ και 
ξΕΔ µε Γ’(Ε) - 0 και ΓΕ’ (Ε) 0 τότε: 

1) Αν ΓΙ (Εξ) 50 η Ε έχει τοπικό ελάχιστο και είναι το {(Ε), 

11) Αν Γ'(ξ) «0 η Ε έχει τοπικό μέγιστο και είναι το ΕΕ). 


Σηµείωση: Αν η 5" (ξ) - 0 και πρώτη µη μηδενιζόµενη παράγωγος εἶναι 

9 (Ε) α 0 τότε αν ν - 2κεῖ, κΕΝ η { δεν έχει ακρότατο στη θέση κ - 
ενώ αν ν - 2κ/κΕΝ τότε η Τ έχει ακρότατο στη θέση κ - ἕ και αν 

Ε (Εξ) 20 είναι ΜίπΕ - Ε(ξ) και αν {)") (Εξ) «0 είναι Μαχέ -«Ε(Ε). 


3.11. Κοίλα και κυρτά συνάρτησης. 


Ὀρισμός. Μια συνάρτηση { λέγεται κοίλη στο διάστηµα Δ τότε και µόνο τό- 
τε όταν η εφαπτομένη του διαγράµµατος της { στο σηµείο (Χο,γο) µε 
χος ἂ βρίσκεται πάνω απὀ αυτό. 


Ορισµός. Μια συνάρτηση Ε λέγεται κυρτή στο διάστηµα Δ τότε και µόνο τό- 
τε όταν η εφαπτομένη του διαγράµµατος της Ε{ στο σηµείο (χο ,γο) µε 
χΧοξ ἃ βρίσκεται κάτω από αυτό, 


Σηµείωση: Αν (ξ,Ε(ξ)) τυχαίο σηµείο του διαγράµµατος της {6 και γ-ε(Ε) - 
ΓΕ) (ξ)(κ-ξ) η εξίσωση της εφαπτοµένης σ᾿᾽ αυτό τότε αν η { είναι κοίλη ισ- 
χύει Ε(κ) «Ε(ξ)«Ε’(Ε)(κ-ξ)και αν η { εἶναι κυρτή ισχύει; 

εκ) Εξ) «ΓΕ (ΕΣ) (κ-ξ) Υ κςΔ-ίξΙ]. 


θεώρημα. Αν υπάρχει η δεύτερη παράγωγος της { τότε: 
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{) Εάν ΕΙ (κ) 0 Υ κε -- Γ κυρτή στο ἃ 
11) Εάν ΕΙ (κ) «0 Υ κεδ -- Γ κοίλη στο ἃ 


Σηµείωση: Εάν η Ε''" της { είναι θετική τότε η { είναι κυρτή στο διάστη- 
μα αυτό και αν η {'' είναι αρνητική τότε η { είναι κοίλη στο διάστηµα 
αυτό. 


5.12. Σηµεία καμπής της 6. 


Ορισµός. Μια συνάρτηση { ορισμένη στο διάστηµα (α,β) θα λέμε ότι έχει 
σηµείο καμπής το σηµείο (ξ,{(ξ)) µε ξεία,β) του διαγράµµατος της όταν 
και µόνο όταν είναι κοίλη, αντίστοιχα κυρτή στο {ία,ξ) και κυρτή αντίσ- 
τοιχα κοίλη στο διάστηµα (Σ,β). 


Σηµείωση: Ί. Αν η { παραγωγίζεται δύο φορές στο διάστηµα (α,β) και 
ξε(α,β) µε {''(ξ) - 0 τότε αν η Ε'' αλλάζει σηµείο εκατέρωθεν του ξ τό- 
τε η { παρουσιάζει καμπή στο Εξ. 

2. Αν στη θέση κ - ξεία,β) είναι ΕΙ" (Εξ) - 0 και Γ’"'"(ξ) 6 0 τότε στο 
σηµείο κ - ξη Εἔ έχει καμπή. 

3. Αν δεν υπάρχει η Ε'’ στη θέση χ - ξΕ(α,β) τὀτε εξετάζουμε το πρόση- 
µο της Ε'' στην περιοχή του ξ και αν Ε' (κ) «0 Υ χεΕ(ξ-ε,ξ) και 
ϱ!(χ)νὸνχ Εε(ξ,ξεε) αντίστοιχα ΕΙ" (κ) 50 Υ κε(ξ-ε,ξ) και Γ' (κ) «0 

ν χε(ξ,ξνε) τότε στο σηµείο κ - ξ η {έχει καμπή. 


ΛΥΜΕΝΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ 


{. Δίνεται η συνάρτηση { µε Εκ) -χκ;-άχ-ᾖ. 
Δείξετε ὅτι στο σηµείο χο - 2 παρουσιάζει ολικό ελάχιστο. 


Λύση: Η Ε έχει πεδίο ορισμού το Ἡ. Για να έχει η { στο σηµείο χο» 20” 
λικό ελάχιστο πρέπει  χΕΒ να ισχύει Ε(κ) ε{(2) 

χ1-4χ-124-8-3 --- κ2-δκχ-λε] 20 ---- κ2-δχιά Σε ---- (κ-2] ε0θ Υ χεΒ. 

"Αρα η ἕ έχει στο σηµείο Χο Ξ 2 ολικό ελάχιστο. 


2. Δίνεται η συνάρτηση { µε Π(κ) «μον και κε [0,2π]. 
Να βρεθούν τα πιθανά ακρότατα της Ε. 


Λύση: Βρίσκουµε την πρώτη παράγωγο της {. 
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ολοι ΔΙ - (ημκ-συνκ) 'ε-σο' {ημκ-συνκ] . 2ε' σα.» ἔσυνκ 


6 
Οι πιθανές θέσεις ακροτάτων θα είναι τα σηµεία του διαστήµατος [0,2π] 
στα οποία μηδενίζεται η πρώτη παράγωγος. 


Είναι Εκ) - 0---συνχ - 0 --- συνκ - συν -2- -”- κχ- ὀκπὰ-ὖ-, κε 


Αλλά χε([θ,2π] -- ος 2κπς 5 2-5 2κπ κ στ. --- - τς . «ἲ, 


κεζ-οκ - 0 οπότε το µοναδικὀ σηµείο του (0,2π) είναι τοκ ” η] 
Ί 


Επίσης λα. 2π-- πα 2κπ «λαο Ξ κ .--, κεζκ- ]Ἱ 


| 
άρα υπάρχει και το σηµείο κ - 3 ο 
Επομένως οι πιθανές θέσεις ακροτάτων στο διάστηµα [0,2π] είναι τα σηµεία 
χ - Σ και κ - 3 ὁ | 
1. Δίνεται η συνάρτηση { µε Εκ) -ϱἴ-χ»]. 
Να βρεθούν οι πιθανές θέσεις ακροτάτων της Τ. 


Λύση: Όι πιθανές θέσεις ακροτάτων της { θα είναι στις ρίζες της πρώτης 
παραγώγου. Είναι Ε’ (κ) - ϱἳ-! και Ε'(κ) -0 ν- εἴ-' «0». εἲ » ϱ”--- 
«--χ- 0, "Άρα πιθανή θέση ακρότατου είναι η κ 0. 


2χ1, κ5Ἱ 
ἃΊ-κ, κ»! 

Να βρεθούν οι πιθανές θέσεις ακροτάτων της ῇ. 
Λύση: Είναι 38) -Κ- ({-οο,!] (1ο). 


4χ, κ Ἱ 
Η παράγωγος της Ε είναι ϱ’(κ) - 1.4 


4. Δίνεται η συνάρτηση { µε Γκ) " 


“αν 


- 1. ἔκ- 
και στη θέση χ -Ί είναι Ε’'(1 3} - πα κ το . πι 21Η} ωκὰ 


και «1 «Μη μην ττἳ. 

"ρα η { δεν έχει παράγωγο στο σηµείο κ » Ἱ. 

Η πρώτη παραγωγος είναι µηδέν όταν ἀχ - 0” κ” Όπου είναι δεχτή για- 
τί κ«Ι. "Δρα µια πιθανή θέση ακρότατου είναι η κ” 0 στην οποία υπάρχει 
η πρώτη παράγωγος. 

Εξετάζουµε τώρα µήπως η { έχει ακρότατο στο σηµείο κ - Ἰ που δεν υπάρ- 


Χει η πρώτη παράγωγος. 

Παρατηρούμε ότι όταν θ«κ«ς1 είναι Ε' (κ) »0 και όταν κ»! είναι (κ) «0 
Άρα η Γ παρουσιάζει και στη θέση:.κ -Ί ακρὀτατο γιατί αλλάζει σηµείοη {' 
στην περιοχή του Ί και είναι το {(1) -2, 


5. Δίνεται η συνάρτηση { µε {(Χχ) -κ;-άκ2κ1χ. Να εξετάσετε αν υπάρχει 
ξε(θ,1) τέτοιο ώστε ϱ’'(Ε) -ο, 


Λύση: α) Η { είναι συνεχής στο κλειστό διάστηµα [0,1] σαν πολυωνυµική 
Β) Ἔχει παράγωγο Υ χε(θ,1) και είναι {' (κ) « 1χ2-βχε3. 

Υ) Εἰναι (0) - ε(1) -ο, 

"Αρα υπάρχει ένα τουλάχιστο ξΕ(0,Ί) τέτοιο ώστε (ξ) -ὖ0 


Πράγματι 5’ (ξ) » 03-.9Ε1-8Εε3 -0---ξ,,, «9ος «7. 
5-3. ε(ο,). 


6. Δίνονται οι συναρτήσεις: 
2 
Γν {µε εκ) - {κ τν κείθ,1] 
0,κ-0 


2. 4 µε ϱ(κ) - ἔκἸ-1 στο διάστηµα [-1,1) 

3. Ἀ µε Ακ) « 2χ" στο διάστηµα {1,21 

4. φ µε φίχ) - χὶ στο διάστηµα {[-1,1]. 

Να εξετάσετε ποιές απὀ τις προὐποθέσεις του θεωρήματος Βοῖ]α ισχύουν 
και ποιές δεν ισχύουν, και συµπεράνετε ὁτι οι συνθήκες Βο]]16 είναι 
αναγκαίες και όχι ικανές, 


Λύση: Ί. Η Γ είναι ορισμένη στο κλειστό διάστηµα [0,1]. 
Είναι Ὦ1π(κ) "Ίνα (-τ- -ὂ) .. οσο, Επομένως η Ἔ δεν είναι συνεχής στο ση- 


µείο κ - 0, 
Είναι {(0) - Μ{1) «0 και 5’ (χ) - --ᾱ νκε(ϱ,1) 


Αρα δεν ισχύουν και οι τρείς συνθήκες του Βο116, και συνεπώς δεν υπάρ- 
χει ξε(0,1) τέτοιο ώστε {'(Ε) -0, 


2. Ἡ 9 είναι συνεχής νὶ χε (-Ί,1) γιατί Τ1πα(κ) -Τπύκτ-{ «ἔπζ-ι και 
...ς κας 

α(χο) -ὕκζ-ι,. "Αρα ἡπποί κ) Ξ (χο). 

Είναι ο(-Ί) - οί!) «0 και ο" (κ) .---.νς που υπάρχει Υ χε(-τ,1) 


373 


εκίός της τιµής κ - Ὁ. Επομένως η ϱ δεν παραγωγίζεται χε(-τ,Τ). 
"Άρα δεν ισχύουν και οι τρεις συνθήκες του Βο]]6 στο [1,1] επομένως δεν 
υπάρχει ξε(-τ,1): α"(ξ) -ὐ. 


3. Ἡ Ἡ είναι συνεχής στο [1,2] γιατί µε χιε [1,2] -- Ηπ( κ) - Ἠ(χο) - 


- Όχο. Ἡ Ἡ έχει παράγωγο Ν χε(1,2) και είναι η' (κ) - θχ᾽ και Πί1) - 2, 
Π2) - 32 άρα Λί1) 2). 

Επομένως δεν ισχύουν οι συνθήκες του Βο]16 στο [1,2] και δεν υπάρχει 
ξε(1,2) τέτοιο ώστε Π’(ξ) - 0. 


4. Ἡ φ είναι συνεχής στο [-1,1] και µε χοε [-1,1] είναι ο λπφί κ) - φίχο) 


Ξ χδ είναι παραγωγίσιµη στο (-1, 1) και είναι φ’ (κ) - δχ" και φ(-Τ) - -! 
6 φί1) - 1. 

Ὅμως υπάρχει ξΕ(-1,1)1φ'(Ε) - 0. Πράγματι φ’ (Εξ) «0 «-- 5ε" «ϱ--- 

ϱΟξ-θε(-1,Τ). 

Επομένως οι συνθήκες Βο]]6 είναι αναγκαίες και όχι ικανές. 


7. Δίνεται η πολυωνυµική συνάρτηση { µε κ διακεκριμένες πραγματικές ρί- 
ζες. Δείξετε ότι η εξίσωση Ε’ (κ) «0 ἔχει κ-ί τουλάχιστο πραγματικές 
ρίζες. 


Λύση: Αν ϱ1,β21041,...Ώ κ-1νῶκ Είναι οι πραγματικές ρίζες της Ε τότε αν 
τοποθετηθούν κατά σειράν µεγέθους πάνω στον άξονα των πραγματικών αριθ- 
μών ρι ϱ; ο: Ρι κ-] θκ 





ἷ---;ἝὥἝμω Να. ---- ---- - 





ορίζουν κ-! διαστήματα. Σε κάθε ένα απὀ αυτά τα διαστήματα ισχύουν οι 
συνθήκες του Βο]16 . Γιατί η Ε είναι συνεχής π.χ στο [ρ,ρ2] σαν πολυω- 
νυµική είναι παραγωγίσιµη στο {ρ:,ρ;) σαν άθροισμα συναρτήσεων που έχουν 
παραγώγους στο ἩἙ άρα και στο {ρι,ρ2). Είναι δε και Είρι) - είρ)) -0 
γιατί τα ϱι,ρ: είναι ρίζες του {Ε(κ). 

Ἄρα στο διάστηµα [ρι,ρ] ισχύουν οι συνθήκες Βο]16 εποµένως υπάρχει 
ξείρι,ρ) τέτοιο ώστε Ε’(Ε) -6, 

Δηλαδή σε έκαστο διάστηµα υπάρχει µια τουλάχιστο ρίζα της Ε"(κ) και ε- 
πειδή τα διαστήματα είναι πλήθοιις κ-! η εξίσωση Ε’ (κ) - 0 έχει κ-! του- 
λάχιστο πραγματικές ρίζες. 


8. Δίνεται η συνάρτηση { µε Εκ) - χ΄-Άχνα, ας Ε. 
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Δείξετε ότι δεν µπορεί να έχει δύο διαφορετιέές πραγματικές ρίζες στο 
διάστηµα {[0,1). 


Λύση: ᾿Εστω ότι η { έχει δύο διαφορετικές ρίζες στο [0,1) τις ρι,ρ.. 
Τότε στο διάστηµα [ρι,ρ.] ς [0,1) η Ε πληροί τις συνθήκες του βο]]6 για- 
τί είναι συνεχής σαν πολυωνυμική είναι παραγωγίσιµη στο (ρι,ρ.) και 
{(οι) 5 Είρ1) - 0 γιατί ρι,ρ. ρίζες της Εκ) - 0. 

Αρα θα υπάρχει ένα τουλάχιστο ξε(ο, 1): ϱ!"(ξ) «0, 

Αλλά ΓΡ’ (ξ) «3ξ'-ῦ «(Εξ «Ί--ξ-ε1ά(0,1). 

ρα η Γ δεν µπορεί να έχει δύο διαφορετικές πραγματικές ρίζες στο 
[ο,1). 


9. Δίνεται το ακέραιο πολυώνυµο {(Χχ) για το οποίο ισχύει Ε" (κ) »0 ΥχΕεΕβ 
ἡ Ε (κ) «0 Υ χεΒ. 
Δείξετε ότι το {(Χχ) έχει το πολύ µια πραγματική ρίζα. 


Λύση: ᾿ Εστω ότι το {(Χ) έχει δύο πραγματικές ρίζες ρι,ρε µε ϱι 6 ϱε τό- 
τε στο διάστηµα {ρι,ρᾳ) ισχύει το θεώρημα Βο]]6 εποµένως θα υπάρχει 
ξείρι,ρ2): Ε(ξ) - 0. Αυτό όμως είναι άτοπο γιατί Υ χΕἩ επομένως και 
για κ - ξ ισχύει Ε(Ε) 50 Α ϱ)(Σ) «0, 


10. Δίνεται η πολυωνυµική συνάρτηση {(χ) -κὶνλχ)ν2χ.10. 
Δείξετε ότι η {(Χκ) έχει µια µόνο πραγματική ρίζα. 


Λύση: Ίος τρόπος. Επειδή η {(κ) είναι περιττού βαθμού έχει µια τουλάχισ- 
το πραγματική ρίζα ἡ και απὀ Βο]ζα4πο επειδή είναι συνεχής σαν πολυωνυµι- 
κή στο Ε και {(900) «ο, {(-α) - -ωΩ δηλαδή {(9σϱ){{-ω) «-ω «0 υ- 
παῤχει ένας τουλάχιστο ξΕΕ: {(ξ) - 0, Η ρίζα ξ είναι και µοναδική γιατί 
είναι Γ" (κ) - δχ"θκ79250 Ἡ χΕἩ επομένως η { είναι γνησίως αύξουσα στο 
Ἡ επομένως το διάγραµµα της τέμνει τον άξονα χ΄χ σε ἕνα µόνο σηµείο Ε. 


Ζος τρόπος. Αν η Γ(Χχ) είχε δύο διαφορετικές πραγματικές ρίζες ϱι,ρε τό- 
τε στο διάστηµα [ρι,ρᾳ] η { πληροί τις συνθήκες Άο]]6 επομένως υπάρχει 
ξείρι,ρε) τέτοιο ώστε Ε’(Ε) --, 

Αλλά Ε.(ξ) -5Ε"ΘΕΊ9220 Υν ΕεΕ. 

ρα η Ε(Χκ) δεν είναι δυνατὀν να έχει δύο ρίζες πραγματικές. 

Η Γ έχει µια µόνο πραγματική ρίζα γιατί εἶναι περιττού βαθμού. 


Π1. Δίνεται η συνάρτηση { µε {(κ) -(-δ-)ε ἓ-)-ι. 
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Δείξετε ότι µια µόνο ρίζα στο Ε. 
Λόση: Η { είναι συνεχής στο Ἡ σαν άθροισµα των συνεχών συναρτήσεων 
(-τ-Ἡ (-ξ }"-Ί. Είναι παραγωγίσιµη στο Ἑ µε 


(κ) - (-3- τη -ᾱ- )κ ᾖ }1ν ἕ- «ο ν χε (1) 


και {(1οο) «-ἵ, ἐί-σ) ο -- (1 α){(-0) -- «ϐ 

"Αρα από ϐΘ. ΒΟΊΖ8πο υπάρχει ένας τουλάχιστο πραγματικός αριθµός ΣΕΕ τέ- 
τοιος ώστε {(ξ) -0ὐ. 

Λόγω δε της (1) ο ξ είναι μοναδικός γιατί η Γ είναι ἵ στο Ἑ. 

Επομένως το διάγραµµα της τέμνει τον άξονα χ᾿κ σε ένα µόνο σηµείο µε τε- 
τµηµένη ξ. 


12, Δίνεται το πολυώνυµο {(κ) -χίκ-Ώ)(κ-2](κ-3ᾖ) και το 
φίκ) -4χ)-Ι8χ2922χ-6. Δείξετε ότι το φίκ) έχει ρίζες θετικές και 
μικρότερες του 3. 


Λύση: Όι ρίζες του {(κ) είναι 0,1,2,3 επομένως σε κάθε διάστηµα 
[0,1], [1,21 [23] ισχύει το ϐ. Άο]]6 και επομένως υπάρχει 

οι Ε(0,1)}: Ε' (οι) -0, 3ρ1Ε(1,2): Ε(ρε) -0,3ρ91Ε(23): Ε.(ρ1) -0 
Αν επομένως δείξουμε ότι φίχ) -Ε’ (κ) τότε τα ϱ1.02.034 θα είναι οι οί- 
ζες του φίκ) και επειδή το φίχ) είναι βαθμού Ίου θα είναι µόνο αυτές 
που είναι θετικές και μικρότερες του 3. Εύκολα αποδείχνουµε ὁτι 

φίκ; - Ε (κ). 


13. Δίνεται η εξίσωση ο”- χο” -Ί, Δείξετε ότι δεν έχει άλλη πραγματική 
ρίζα εκτός την κ» 0. 


Λύση: θέτουµε (κ) - ϱ”-κθ"-! και η { είναι συνεχής και παραγωγίσιµη στο 
Ἡ. Αν υποθέσουμε ότι η {(χ) είχε και άλλη µια ρίζα ρ κ Ό τὀτε στο διάσ- 

τηµα [ρ,0] θα ίσχυε και {(ϱ) - Ε{0) - 0 και επομένως η { θα ικανοποιού- 

σε τις συνθήκες του Λο]]ᾳ άρα θα υπήρχε ξείρ,0): (ΕΣ) -0. 

Αλλά Ε' (Ε) -εἴ -εἴ -ξεζ «0--- ξεῖ -0---- ξ - 0 που είναι άτοπο αφού 

ξ 0. ᾿ῶστε η εξίσωση {(κ) - 0 δεν έχει άλλη ρίζα εκτός απὀ την κ - 0. 


χΖφκχνλ, χε [-»,0) 
14. ΄Έστω η συνάρτηση { µε {(κ) - ορ κε [ρ͵,2] 


Να προσδιοριστούν τα κ,λ.µ έτσι ώστε η { να πληροί τις συνθήκες 
βο]Ί6 στο διάστηµα {-2,2). 
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Λύση: Η { έχει 25) - [-2,90) [0,2] και συνεχής σ᾿αυτό εφόσον είναι 
συνεχής και στο σηµείο 0. 

Γιαυτό πρέπει Τ1π(κ) - Ἰπ(κ)  Ε(0) -λ- 1! (1) 

Η { επίσης είναι παραγωγίσιµη στο (-2,0) 0 (0,2}] µε 

Όχοκ, χε(-δ,0) 
ὀμχοῖ, χε(0,2) 
και επειδή η { θα πρέπει να είναι και παραγωγίσιµη στο 0 ισχύει 

' τν χταχ1-Ί  . χίμχε! 
πα ον ποπ μα, 


ε(κ; - 


Ακόμη πρέπει να ισχύει {(-2) «6(2) ---- 4-δκελ «4μιδη! 99 4-2] « 4μιῖ 


--μίοῦ, 
Άρα για να πληροί η Ε τις συνθήκες βο]]α πρέπει κ: λ- { και μ «0. 


15. Δείξετε ότι η εξίσωση ηµχ-(1-χ)συνχ - 0 έχει µια τουλάχιστο ρίζα στο 
διάστηµα (0,1). 

Λύση: θέτουµε {:χ) - ημκ-(1-χ])συνχ. Η { είναι παράγωγος της συνάρτησης 

Ε(κ) »(κ-Ί)ημκ η οποία είναι συνεχής στο [0,1] και παραγωγίσιµη στο 

(0,1) είναι δε Ε(0) -Εί1) - 0 επομένως η Ε πληροί τις συνθήκες του 

βο]]6 στο (0,1) άρα υπάρχει ξΕ(Ο,1): Ε'(ξ) -0. 

Αλλά Ε΄" (κ) - (κ) -- Ε(ξ) - (Εξ) -ο, 

ρα η εξίσωση {(κ) - 0 έχει µια τουλάχιστο ρίζα στο διάστηµα (0,1). 


Ἰ6. Δίνεται η συνάρτηση ἔ που είναι συνεχής στο διάστηµα [α,β] και παρα- 
γωγίσιµη στο ανοιχτό (α,β). θεωρούμε και την συνάρτηση: 


φίκ) - Εία)-Ε(κ)ε(κ-α) 5β) -τία) 
Δείξετε ότι υπάρχει ξεία,β): Ε'(Ε) - ο 
Λύση: Ἡ συνάρτηση φ πληροί τις συνθήκες του Βο]]6 στο διάστηµα [α,β] 


γιατί είναι συνεχής σαν άθροισµα συνεχὠν συναρτήσεων. 
Είναι παραγωγίσιµη στο ανοιχτό (α,β) και είναι 


φ' (κ) «εν τί 0 


και φία) - 0, φίβ) -.6(α)-{(β)«(β-α) -«λ]ςτία) » ο, 
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Αρα υπάρχει ένα τουλάχιστο ξε(α,β) τέτοιο ώστε φ'(Ε) -60, 
Δηλαδή: φ' (ξ) » -' (Ελ) Εία) 0 --- ε(5) - 518) 


17. Δίνεται η συνάρτηση { µε Ε(Χχ) -κ᾿-κ7 -Άχεζ να εξετάσετε αν µπορεί 
να εφαρμοστεί το ϐ.Μ.Τ στο διάστηµα 02) και αν ναι να βρείτε 
ξε(0,2) τέτοιο ώστε: {’'(Ε) - τιξ].τῖς 

Λύση: Η Ε είναι συνεχής στο [0,2]5ςἩ και παραγωγίσιµη στο (0,2). 

"Αρα υπάρχει ἑνα τουλάχιστο Εξ ε(θ,2) τέτοιο ώστε Ε’(Ε) --- ΠΕ) ο) 

Είναι όµως Ε’ (κ) - ἀχ7-2κ-3 ν κεΕ(0,2] οπότε µε κ - ἔ είναι: 

3ς:-2ξ-3 «ὃς ξ ν 4Ε1-2Ε-4 - -Ί--- 351-2Ε-ὲ - 0--- 


«1593. 1 ος, «τι ε, - -ᾱ-. 


ο ξ, 


Δεχτή ρίζα είναι η Εξ, - 1Εε(0,2) 


4χ-Ί, κε/τ,2] 
18. Δίνεται η συνάρτηση { µε {Ε(κ)  κθη χε (23 


Να εξετάσετε αν εφαρµόζεται το Θ.Μ.Τ στο διάστηµα [1,3]. 


Λύση: Η { είναι συνεχής στο [1,3] γιατί είναι συνεχής στην θέση κ - 2. 
Πράγματι ἡ1ς(κ) .7- ἡἰπς(χ) Ξ{(2). 


Είναι παραγωγίσιµη στο (1,3) γιατί ϱ’(2] - τμ να Ξ Τΐπ κ... -4 


και η - Ἠ ο ” κκ) 9 

Δηλαδή ϱ' (213) «εἰ (2) -4 

Επομένως στο διάστηµα (1,3) ικανοποιούνται οι συνθήκες του Θ.Μ.Τ άρα υπά- 
ρχει ένα τουλάχιστο ξ εΕ(1,3) τέτοιο ώστε: 


(5) «ΜΗ». ϱ(ϱ) --ἲ- και επειδή ϱ(5) -2ξ είναι 
ὃξ --Ἱ----ε--ᾖ- ε(1,3). 
19. Δίνεται η συνάρτηση {: Ε, »Ἑ συνεχής και παραγωγίσιµη σ᾿᾽ αυτό µε 


{(0) - ο και ότι υπάρχει λΕΕ ώστε ΓΕ (κ) ελ κε (θνω). 
Δείξετε ότι: Ε(Χ} 5 ενλκ. 


Λύση: Η Ε στο διάστηµα [0..α) ικανοποιεί τις συνθήκες του Θ.Μ.Τ εποµέ- 
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µένως θα τις ικανοποιεί και στο διάστηµα [0,κ]ς [0,.ορ). ΄Αρα θα υπάρχει 
ξΕε (0,κ) τέτοιο ώστε Ε(ξ) - σα) στιο) (1) 
Επειδή δε Ε(κ)Σλ Υκε(θ,) θα ισχύει και για κ - ξ οπότε 


(ΕΕ) ςλ (2). 
έ(κχ)-ς 


Από τις (1) και (2) έχουμε αι 5 λε (κ) «λκες {επειδή κ»0). 


20. Δίνεται η συνάρτηση { συνεχής στο [α,β] και παραγωγίσιµη στο (α,β) 
µε {’(κ) - 0 Υ χε(α,β). Δείξετε ότι {(Χ) -{(α) ν κε[α,β). 


Λύση: Η { ικανοποιεί τις συνθήκες του Θ.Μ.Τ στο [α,β] επομένως υπάρχει 
ξ Είαιβ) τέτοιο ώστε {’ (5) » ΔΙ ΓΕ5) (1) και αν στην (1) θέσουμε 


β- κ θα έχουµε Ε’(Ε)(κ-α) -Είχ)-Εία) µεα«ξ«κ και επειδή 
ΕΙ (κ) - 0Ν κεία,χκ) θα είναι και Ε(Ε) - 0 οπότε: 
ϱ - Ε(κ)-ε(ία)---- (κ) - εία) 


24. ν χεΕ δείξετε ότι: ϱ” ὁ Ίηκ 


Λύση: Αρκεί να δείξουµε ότι ϱἳ-χ-Ίσ0ΥκεΕΚΕ. "Οταν κ - 0 είναι φανερή 
Επομένως Θα αποδείξουµε την ανισότητα όταν κ 60. 

θέτουµε «{(κχ) -οϱἳ-κ-! και η { είναι συνεχής και παραγωγίσιµη στο ἉΆ. 
"Αρα στο διάστηµα [κ,ο] ἡ [0,χ] ικανοποιούνται οἱ συνθήκες του Θ.Μ.Τ 
και επομένως υπάρχει ξε(κ,0) ἠἡτε(0,χ) ώστε 


αλ... 
Αλλά είναι Ε (κ) -οχ-Ί και γιαχ -ξ-- Ε (Εξ) - εἴ-!ί, Αν τώρα είναι 
ξΕ(κι0) τότε οἵ -Ί «0 οπότε {ΙΓ ΞΠ) «ϱ-»-- {(0)-Ε(κ) «ὐ--» 
--- (0) «Είκ) -- 06 -κ-ἵ --- 6” »χν]. 
Αν ξΕ (0,κ) τότε εἶ-Ί»0-»Σ):Π9) » ϱ --- {(κ)-Ε(0) » 0---- {(κ) » 1(0) 


--- ϱ”-χ-1»0 -- ο”. χε], Άρα Υ χΕΕ ισχύει ϱχ εκ». 


22, Δείξετε ότι Υ κεΒ” ισχύει Ἰηκ --ε. 
Λύση: Άρκεί να δείξουμε την ανισότητα ηκ» -----] εθ. θέτουµε {ίκχ) - 
- Ἰηχκ» α--ι. Η { είναι συνεχής και παραγωγίσιµη στο (0,00) άρα και σε 


κάθε ένα απὀ τα διαστήματα (0,1) και (1,90). Αν επομένως θεωρήσουμε το 
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διάστηµα [κ,1)ς (0,1) και (1νχ] (1) τότε θα ισχύει σ᾿᾽αυτό το θ.Μ.Τ 
και επομένως θα υπάρχει ξΕίΧχ,Τ) αντίστοιχα ξιΕ (1,κ) έτσι ώστε 
ϱ) (Εξ) ασ Γίκ) αντίστοιχα Ε’(ξ:}) 5 κ 


Αλλά µεχ«ξ«! είναι 1-κ»0 και {' (5) - στ τν" ντο 


ρα ----- «0--» {(1)-ε(κ) «0 ---- Ε(κ) 5 {(1) --- Ίηχε «ἷ- -Ι 50 


---Ίηκ» -ᾖ-εἲ, 


Με Ί «ξι «κ είναι κ-1»50 και Ε(ξι) - ἕ--ττ : ασ» 0. 
Άρα ΠΟ): Π1)0-- ((κ)-ε(1) » 09--ε(κ) 2 Ε(1) --- Ἰηκ-]κ ας» 0 


--- Ἰηχ- - εἲ. Για χ - Ί είναι προφανής και ισχύει µε το (ίσο. 


23. Να δείξετε ότι ν α,βε(0, 2 ) ισχύει:' (β-α)συνβ - ηµβ-ημα :- (β-α)]συνα 
(1). 


Λύση: Αν α - β είναι προφανής. ΄Εστω 0«α«β«2 τότε β-α» 0 και η (1) 


γίνεται: συνβ « «3μ «συνα (2). 


Από την (2) το µεσαίο σκέλος βοηθά να θεωρήσουμε την συνάρτηση {ίκ) 5 
- ημχ που είναι συνεχής και παραγωγίσιµη στο διάστηµα (α,β) οπότε γιαυ- 
τὴν ισχύει το Θ.Μ.Τ. 


, ͵ . τ(β)-ε(α) . πμβ-ημα 

Άρα 3ξ (α,β): {' (5) βία ατα 

Είναι αρκετό επομένως να δείξουµε ότι συνβ « Ε’(ξ) «συνα (3). 

Επειδή δε Ε’(ξ) - συνξ. Άρκεί να δείξουµε ότι: συνβ «συνξ «συνα (4). 


Επειδή όµως α«ξ«β και η συνάρτηση συν είναι φθίνουσα στο διάστηµα 
ία,β) έχουμε: συνα -συνξ » συνβ (5) που είναι η (4). 


ρα η (1) αληθεύει Ν α,β (0,2 ). 


24, Δείξετε ότι Υ νΕΝ" και α-β20 ισχύει να”.ῦ(α-β) -α”-β' - 
ενβ 'Ἱ(α-β) (1). 


Λύση: Με α - β ισχύει µε το ίσο. ΄ἔστω α»β20 τότε α-β»0 και η (1) γρά- 


αν 
φεται να””ῦ» α-ᾱ- » νβ"-Σ (2). θεωρούμε την συνάρτηση {(κ) - χ’ που εί- 
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ναι συνεχής και παραγωγίσιµη στο διάστηµα (β,α), άρα σ᾿αυτό ισχύει το 


ϐ.Μ.Τ οπότε υπάρχει ξ Ε(β,α) ώστε Ε'(Ε) «νε ο. εἰ: 4 


και τότε για την απόδειξη της (2) αρκεί να δείξουμε ότι 
να" νεα νβ} (4ὔ)-α  νξ'Ὕτ,"- .ἳ ϱ- α»ξ» Γ που ισχύει. 


25. Να υπολογιστούν οι παράγουσες των συναρτήσεων 


1. Εκ) - κνκχΣ-κχ" δ. Τι(χ) - --χ- 
2. οκ) κκ” 6. (κ) 2 νο 
3. Ἠ(κ) - Άημκ 7. Ἀι(κ) - ημχεα2 
4. φίκ) - 5συνχεχ2 


- χ χό χὃ 
Λύση: Ἱ. Είναι Ε(κ) "5 ἕ- -ἕ-οςο 








. . 
Πράγματι έχουµε Ε' (κ) - δ.. . . . χδνχὃ-χ" 
.2 .ὰλ 
Ζ. ᾿΄ὔμοια είναι: 6(χ) - .. 9 . ες. 


ο0ν.” - -2 
Πράγματι έχουµε 6) (κ) - 5, --- . κκ” 


3. Είναι Η(χ) - -Άσυνχως. 
4 
4. Είναι Φ(Χχ) - δηµκε στις 


5. Είναι Ει(κ) - 4χ"" οπότε η παράγουσα της είναι Ει(χ) - 4 μα .ς 


. Είναι 61(κ) - 2ΊηχεθΧες, Πράγματι έιναι αἱ (κ) - 2 -ἳ-νθι .ϱ/κ). 


-” 


. Είναι Ηι(κ) - -συνχ» -}- ο”Ἡ-ς. Πράγματι έχουμε: 
μἰ (κ) - (-συνκ)'.ί ὁ- οὐχ)! « ημχν -ᾱ- ϱ”τ2χ)" 5 ηµμχ»αρ2" 


26. ΄Όμοια να βρεθούν οι παράγουσες των συναρτήσεων 
Ἱν Εκ) - οκ” -ᾱχ νθχ”-4κ «2 4. Γι(κ) δε.” 


2. ο(κ) - κ- ᾱ 5. ι(κ) - 6Ἀνχο" 


3. Μκ) -ᾗ δ. Νι(κ) ο αναακ. 
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Λύση: Ί. Είναι Ε(κ) «5-ᾱ- -4-κἲ κ) ο κ ος, 
.1. ο ο γ-ν-σ1χες. 


χὸ 
2. (κ) - -α α]ηχες. 





οτι οι - 
43. Η(κ) .-Ἅι-- --ᾱν τι. .α.. 3 «ς 5 2/χ-Άδχες, 
μὴν αι τ Ἡᾳτ 


4. Είναι Ει (κ) Ξ-ᾱ-οἳλ"2ες, 


5. Είναι 6ι(κ) - χ'θ"αχ(αχ])! -« Χθλες, 


6. Είναι Ηι(χ) - .. .ς, Πράγματι έχουµε: Ηἰ (κ) - (ημκ) ᾽κ.ημκκ” ο 


"οσο ας Ανίκ) 


27. Να βρεθούν όλες οι συναρτήσεις που ικανοποιούν την σχέση 

ϱ) (κ) - Είκ) Υ χε. 
Λύση: Η δοσµέν; σχέση γράφεραι Ε"(χ)-Ε(κ) -0--- ϱ” Γ" (κ) -(6ἳ) (κ) -0 
ον] ο" κ) 0. Γον κε (η. 


"Άρα µε βάση γνωστή πρόταση είναι ος) . ς' {(χ) - «6”, 


28. Να βρείτε την οικογένεια των καμπύλων των οποίων η εφαπτομένη σε κά- 
θε σηµείο τους έχει συντελεστή διεύθυνσης 2χ. Ποιά απὀ αυτές τις κα- 
μπύλες διέρχεται απὀ το σηµείο (/3.0):, 


Λύση: Γνωρίζουμε ότι ο ουντελεστής διεύθυνσης της εφαπτοµένης σ᾿ενα ση- 

µείο (Χο,Υο) του διαγτάµµατος της Ε είναι Ε' (χο) και στο τυχαίο Ε) (κ). 

Άρα είναι Ε" (κ) - 2κ, Επομένως η συνάρτηση Ε(κ) - 2κ είναι µια παράγου- 
2 

σα της Ε. "Αρα η { είναι (κ) -2 ὃ---ς - χ2ος (1). 


Επειδή η (1) διέρχεται απὀ το σηµείο (3,0) ισχύει: 0 - (/1)2ης.-- 


ος ” -ὖ. Συνεπώς η καμπύλη της οικογένειας που διέρχεται απὀ το ση- 
µείο (3,0) είναι η {(κχ) «κζ-1λ, 


29. Εάν α,β,γ,δΕΕ και ισχύει τσ :θ, 


Να δείξετε ότι το πολυώνυµο {(κ) - αβχεγχ΄ εδχ) έχει µια τουλάχιστο 
πραγματική ρίζα στο διάστηµα (0,1). 
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Λύση: Επειδή θέλουµε να αποδείξουµε ότι το πολυώνυµο {(Χχ) έχει µια του- 
λάχιστο πραγματική ρίζα στο (6 1) θα πρέπει το Ε(Χ) να είναι µια παράγω - 
γος κάποιου πολυωνύμου Ε(Χ). 

. αχ βΑχΣ υΥχκὶ ὅχ" 
Μια παράγουσα του Είκ; είναι Εκ) ο ο σπα ο δ 


Για το πολυώνυµο ΕίΧ) στα διάστηµα (0,1) υσχύουν οι συνθήκες του βο]]6θ 
επειδή Ε(0) - εί!) - 0, άρα υπάρχει πραγματικός αριθµός τουλάχιστο ένας 
στο (0.1), έτσι ώστε Ε'(ε) - 0. Αλλά Ε’ (κ) ε(κ) Υ κε(ο,1). 

Επομένως για το πολυώνυµο Είκ) υπάρχει ϱ Ε (0,1) έτσι ὡστε {(86) -0 και 
επομένως το {Ε(Χ) έχει µια τουλάχιστο πραγματική ρίζα. 


30. Να βρείτε µια παράγουσα της συνάρτησης {(κ) --Ἱ ος 


2 
Λύση: Είναι: {(κ) - (ατεθα. 10] επομένως µια παράγουσα της {(χ) είναι 


(κ) -Ἱπί(κ2χεΊθ)ες. Πράγματι έχουµε: εἰ (κ) -(Ἰπ(κ2ν κε 10])9ς)' - 


Ί 2 ' 23 
. πας Ἀχεῖο (χ 3Χ210) 5 σε ΊκΤ6 





30. Μελετήσετε ως προς τη μονοτονία τις ακόλουθες βασικές συναρτήσεις: 
α) Εκ) - αχ,β/α,βε Εξ 
β) Εκ) - αχ βχ2Υ/α,Β,ΥΕΕ. α { 0. 


ν) Μ(κ) -Ὅλαδ- /αμβιγιδΒ, Υ / Ό, αὔ-βν { 0. 
Λόση: α) Έχουμε 28) - Ε και Γ)(κ) -α, οπότε: 
{. α».θ-- ϱ’ κ) »0 Υ χΕΕ-- { γνησίως αύξουσα Υ χΕεΕ. 


2. α«θ-»{" (κ) «0 ν χεΕ” { γνησίως φθίνουσα γ χεΕ. 
1 α- ο -- (κ) -ὐ0 Υ χκεΒβ-.» {σταθερή ΗχεΕλ. 


β) Ἔχουμε: 34) -ἩἘ και Ε' (κ) » 2αχ»β, οπότε: 


{, α»0 και Ε'(κ) »0--- 2αχβὸ0---κ»- -ᾱς- --Η γνησίως αύξουσα στο 
(- ὃν ο) και αν Ε(κ) «ὔ--- κ«- ᾱ- --{ γνησίως φθίνουσα στο 
(-ω,- ἐν). 

2, αςθ και Ε (κ) 20 ---- κκ- πε γνησίως αύξουσα στο (-οο,- ᾖ-) 


και αν Ε (κ) «0--- κ .- -- { γνησίως φθίνουσα στο τι 00) 
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3) Επειδή ε(- -0, το σηµείο κ- --ᾱ- είναι σηµείο στασιμότητας 
της {Γ. 
ὀ “κά . .α ς 
γ) Ἔχουμε 36) - Ε-ί ν Ἰ και επειδή: Εκ) ν 3 σ; όπου 
γ 

ς- - αδ-βΥ 6 0. θα έχουµε: Ε) (κ) -- κ --. Ἡ κεβ(ϱ). 

γ (χε ΓΚὰ 
θα μελετήσουμε αυτήν σε κάθε ἑνα απὀ τα υποσύνολα του πεδίου ορισμού της 
δηλ. στα υποσύνολα (-ῶ,- τ) και {- ς νο) αφού 325) -' 

ὅ ὅ 

(-ὦ,- γ )υ γ ’"). 
1. Εάν «20 -» Γ'{κ) «0 -- { γνησ. φθίν. στο (-ανν- Ἡ.) και { γνήσ. φθίν. 
ὅ 

στο {ί ν ορ) 


2, Εάν ς «0 -- Ε) (κ) 50”. γνήσ. αὖξ. στο ({-οσο,- ο και Ε γνήσ. αὐξ. 
ὃ 
στο (στ "). 
31. Μελετήσετε τις ακόλουθες συναρτήσεις ως προς την μονοτονία 
α) Εκ) - 4χ"-οχ/κ2, β) Εκ) - ἠκι-3]κ] 


Λύση: α) Ἔχουμε 35) - ἘἙ και Ε" (κ) - 12χ1-10χ,  χεΕ. Είναι {) (κ) 50 
«--12χ1-10χ 20 --- χ(6χ2-5) 20 -- Χ(κ-γς (κε ὁ ) 50. 


-0ο Ύσς 0 ο. ορ 


ω -- 





ῷ ἆ . : 
ρα Γ'(κ) 20 Υ χεί(-γ-ς 0) υγ ὁ »") και επομένως η { είναι γνησίως 
αύξουσα σε κάθε ένα απὀ τα διαστήµατα (-/-2-.9), (/ ὁ- νο) και προφα- 
γώς ΓΕ (κ) «ΟΥ κος (-5-ὁ ) που ) και επομένως η Τἔ είναι γνησίως 


φθίνουσα σε κάθε ένα από διαστήματα (-ω γ το. (0, ξ-). 
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Τα σηµεία 0, ο. /- είναι σηµεία στασιμότητας. 


β) Προφανώς 25] -Ἡ και είναι: 


πάτε -3 αν χ»0 
πᾶσρ 3 αν χ«ο 


και για κ - 0 δεν υπάρχει η παράγωγος της {Ε. 

Είναι Ε(κ)»20 Υ κεΒ. και Ε) (κ) «0 Υ χεΒ” και επομένως { γνησίως αὐξου- 
σα στο (-σ,0) και Ε γνησίως φθίνουσα στο (0,900). Σηµεία στασιµόίητας, 
δεν υπάρχουν. 


ε)(κ) - 


32. Δίνεται η συνάρτηση { µε Ε(κ) -(κ-δ)τ(2χ«1)". Να εξετάσετε σε ποιά 
διαστήµατα είναι μονότονη. 


Λύση: ΄Εχουμε 35) - Ἡ και η παράγωγός της είναι: 

Εἶ (κ) 5 δ(κ-2)(2κ.1)Β(κ-2) (21) (κ-δ)"(2χΗ1)2 [δ(2χε1) 
»θ(κ-2)(2κ91)}, Υ κεβ(Ε). Επειδή οι δύο πρώτοι παράγοντες είναι µη αρ- 
νητικοί και ο τρίτος είναι ο ριφκο θα έχουµε: 


Ε)(χκ)Σ»ΟΥΧχε (-ω,- 1) υ: τ- ο] -{2) και 


Ε' (χ) «08 κε(- δ-, 1), ενώ για κ - ον την η Ε'(χ) -ο 


Μετά απὀ αυτά η { είναι γνησίως αύξουσα χε (-ῶ,- } και 


γκεί( ., 2) ὐ (2,90) και Ε είναι γνησίως φθίνουσα ν χε(- ᾱ-νᾖμ-). 
Επειδή για κ”. -0 είναι Ε) (κ) 20 και γιακ»- 7.0 είναι Ε’ (κ) «0 έπε- 
ται ότι στην θέση κ - - Σ η Ἔ παρουσιάζει τοπικό μέγιστο το οποίο είναι 
το ε(-ᾱ-) - 0, Επίσης επειδἠ για χτες -0 είναι Ε" (κ) «0 και για 


κ 1. 0 είναι Γ"(Χ) 20 έπεται ότι η ἕ στη θέση κ - 1. παρουσιάζει το- 


3 εἷυ 
πικό ελάχιστο το οποίο είναι το Εί το) Ξ -τεε-- 


Τέλος για κχ-2-0 είναι Ε" (κ) 20 και για κ-290 είναι ΓΕ" (χ) 20, δηλαδή η 
Ε' δεν αλλάζει πρόσημο, δεν έχουµε εδώ ακρότατο. Χρειαζόμαστε την δεύτε- 
ρη παράγωγο. 


33. Να αποδειχτούν οι ανισότητες: 


χ7 
1, ϐϱ”-χ20 4, 63» νχη 2”, χ.0 
2, ϱ” εχεΊ 5, (χ91) να”, χ»20 
χ 
43. Ἰηχ σκ-Ί 6. Ἱπίκοἳ) ο ἳ» χ»-Ί. 


Λύση: Ί. θέτουµε: Είκ) - οἳ-κη Ε είναι συνεχής και παραγωγίσιµη στο Ἡ. 
Είναι δε Ε" (κ) - ϱἳ-Ί, Ρίζα της παραγώγου είναι η κ - 0, 


{, Αν χκ»20-. ϱ”» Τ-- ϱ”- 150 -- Ε (κ) 50 και η Εἔ είναι γνήσια αὗξουσα ε- 
ποµένως ισχύει µε χ»0-. (κ) »{(0) --- ε.-κ»Τ--- ϱἳ-κε[20 -- ϱ”-χ20 


Η{, Αν κε -- ϱὖ «ἵ -- 6-0 (κ) -ο6ἳ.-Ι«0 -- ότι η Ε είναι γνή- 
σια φθίνουσα επομένως µε κς0 --- Ε(κ) Σ Ε(0) -- θχ-χ»1--- 6.-κ»120-. 
--6.-χ20, 


2. Άρκεί να δείξουμε ότι: ϱἳ-χ-Ί 20. θέτουµε Ε(Χκ) - ϱ”-κ-! όπου η Εἔ είναι 
συνεχής και παραγωγίσιµη στο Ἑ είναι δε Ε’ (κ) - ϱ.-Ἱ µε µοναδική ρίζα την 
χ- 0, τότε γιακ»0 -- ϱ”- 120 --- Ε (κ) 20 - Γ γνήσια αὖξουσα στο 
(64.960) οπότε µεκ»0-- Εκ) (0) --- ϱἵ-κ-120 «-- 6” »χε!, 

μεχ«ς -- ϱἲ-Τ«0-- Ε) (κ) «0 -- η Ε γνήσια φθίνουσα στο {-σο,0) οπότε 
µεκχ«ςς --- {(κ) (0) --- ϱ” -κ-{20 --- ϱἳ χε, 

Με κ - Ὁ ισχύει µε το ίσο. 


3. θέτουµε {κ} - Ἰηχ-χα! και αρκεί να δείξουμε ότι {Ε(κ)50 ΥκεΕ”. 


τσκ 


Η { εἶναι συνεχής και παραγωγίσιµη στο Β" και είναι ΓΕ" (κ) - Σ -ἲ- α 


µε μοναδική ρίζα την κ - 1. 
Αν θ«κςΤ -Ὁ Ε)(κ)20 -- ότι η Εἔ είναι γνησίως αύξουσα επομένως ισχύει 
µε κε! -- (κ) εί) -- Ἰηχ-χεί «0 --- Ἰηχ«κ-Ἱ. 
Αν κ»! -- Ε) (κ) «0 ότι η { είναι γνησίως φθίνουσα άρα µε κ» Ἱ-- 
-- (κ) «Ε(1) -- Ἰηχ-χα! «0 --- Ἰηχ«κ-!. 
Με χ - Ί ισχύει η ισότητα. 


4. θέτουµε οϱἳ-ἵ-κ- δ-- {(κ) και αρκεί να δείξουµε ότι {ίκ)20 Υ κεΕ;. 


Είναι όμως η { συνεχής και παραγωγίσιµη στο Ε» µε Ε’ (κ) -οἳ-Ί-κ και ε- 
πειδή απὀ το ερώτημα (2) είναι ϱἳ εκ»! Υ χΕΕ έχουμε Ε" (κ) ε0 Υ χΕΒ και 
η { είναι γνησίως αύξουσα στο Ῥ: και επομένως µεχ»θ- {Είκ)»1(0)--- 


κ χ; 
--- εἵ -Ί-χ- --»0 -- ϱ”» Ίχνη 2 
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5. Ἡ ανισότητα γράφεται: θα)" πχ» ϱΧ και επειδή η βάση 6 είναι µεγαλύ- 
τερη του Ἰ αρκεί να δείξουµε: (κεΤ) Τη(κ) ο κχ--- (χΤ) Ἰη(χε])-κ»0. 
θέτουµε {(κ) Ξ (χε) Τη(κ.Τ)-κ και επειδἠ η { είναι συνεχής και παραγωγί- 


χα 


ο. Ἰη(χκ!) 50 Υ χΕΒ: που σηµαί- 





σιµη στο ΕΣ είναι Ε (κ) 5-5 Ἰπ(κε1) 


νει ότι η ἔ είναι γνησίως αύξουσα οπότε µεκχ»0 -- Εκ)» (0)--- 
«(κε )Τη(χε 1) κ» 0 - (κ) Τη(κε 1) κ, 


6. θέτουµε ΕίΧ) - Ἱπίκεί)- «τ και αρκεί να δείξουµε ότι Υψ χεΗ: κ». -] 


ισχύει Εκ) 20. Η { εἶναι συνεχής και παραγωγίσιµη οπότε είναι 

Ε) (κ) - π - στ . δν ῆτ τ αηητ µε μοναδική ρίζα την κ «0, 

Ἄρα αν -Ἱ «κς0 είναι Ε'(κ) «0 και η Τ είναι γνησίως φθίνούσα άρα ισχύει 
{(κ)  Ε(0) --- Ἱπίκε!)- ὖτ» 0. 

Αν κ»0 είναι Ε'(κ) 20 και η Ε είναι γνησίως αὗὖξουσα άρα ισχύει έ(χ) » ϱ(0) 
--- Ἱπ(χεί]- τετ »0. 


34. Βρείτε τα ακρότατα των παρακάτω συναρτήσεων (βασικών) 
α) Είκ) - αχ,β/α,βεΒ, αςθ 
Ββ) Εκ) - αχ” Βχεγ/α,β,ΥΕΒ, αθ 
γ) Εκχ - αχ’ βχ΄γ/α,β,ΥΕΒΕ, α 60 


δ) Π(κ) «Ὑκοδ /α,β,γΙδΕΒ, Υ 0, αὔ-βγ / 0 
Λύση: α) Έχουμε 34) -ἩἘ και Ε'(χ) - α και άρα δεν υπάρχει ρίζα στο Β 
της Γ' (κ) - 0, επομένως η { δεν έχει ακρότατα. ΄Ἔχουμε: 


Ἱήπε(χ) - Τπ[κ(ας -Β ο] « πχ. πα. Β.) - ο ορ αν α»0 
σπα (κ) 5 λἡπ]κίαν ο] "κ. Ἰ {παν ᾱ-) - (90)α ο. 


-ω αν α»0 
καὶ ο μίκ) ο ("ο)α ον αν α«0 


Β) Είναι 36) -Ε και Ε’(χ) - 2αχβ. Οι ρίζες της Ε'(χ) - 0 είναι: 
χ- - ἃ . Εξετάζουμε το πρόσηµο της Ε' στα διαστήματα (-.,- Φ-], 


{)(κ) 20 για χὸ- ᾱ- 


- 00). Εάν α»0, τότε: 
| -α {) (κ) «0 για κκ- ᾱ- 


» ρα το {- ῇ) . 
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2 
- πΙηξ, πῖπε ο. γιαα»θ0 και κ- - Μ.. 


ϱ' (κ) 50 για κ«-ᾱ- 


Ε) (κ) «0 για κὸ- ἐς 


παχί - ο. γιαα«θ και κ- - το 


εάν α« 0 τότε: . άρα το ε(- ὃν }) - παχε, δηλαδή 


. 0ο αν α»0 
Επειδή απις(χ) - (σημα) Ἰ 1χ σσ «00 ανα-«ὐ0 


ο πποο αν α”0 
με τον ίδιο τρόπο ο πς (κ) πρ αἄνα«0 


Το ακρότατο που βρήκαμε σε κάθε περίπτωση αΌ και α «0 είναι απόλυτο. 

γ) Είναι 3(Ε) - Ἡ και ΡΕ’ (κ) - Δαχ”ν2βχ. Οι ρίζες της Ε" (κ) - 0 είναι: 
οκ 

Χι 5-0 και Χορν Σ/” ὃς εάν - κ. :0. Εάν - ὁ «0 δεν υπάρχει άλλη ρί- 

ζα πραγματική εκτός της κ - 0. Επομένως έχουµε: 

1. Εάν α,βε Εξ µια µόνο ρίζα,ηκ Ξ- 0 

2, Εάν α,βΕΒ" µια µόνο ρίζα, ηκ- 0 

4. Εάν αβ «0 τρείς ρίζες οι κΧ- 0καικ «5 Σ/- ὡς 

4, Εάν β - Ὁ µία µόνο ρίζα η κ - 0 (τριπλή). 

Μελετούμε τώρα το πρόσηµο της Γ' στα διαστήματα απὀ τη µια µεριά και την 

ἀλλη των ριζών της για να καθορίσουµε το είδος ακροτάτων. 









ϱ- γοο ορ 
πο απ . 
΄ 
ας . 300 α. 
(0) -γ - 
κ. ολ. ελαχ. | 
ο ο κ αι 
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ο ῶ.ω αν α»0 
Υπενθυμίζουμε ότι; μα) Ἐ Ἱφκσ Ν α «0 


Από τους πίνακες αυτούς συμπεραίνουμε: 
1. Εάν α,βε Ε΄ υπάρχει ολικό ελάχιστο το γγιαχ- 0 
2. Εάν α,βΕΕ υπάρχει ολικὀ μέγιστο τογγια κ-0 


.α2 
3. Εάν α»0, β «0 υπάρχουν τοπικά ακρότατα τα: αγ Β τοπικό ελάχιστο 
γιαχ - 4 / ὃ και Υ τοπικό μέγιστο γιακ -0 
2 
4, Εάν α «0 και β»0 υπάρχουν τοπικά ακρότατα τα: αγ Β΄ τοπικό µέγισ- 


τογιακ «4 /-τ και Υ τοπικό ελάχιστο γιακ -0, 


5. Εάν β - 0 και α»20 προφανώς υπάρχει ολικό ελάχιστο το γγιακ-0 
και αν α «Ώ ολικό µέγιστο το Υ για κ - 0 (Πίνακες (1), (2)). 


ὅ) Προφανώς 98) - κ-(- Ὁ-). Η ΓΕ) (κ) - το 6 Ὁ και επομένως η { 


δεν έχει ακρότατα. 


35. Να βρεθούν τα ακρότατα των συναρτήσεων: 


α) Ε(Χ) -(κ-2) 2 β) εκ) - ἔσυν 2 «Άσυν ἳ- 
2χ αν χς1 


Ἱ-χαν κ»Ί 5) εκ) - . µε χε(θ,ν })/ΝΕΝ. 


γ) {(κ) - χν 


Λύση: α) Προφανώς 36) - Ἐ. Η παράγωγος είναι; 
απ 


Οι ρίζες της Ε" (κ) - 0 είναι κ - τ΄ και το σηµείο κ - 0 σηµείο ασυνέχει- 
ας της πρώτης παραγώγου (δεν υπάρχει η Ε"(κ)). 


΄Ἴστε κρίσιµα σηµεία είναι τα: κ .. και κ - 0, 


Εξετάζουµε το πρόσηµο της {’ δεξιά και αριστερά του σηµείου χ - 


Ἔχουμε: ΓΕ" (κ) 20 για κ. και Γ"(χ) «0 για θ«κ«δ-, Μετά απ᾿ αυτά στη 
5 5 


θέση κ - { υπάρχει ένα τοπικό ελάχιστο το: 
κ) ις-ἤι τη. «-ἵτ.. 
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Επίσης στη θέση κ - 0 παρατηρούμε ότι για χ«ς0 έχουμε Ε" (κ) 50 και για 
χ20, αλλά χ«ς. έχουµε Ε’ (κ) «0 δηλαδή στη θέση κ - Ὁ έχουµε ένα τοπι- 
κὀ μέγιστο. Το μέγιστο είναι το {Εί0) -60, 


Προφανώς η Έ είναι συνεχής Υ χεΒ και είναι αµέσως φανερό ότι πχ) - 
- -οο και Ἱἡπς(χ) --ο. 


Είναι εύκολο να γίνει η γραφική παράστασή της. 
β) Προφανώς 34) » . Για την απλούστευση του λογισμού θέτοµε -ἕ--ϕ 


και παίρνουμε: σίφ) - 2συν3φ-3συνζφ. 

Επειδή η σ είναι περιοδική µε περίοδο 2π θα την εξετάσουμε σε ένα διάσ- 
τηµα µιας περιόδου {[-π,π]. 

Για την συνάρτηση λοιπόν σ µε σ(φ) - 2συν3φ.3συνζφ και Φίσ) - [-π,π 
έχουµε τα ακόλουθα: 

α) Η σ είναι παντού συνεχής στο ία). 

β) σί-π) - σίπ) - Ἰ 

Βρίσκουµε την σ᾿ η οποία είναι 


σ'(φ) - -δημᾶφ-δημόῳ - -Ίδημ συν 3 
Οι ρίζες της σ'(φ) - 0 είναι µόνο οι ρίζες της ηµ 3. Ξ 0, αφού στο ανοικ- 
τὸ διάστηµα {-π.,π) είναι πάντοτε συν 2 ή 0. Οι ρίζες της η ο: 0 στο 
ανοικτό διάστηµα (-π.,π) είναι οι: φ, - - . .Φ, - .- .Φ, -0, 
φ. . και φ. - π . ((Ἀφού Ὁ . μπι» φ - ἕμα και -πς ἆμὰ «π για 


µ- -ᾱ,- 1,01 .2)). 
Μετά τα παραπάνω και για να καθορίσοµε το πρόσημο της σ' κι απὀ τις δύο 
μεριές κάθε ρίζας της καταστρώνουµε τον ακόλουθο πίνακα. 





Από τον παραπάνω πίνακα έχουµε τα ακόλουθα συμπεράσματα: 
1. Για φ - «πεζκπ/κε Ζ έχουμε τοπικό ελάχιστο το Ί, δηλαδή για κ - Ί2κπ:όπ 


2. Γιαφ - : αν «κπ/κεζ έχουµε τοπικό μέγιστο το 5συν 2π.ς ΕΙ 


δηλαδή για κ Ίδκη : ταις 
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ᾱ, Γιαφ Ξ 4 τν «οκπ/κε Ζ έχουμε ολικό ελάχιστο το -5συν -τ- - -5 ο 


(αφού -δσυν -ξ «1), δηλαδή για κ - Ί2κπε απ ; 

4, Για φ - 0.2κπ/κε Ζ έχουµε ολικό μέγιστο το 5, δηλαδή για κ -Ίζκπ. 

γ) Προφανώς 396) - Ἡ. Η παράγωγος της { είναι: 

4χ αν κ«Ἰ 

"Ταν κ» Ί 

και η παράγωγος στη θέση κ - Ἰ αποδεικνύεται ότι δεν υπάρχει, γιατί 
πο 5, 

11 ΣΜα)ΣΕ4) . πο σὲ ΞἸ{πδ(χ»1) -4 


ες) - 





..1-ο χΧ- 
. {(κ)-ε). Φ-χ-α , ο 
ενω 1π, κχ-Ί 1, χ-Ί Γ Αχ] Ἱ 


΄στε θα εξετάσουμε τώρα τι συμβαίνει στα κρίσιµα σηµεία, δηλαδή εκείνα 
για τα οποία ΓΕ (κ) - 0 και εκείνα για τα οποία δεν υπάρχει η Ε'. Αυτά 
είναι τα κ- 0 και κ- Ἱ. 

Παρατηρούμε ότι για θ«κ«ς1Τ είναι Ε"(χ) 50 και για κ «0 είναι Ε" (κ) «0 
και επομένως για κ - Ὁ παρουσιάζει τοπικό ελάχιστο το Ε(0) -0. Γιαχκ- 
- Ί θα έχουµε ἑνα τοπικό μέγιστο γιατί για θ«κ«ς1Ί είναι Ε"(κ) 20 και 
για χ»Ί είναι ΓΕ (κ) «0. Το μέγιστο είναι το {(1) - 2. 


δ) Έχουμε Φί ϱ) - (0,«οο). Επειδή Ε'(χ) - κ κ Ξ οκ.) 


. ο ν)-, οι ρίζες της Ε"(Χχ} - 0 είναι χ- ν. Επειδή ΓΕ" (κ)20 για 
χ»ν και Ε(χ) «0 για Ό«κ«ν, έπεται ὅτι υπάρχει ελάχισο γιακχ - 


- ν και είναι το {(ν) .νν. 


36. θεωρούμε την συνάρτηση { µε Ε(κ) -»/-ᾖκ-. Ὑπάρχει παράγωγος στη θέ- 
ση κ - 0Ο! Ὑπάρχει ακρότατο στη θέση αυτή; 


Λύση: Πρέπει: Ί-ὕχκτες--- -ἲ «κς1Ί και επομένως: 348) -[-τ,.1]. 


δλδ δε 

Η παράγωγος της ἵ είναι; Ε) (κ) της 

Και προφανώς δεν υπάρχει στη θέση κ - 0. 

Επειδή όµως είναι: {κ τ«1νκεί[-τ,1]-ί0], έπεται ότι {(κ) «Ί 

νΝ χε[-1,1]-{0}, ενώ για κ - 0 λαμβάνει την τιµή {(0) - Ί, η οποία απο- 
τελεί προφανώς μέγιστο της { στη θέση χ - 0. 
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37. Βρείτε τα ακρότατα των συναρτήσεων: 


α) Εκ) -2κ)-Ι8χ2κ4θχ-14 ὅ) Γκ) - χ]ουχ 
β) (κ) - (κ-τ)) ε) εκ) «σον 
γ) εκ) - κ’ στ) {(κ) - κ' 


Λύση: α) Προφανώς 395) - Ἡ και συνεχής Υ χΕΚΕ. Η παράγωγος είναι: 

{’ (κ) - 6χ7-36χ.άθ, Οι ρίζες της Ε’ (κ) - 0 είναι: χι - 2 και κ; - ᾱ, 

Η δεύτερη παράγωγος είναι: Ε" (κ) - 12κ-36. Επειδή ΕΙ" (2) --ἶξΣς«θ, η 
συνάρτηση στη θέση χ - 2 παρουσιάζει μέγιστο, το οποίο είναι: {Ε(2) - 26 
Επειδή {’' (4) - 1250, η συνάρτηση στη θέση κ - 4 παρουσιάζει ελάχιστο 
το οποίο είναι: {(4) - 18. 

Επειδή του χ-4, Ε(κ) - 400 (αντιστοίχως), έπεται ότι τα ακρότατα που 
Βρέθηκαν είναι τοπικά, 


Ββ) "Εχουμε 328) - Ἡ και συνεχής Υ χεΕ. 
Η παράγωγος είναι Ε’' (κ) - Τ(κ-1})". Ρίζες της Ε"(κ) - 0 είναι µόνο η κ - Ἰ 


Επειδή όµως για χ»Τ εἶναι ΓΕ" (χκ) 20 και για κχς« Ί είναι και πάλι ΕΙ (κ)20, 
έπεται ότι η { δεν έχει ακρότατα 

Στο ίδιο συμπέρασμα φτάνουμε αν λάβουμε τις παραγώγους µέχρι και της Εί) 
και βρίσκουμε ότι {(κ) -ς 0 και επειδή ο 7 είναι περιττός, η { δεν ἑ- 
χει ακρότατα. 

Εάν είχαµε την {(κ) - (κ-τ)]", τότε Ε" (κ) -4(κ-τ) Εκ) -12(Χ-1}7, 
Ἔλλτ(κ) « 24(κ-1) και ΕΙ (κ) - 24 και είναι: 6" (1) - Ε’ (1) - ε..(1) - 
-0, ενώ ΕΙ (1) -24 0. 

Επειδή εδώ είναι ΕΙ" (1) - 24 50 έχομε στη θέση κ - Ί τοπικό ελάχιστο το 
οποίο είναι το {(1) -0. 


Υ) Για να ορίζεται η συνάρτηση πρέπει: 358) - Ε:. 0 τύπος της Ε γράφε- 
ται και ως εξής: Ε(κ) «οἳἳσφ" 
Η πρώτη παράγωγος είναι: Ε’ (κ) - ο) κ]οςφκ)! «κ.(19]ουχ). 


Οι ρίζες της είναι οι ρίζες της Ί9]οοχ -0κ«- Ίο --ἵ «-- κ- --, 


Η δεύτερη παράγωγος είναι: ΕΙ (κ) - (κ) (1 «1]ουχ) κκ] ]οαχ) - 


Ξχ.(1]οφχ)τεχὴ. 1. 


! 
Ἔχουμε;: ϱ")( : )} - εί ' »0Ώ και επομένως στην θέση κ . η ἔπαρου- 
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τά 


σιάζει τοπικό ελάχιστο το οποίο είναι: "εί -ᾱ- 3 (ον 


δ) Προφανώς 39(5) - ΓΕ: και συνεχής Υ χεΞ({), Η πρώτη παράγωγος είναι: 
ΓΕ. (κ) - 1 1οφχ 
Οι ρίζες της είναι: κ .- 


Η δεύτερη παράγωγος είναι Ε’' (κ) .- και επειδή θηλ) -624, έπεται 
ότι η { στην θέση κ .- παρουσιάζει τοπικό ελάχιστο το οποίο είναι το 
ε(---)- --ἷ-, 


ε) Προφανώς (5) - Ῥ: και συνεχής  χΕΕΊ.Η πρώτη παράγωγος είναι: 
{ή χ) - - και οι ρίζες της είναι: κχ-ε6, 
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Η δεύτερη παράγωγος είναι; ΕΙ" (κ) - 1519ᾳχ Χ-- κ.) [1-Ἴουχ). 
.“ᾱ ἀχεξχ]οαχ ἔ]οαν-2 
Χ χ ν 
Επειδή {’'(6) - σγκυ έπεται ότι η Γ στην θέση κ - 6 παρουσιάζει τοπι- 
κό µέγιστο το οποίο είναι: {:9) ..-, 


στ) Ἔχουμε 35) - Ἡ και συνεχής Υ χεβΒ. 

Η πρώτη παράγωγος είναι {'(Χχ) - 6χὁ µε ρίζα την κ - 0. 

Η δεύτερη παράγωγος είναι; Ε’' (κ) - 30Οχ" και επειδή {'’(0) -ο0 εφαρμό- 
ζουμε την πρώτη μέθοδο. Είναι Ε’(κ) 20 για κ»0 και Ε'(Χχ) «0 γιακ«0 
και επομένως στη θέση κ - 0 η Ε παρουσιάζει τοπικό ελάχιστο το οποίο εί- 
ναι το {(0) - 0. 

Ἡ και ως εξής: ΄Ἔχουμε Ε’' (κ) - 10ΟΧ", εκ) - 120χ”, Εκ) - 360χὲ, 
Επ (κ) - 720κ, Εικ «720250, άρα η Ε στην θέση κ - 0 παρουσιάζει το- 
πικὀ ελάχιστο το {(0) - 0, 


38. Ποιό από όλα τα ορθογώνια σταθεράς περιµέτρου Ζα, έχει το µεγαλύτε- 
ρο εμβαδόν; 


Λύση: Εάν Χ,Υ οι διαστάσεις του ζητούµενου ορθογωνίου, θα έχουμε 
2Χ22Υγ - 2ᾳ--- Χ4Υ - α. Και επίσης ΧΥ - Ε. 

.. Έχουμε Ε - χία-χ).Για την συνάρτηση Ε µε Ε(Χ) -χία-χ) έχουμε: 
2) - (0,α). Ζητάμε το μέγιστο Ε. 
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Επειδή Ε'(κ) - α-ξχ, οι ρίζες της Ε’ (κ) - 0 είναι: κ .-.-. 
Η δεύτερη παράγωγος είναι: Ε’'" (κ) - -ὂ2 «0 και επομένως και Ε''( 2) . 
- -ᾱ «0 και η συνάρτηση Ε στη θέση κ - 2- παρουσιάζει μέγιστο προφανώς 


2 
απόλυτο. Το μέγιστο Ε είναι το εί 2) 5 2 ία- 2-) .ᾖ- και αντιστοιχεί 


στις’ διαστάσεις κΞ ΥΞ 5 » δηλαδή στο τετράγωγο πλευράς 2 


39. Ποιό απ᾿όλα τα τρίγωνα σταθερής περιµέτρου 2τ ἔχει το µεγαλύτερο εµ- 
βαδόν; 
Λύση: ᾿Εστω Χ,Υ,Ζ τα µήκη των πλευρών του τριγώνου µε Χ.γεζ -2τ, 
θεωρούμε κατ᾽ αρχήν το Ζ - ς σταθερό και ζητούμε να βρούμε το τρίγωνο το 
οποίο έχει το µεγαλύτερο εμβαδό µε Χ.Υ - 2τ-ς, 
Το εμβαδόν του τριγώνου είναι: Ε -ίτ-κ]{τ-γ]{τ-ε) και επειδή 
Υ- 2τ-ε-κ θα έχουµε: 
Ε« (τ-κ)(εεκ-τ](τ-ε) - ἠίτ-ελ/ίτ-κ]{εκκ-τ] «λήτ-κ)({εεκ-τ) 
(λ «ή τίτ-ε) - σταθ.) 
θεωρούμε τώρα την συνάρτηση φ(κ) - (τ-κ)(οκκ-τ). 
Εάν βρεθεί το ΠᾶΧφ, τότε θα βρεθεί αντίστοιχα και το ΠΔΧΕ, αφού 
ε- φ(χ)λ . Ἡ συνάρτηση φ(κ) -(τ-κ)(οκκ-τ) έχει πεδίο ορισμού 
οφ) -(0,τ). Ἡ παράγωγος είναι: φ' (κ) - -(ενκ-τ)ε(τ-χ) - 2τ-ες-2κ. 


ὃτ-ς 
--ν 


Οι ρίζες της είναι: κ - . Ἡ δεύτερη παράγωγος είναι: φ''(κ) - -ὂ, 


Και επειδή φ''( ὅττς ] - -ὂ «0, η φ στην θέση κ - ος παρουσιάζει µέ- 


γιστο. 
΄στε το μέγιστο του Ε συμβαίνει όταν κ - . » οπότε  - 2τ-ς- 


- τς Ξ τς ,. δηλαδή όταν το µε σταθερή πλευρά την 2 -ς τρίγωνο είναι 


ισοσκελές. ”. 

Από τα παραπάνω προκύπτει, ότι σε κάθε µετάβολή του Ζ, για τιµές ζ-ς, 
σαχ... µε 0 «Σχ «τ το εκάστοτε τρίγωνο το οποίο έχει το μέγιστο εµβα- 
δό θα είναι το αντίστοιχο ισοσκελές, 

Ζητάµε τώρα ποιό απὀ αυτά τα ισοσκελή τρίγωνα έχει το µεγαλύτερο εμβαδό 
Αν θεωρήσουμε λοιπόν ένα απὀ τα ισοσκελή αυτά τρίγωνα, του οποίου οι δύο 
πλευρές ας είναι οι ΧΞ Υ, η τρίτηη ζΖ µεθςζςτ και χεγεζ - 2τ. 
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θα έχουµε: ὄχες - 2τ -- 7 - 2τ-2χ και ἔ - ἡτίτ-χ)Σ(τ-τ) - 
:/τ(τ-κ)τ(2χ-τ) - τή(τ-κ)2(2χ-τ) (κ » ). θέτουµε: σίκ) - (χ-τ)2(2χ-τ) 
με Ζ«κετ. 


Η πρώτη παράγωγος είναι; σ' (κ) 5 2(χ-τ)(2χ-τ)2(κ-τ)ζ, της οποίας οι ρί- 


ζες είναι κ - ας αφού (χκ-τ) «0 και π « τς «ετ, 


Η δεύτερη παράγωγος είναι: ΕΙ (κ) - 12κ-Ί0τ και Ε"{ στ) Ξ 12. -Ἐτ. -10τ -. 


- -ὂτ«ςθ και επομένως στη θέση κ - 5. η σ παρουσιάζει μέγιστο. Τότε όμως 


θα έχουµε: Υ - ὄ και ζ - ὦ, 0 


Αυτό σηµαίνει ότι μεγαλύτερο εμβαδόν έχει το ισόπλευρο. 


40. Βρείτε απ᾿ όλους τους ορθούς κυλίνδρους οι οποίοι έχουν τον ίδιο όγκο 
γ, ποιός έχει την ελάχιστη ολική επιφάνεια. 


Λύση: Ας είναι, κ η ακτίνα της βάσης του και Υ το ύψος του ζητούμενου κυ- 
λίνδρου., Εάν Εξ η ολική επιφάνεια, θα έχουµε: 
Ε « 2πχ292ΠκΥγ και Υ -πχ2γ, 


Επειδή γ «ιτ θα έχουµε: Ε -2πχ72ηχ ας . δ(πα2ν --) 


θεωρούμε τώρα την συνάρτηση φ µε φ(χ) - 2πχ2» τι. και 25) - 1. 


Η παράγωγος είναι: φ'(χ) - 6πκ- --ν-, Οι ρίζες της φ’(Χχ) - 0 είναι: 
κ "ντ 
ο .ι γ .. ο... 
Ἡ δεύτερη παράγωγος είναι: φ' (κ) - (πε π1) και επειδή φ (/ αρ) Ξ 
- Ί2π»0 έπεται, ότι η σ στη θέση κ λα παρουσιάζει ελάχιστο. 
"Αρα το Επίη λαμβάνει χώρα για χ λα µε αντίστοιχο ύψος το Υ «2/ νο 
41. Να βρεθεί το πολυώνυµο Είκ) -χ) αχ” βΧΑΥ αν {(0) - 0 και έχει τοπι- 


κά ακρότατα στις θέσεις κ - --ἕ και κ - Ί, και να γίνει πίνακας µε- 
ταβολών της Ε. 


Λύση: Επειδή {(0) -0-- γ - 0 και επειδή η ἔ έχει ακρότατα στις θέσεις 
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κ σα και κ - Ἱ σηµαίνει ότι οι αριθµοί --ᾱ-και Ί είναι ρίζες της πρώ- 
της παραγώγου. Είναι Ε" (κ) - Ἀχ'«2αχβ και µεκ - --ᾱ- είναι 


Π--) - ρ--- - ὧσ. β Ξ0 (1) και µε κ ΞΊ είναι εἴ) -ὔ0ὐ--- 


---- 292α9β - 0 (2). οᾱ, 

Η λύση του συστήµατος κ.κ φις 
των (1) και (2) δίνει: : 

α - 2 και β - -7. ολ... -ᾱ 

Επομένως το πολυώνυµο | 
είναι ἔ(κ) - κὶνδκ7-7κ | 
Καταστρώνουµε τον πί- | 
νακα: | 





42, Εξετάσετε τις ακόλουθες συναρτήσεις σε ποιά ὕιαστήματα είναι κυρτές 
ἡ κοίλες; 
α) Ε(κ) -2χ)-Δχ2 γ) εἰκ) - κε ᾱ- 
Ββ) Είκ) - ουχ ὃ) Εκ) - ο" 
Λύση: α) Προφανώς 34) - Ἡ. Ἡ πρώτη παράγωγος εἶναι; Ε! (κ) - 6χ2-Βκ και 
οι ρίζες της {" (κ) Ξ 0 είναι: κι - 0, κ; - το. 
Η δεύτερη παράγωγος είναι: ΕΙ" (κ) - 12χ-8 Υ κεΒ. Ρίζες της ΕΙ (κ) -ὐ 


είναι: κ- 5. Σύμφωνα µε τα προηγούμενα η {θα είναι κυρτή  χΕΕ για 
το οποίο ελ) 20, δηλ. για κ .ᾱ και { κοίλη για Υ χΕΕ για το οποίο 
{1 (κ) «0, δηλ. για κ «ἆ 


β) Προφανώς (4) - ΝΕ. Ἔχουμε Ε'(κ) - και (κ) --ᾖν νκεκὴ 
Επειδή όµως Ε"'(χ) «0 Υ κεΒ"”, έπεται ότι Ν χεΒ” η { είναι κοίλη. 
.. 
γ) Προφανώς 35) -Ἐ-ί0]. χουμε 5’ (χ) .- νκΕΕ-(0) και 
' .ἆ 
19) «ἂν 
Βρίσκουµε τώρα για ποιά χε (6) είναι ΕΙ (κ) -0--- ἓν »0-- κ»0, 


ρα η { είναι κυρτή Υ κς (0,οϱ), 
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Και επειδή {Ε’" (κ) «ΟΥ κεί(ί-σο,ο) η { είναι κοίλη Υκεί-οο,θ). 


ὅ) Προφανώς 34) -Ἑ. ΄Ἔχουμε Ε"(χ; «ο. και {' (κ) -ε- Υ χεΒ και ε- 
πειδή  χεἉΏΕ είναι ΕΙ" (κ) 0, έπεται ότι η { εἶναι κυρτή Υ χε}. 


43. Βρείτε για ποιές τιμές του λεξΒ η συνάρτηση { µε Είχ) - κ’ ολκ) -δκ7 1 
είναι κυρτή Υ κεΒ. 


Λύση: Είναι 340) -Ἡ και {ΕΙ (κ) - 12χ296λχΔ. Εάν τώρα είναι {" (κ)»0 
Ψ χΕΒ, τότε η είναι κυρτή Υ χε]. 
Για να είναι όμως 12χ29θλκεᾷ» 0 Υ χεΒ πρέπει και αρκεί 36λ2-144 «0 


-- λ2«δ4 --- -2«λ«2 


44. Να βρείτε τα σηµεία καμπής των συναρτήσεων: 


α) Ε(κ) -2κ-3κ" 3 β) {(κ) -Ἰοσχ 
γ) (κ) - ο” δ) {(κ) επ 


Λύση: α) "Έχουμε: 36) «Ἑ. Η πρώτη παράγωγος είναι {’ (κ) - 10χ"-12κ 

Ψ χεΕ . Η δεύτερη παράγωγος είναι ΓΙ" (Χχ) - 40χ7-36χ1, Οι ρίζες της 

Ε) (κ) - 0 είναι οι κι -0, κε «9/10. 

΄ῃστε πιθανά σηµεία καμπής είναι τα κχ - 0 και κ - 9/10. 

Επειδή για χ - 0 έχουµε ϱ'(0) -0, ϱ’''(0) 0," (ϱ) -ο, (0) «-72Σ«0 


η Έγια κ - 0 παρουσιάζει μέγιστο. Γιακ - ᾖ- έχουµε σηµείο καμπής, για- 
τί για κ»ῦ είναι {" (κ) 20 και γιαθ«κχ«ς το είναι ΕΙ (κ) «0, 


Δηλαδή η {'' στην περιοχή του τν αλλάζει πρόσημο, 

Β) Έχουμε ϱοίϱ) - Ε:. Η πρώτη παράγωγος είναι Ε’ (κ) κα. και η δευτέρα 
εκ) - - µί . Ρίζες της Ε'"(Χχ) - 0 δεν υπάρχουν. ΄Αρα ούτε σηµεία καµ- 
πής, 


γ) ΄Έχουμε 34) - Ἡ. Η πρώτη παράγωγος είναι Ε' (κ) -«-Όχα-ι' και η δευ- 
τέρα Ε'' (κ) - 26” (2χ2-1]. 


Ρίζες της {ΕΙ (κ) - 0 εἶναι οι χι -- -- και Χ; - --ᾱ-, επειδή τόσο στη 


περιοχή του . 48 όσο και του - ῃ {'' αλλάζει πρόσηµο, έπεται ότι σε 


κάθε µια απὀ τις θέσεις αυτές έχουµε και σηµείο καμπής. 
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...2 
ὅ) χουμε 325) - Ἑ. Η πρώτη παράγωγος είναι Ε(χ) - ὥνηπ και η δεύ- 
λ. 
τερη είναι: ΕΙ" (κ) "νησι Οι ρίζες της Ε’ (κ) - 0 είναι οι χι -0, 


κ, «3, χι - -ἵᾱ. 
Επειδή η ΕΓ'’ αλλάζει πρόσημο απὀ τη µια µεριά και την άλλη απὀ αυτά, ἑ- 
πεται ότι η { σε κάθε µια θέση απ᾿ αυτές παρουσιάζει και σηµείο καµπής. 


Τα σηµεία αυτά είναι τα: (0,0), (43, ) και (-νὰ, τα) 


ΛΛΥΤΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ 
1. 





Δίνονται οι συναρτήσεις { και ϱ µε Εκ) -κ2-λχ-ῖ και α(κ) -κὶνλχ2ι2 
Δείξετε ότι η Ε έχει ολικό ελάχιστο στη θέση κ - 3/2 και η ᾳ ἔχει ολι- 
κό ελάχιστο στη θέση κ - 0, χωρίς τη χρήση της παραγώγου. 


Δίνεται η συνάρτηση { µε {(κ) - 2χ)-4χ2κζχ δείξετε ότι στο διάστηµα 
[0,1] ισχύει το ϐΘ. Βο]16 και να βρεθεί έναχιε(θ,!]. 


3. Δίνεται η συνάρτηση { µε Είκ) - (χ2-1)6Χ,. Δείξετε ότι στο διάστηµα 


[1,1] ισχύει το ϐ. Βο]16 και να βρείτε ένα χοε(-!,1). 


4. ᾿Εστω η συνάρτηση { µε {Είκ) - χ2-2κ να εξετάσετε αν ισχύει το ϐ. βο]- 
Ίο στο διάστηµα [0,2]. 


5. Δίνεται η εξίσωση {(κ) - χ᾿-άχεζ δείξετε ότι στο διάστηµα (0,2) έχει 
µια τουλάχιστο πραγματική ρίζα, 


6. Να εξετάσετε αν εφαρµόζεται το ϐ. Βο]16 για τη συνάρτηση { µε {ίχ) - 
. α)χ) στο διάστηµα [-1,1]. 


7. Δίνεται η συνάρτηση { µε {(κ) -2χ7-3χ-1. Χωρίς να λύσετε την εξίσω- 
ση {(κ) - 0 δείξετε ότι έχει µια µόνο ρίζαρε( ο 


κ” ναχ»β, χε [-1.0) 
8. Στη συνάρτηση {ἕ µε Εκ) - Υχοθχε2, κε [ο,1] 

Να προσδιοριστούν τα α,β,ΥΕΕ ὡστε η Εἔ να ικανοποιεί τις συνθήκες του 
6. Άο]]ε στο διάστηµα [-1,11. 


3. θεωρούμε τη συνάρτηση { µε {(κ) - Ἰπίημκ). Να βρεθεί η χοε(-., Ἡ ) 
έτσι ώστε {) (κο) .0., 


12. 


13. 


14. 


15. 


17. 
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Εάν α,,ςε,ΕΕΒ, { - Ίνδι...ν δείξετε ότι η εξίσωση 
εα(αι-κ)νεζ(α,-κ)ε...εξία -κ) -χεκλν,,,οκ2" 1 νςΝ, έχει µια µὀό- 
νο πραγματική ρίζα. 


Δείξετε ότι η εξίσωση κ᾿-Άχια - 0 δεν µπορεί να έχει δύο ρίζες στο 
διάστηµα {0,1). 


Δίνονται τα πολυώνυμα Ε(κ) -κίκ-!τ)/κ-2)/κ-3) και φίκὶ -ἀχ)-Ιθχῖν 
«22χ-6. Δείξετε ότι το φίκ) έχει τρείς µόνο ρίζες θετικές και µικρό- 
τερες του 3, 


Εάν για το πραγµατικό πολυώνυµο Είκ) ισχύει ΕΕ) (κ) 50 ἡ Ε) (κ) «0 
Ψ χεΕ τότε το Ε(Χκ) έχει µια το πολύ πραγματική ρίζα. 


Δείξετε ότι η εξίσωση 2χημκ»(κ2- Ί]συνχ - 0 έχει δύο ρίζες στο διάσ- 
τηµα [-1,1]. 


Να εξετάσετε αν εφαρµόζεται το ϐ. Βο]]6 στο [-1,1] για την συνάρτη- 
ση { µε Εκ) -1-ὔχ2, 


Να εξετάσετε αν εφαρµόζεται το ϐΘ.Μ.Τ για την συνάρτηση { µε 


2χεΊ, κε [-1,ο] 
{(κ) - 1-ὂχ, κε [ο,1] στο διάστηµα {[-1,1]. 


Δίνεται η συνάρτηση ἕ µε Εκ) - χκ]ηκ στο (0,9ο0) και α,βΕΒΣ µε 
α-β. Να βρεθεί ξεία,β) ώστε να ισχύει το Θ.Μ.Τ. 


΄'Εστω η συνάρτηση { µε {Είκ) -3χζ-6χ να εξετάσετε αν εφαρµόζεται το 
θ.Μ.Τ στο διάστηµα [-1,1]. 


Δίνεται η συνάρτηση ἕ µε ἔ(χ]) - κζ-δχεῖ, Να βρεθεί χοςε(θ,2) έτσι ὡσ- 
τε να ισχύει το Θ.Μ.Τ σ᾿᾽αυτό, 


Δίνεται η συνάρτηση {: [0,3] --Ἑ µε Εκ) - κ)-κε]. Να βρεθεί ξε(0,3) 
ώστε να ισχύει το ϐΘ.Μ.Τ και να διαπιστώσετε ότι η εφαπτομένη στο δι- 
άγραµµα της Ε στο σηµείο ξ είναι παράλληλη µε την χορδή που ορίζεται 
από τα σηµεία Α(0,1] και Β(3,25). 


Δίνεται η συνάρτηση {: [0,.0ϱ) -Ἑ συνεχής και παραγωγίσιµη σ᾽ αυτό µε 
{(0) - ε και ότι υπάρχει λΕΕ ώστε Ε"(χκ) 5λ Υ κε(θ,νο). Δείξετε ὁ- 


24. 


27. 
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τι Είκ) 5ςελκ. 


θεωρούμε την συνάρτηση {ἔ συνεχή και παραγωγίσιµη στο {α,β]. Εάν 
ε(α) - {(β) δείξετε ότι υπάρχουν δύο τουλάχιστο σηµεία ϱι,ρ; εία,β) 
ώστε Ε"(ρι) (1) -θμµερι ρε. 


Δείξετε ότι στο Ἐ ισχύουν οι ταυτότητες 
ἴν αἲ ϱβ"ΑΥ7-σβ-βγ-γα -7- [[α-β)”«(β-Υ)".(γ-α)”] 


2. αβ - (3 )1-( 

3. ηµζα - 2ηµασυνα 

4. πα - Ίπα-1πβ α,βΕεΕ" 

Αν Εκ) - Ε(κ) Υ κε δείξετε ότι Ε(κ) -«ϱ", ς - σταθερά, 


Με το ϐΘ.Μ.Τ δείξετε την αλήθεια των ανισωτήτων., 


1. ημχσκ, κε[ο, -2-] 6. (β-α)θ" «6β-θ”« (β-α)θΆ, α«β 


2. Ἰηχςκ-!, χΕΒ: 7. σοντα 5 εφβ-εφα « σον”, 0 «α-β ες. 





ὃς πο « ἸπίχοΤ) «Χχ, χΕΒ; 8. 6” οκ 


4, Ι- 51 «Σ -Ί,θσκςγ 9, (Ί κκ) 2 Ί9ρχ, ρεῖ ἡρς0 
5. Ἰημχ-ημΥ! 5 κ γην νε 10. «29 .ν»θ”, ν,θΕΝ 


Να βρεθούν οι παράγουσες των συναρτήσεων: 

ε(κ) - αἲ 6ι/χ) -6ο”. 

οί κ) . τες σι(κ) .5 ; 

Μίκ) - ηµίχα) το Αχ) 5 ο 

φίχ) - ηµ Ῥ φι(κ) -(2κ.!)αο””" 

"Όμοια των συναρτήσεων 

Ε(κ) - Ἰηκε! ο(κ) τα συνες κ «οχ α” Ἱπα 
π(κ) - εφχ» σε, φίκ; - α 


28. 


11. 


33. 
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Να µελετήσετε ὡς προς την μονοτονία τις συναρτήσεις 


ε(κ) - 341 -2χ293χ φίκ) - Ἰηκ-κ 
α(κ) -χοἈ θ(Χ) - χ'-2χ2! 
(κ) - οὗ εκ (κ) 5 ϱἵ-χ 


Να μελετηθούν ως προς την μονοτονία οι συναρτήσεις στα αντίστοιχα 
διαστήματα: ϐ: 10,900) »Ἡ µε Ε(Χχ) - συνχαεκ 

ᾳ: [0,0) »Β µε ο(χ) - ηµχ-κ 

π: ΕΕ µε Π(κ) -οἅ -κ-Ί 

φίκ) - (0,90) -Β µε φ/χ) - Ίηχ-χεί 


Όμοια οι συναρτήσεις: 
{: Β-(2] «ΗΒ µε Ε(χ) - 1 κι 


3 
4: Β-(-Ι»1] ΑΕ µε (κ) 


π: Ε-(2,-2) ἘἙ µε (κ) - τν. 


: κ ς -3χΊ 
φ: Ε-ΕΒ µε φ΄ κ) πρωτ 


Να μελετηθούν ως προς την μονοτονία οι συναρτήσεις 


2 
πλ Χ 3 
μπας» 0, κ - 3 


κ” φλχεί, κ2- : 
µε οί κ) | 


3 3 
9 νο, 


Να βρεθούν τα ακρότατα των συναρτήσεων: 

1. Ε µε Εκ) - 2χ-3 8. 5ι µε Ει(κ) - κ 

2. 4 µε οα(κ) - -κ2ιλκ-! 9. 6: µε οι(χ) χε /[-κ 

3. Ἠ µε Π(κ) - κ2-2χ-] 10. Ἡν µε Πι(κ) - 4] κ] 

4, φ µε φίχ) -κ'-4χλιά Ἡ. Φι µε φι(κ) - χηχ 

5. ἳ µε (κ) - χ'ι2χ2.6 12, Ὁν µε Εν(κ) - Ἰηχ-καΤ χελα 
6. ϐ µε θ(Χ) -κ)-2χ1-7χι 13. ϐ! µε θι(κ) - Ιχ].2 

7. ω µε ω(χ) - κ)νήχ2ιδχε7 . 4. ωι µε ωι(κ) - χ213 

Όμοια των συναρτήσεων: 


37. 


“1. 


8 
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Ἱ. ἔ µε Ε(κ) Ξ κκ) 6. Γι µε Ει(κ) - 6λημχ, κε[θ,2π] 

2. 4 µε ο(κ) - Ζημκεσυν2χ }ι 4 µε 4 (κ) . /]κ] 

3. Ἡ µε Ακ) - 6ε;-Τ 8. Ἂν µε Άν ίκ) - ημίχικε[- 2, ο] 
4. Φ µε φίκ) -κἈ, χ»0 3. Φι µε φι(χ) - ὅλε , ΧΕΕ: 

5. ϐ µε θ(κ) - χημὂχ 10, θι µε θι(κ) Ξ χ--αχ,χεΕξ, θ«ας Ἰ 


Δίνεται η συνάρτηση Ε{ µε Εκ) - κλοκκε ὃν 


Να προσδιοριστεί ο πραγματικός κ ώστε Π Γ να έχει ακρότατο στη θέση 
ξ - Ί, σε συνέχεια να καταστρώσετε πίνακα μεταβολών της Ε, 


Δίνεται η συνάρτηση { µε Εκ) -κὗεκχε 2, 


Να προσδιορίσετε τα πραγματικά κ,λ ώστε η Έ νε έχει ακρότατα στις θέ- 
σεις χ »- Ἰ και χ - 2, και σε συνέχεια να κάνετε τον πίνακα μεταβολών 
της {,. 


Σε ημικύκλιο ακτίνας Α - 2επ., Ιία εγγραφεί τραπέζιο που να έχει το µέ- 
γιστο εμβαδό, 


Να βρείτε ποιός απὀ τους κυλίνδρους που είναι εγγεγραμμένοι σε κώνο 
έχει τη µεγαλύτερη κυρτή επιφάνεια. 


να βρεθεί κύλινδρος εγγεγραμμένος σε σφαίρα ακτίνας Ἐ που να έχει το 
µεγαλύτερο όγκο, 


Δίνεται ισόπλευρο τρίγωνο πλευράς α - σταθ. Να Βρείτε ποιό απὀ τα εγ- 
γεγραμµένα σ᾿᾽ αυτό ισόπλευρα τρίγωνα έχει το μεγαλύτερο εµβαδὀ, 


Να χωριστεί ο αριθµός Ί6 σε δύο µέρη έτσι ώστε το άθροισµα των τετ- 
ραγώνων τους να είναι ελάχιστο. 


Από όλα τα ορθογώνια τρίγωνα µε εµβαδὀ κ ποιό έχει τη μικρότερη υὐ- 
ποτείνουσα. 


3 9Ἄχ- κ, -Ίσχκς2 


18.1κ-9, 2εχζθ6 


Δίνεται η συνάρτηση { µε Εκ) - 


Να βρεθούν τα ακρὀτατά της. 


40. 


45. 


46. 


47 


“0 
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Να μελετηθούν ως προς τα κοίλα τα κυρτά και τα σηµεία καμπής οι συ- 
ναρτήσεις: 


1. ἔ µε Εκ) «κχἰ-εχὰις δ. 6 µε Ει(Χ) το 

2. Ἀ µε Π(κ) - οκ 6. ι µε Ἠι(χ) - Ίηχε σι 
2 πα 

3. φ µε φ(κ) - . 5 ο Τε Φιν µε Φι(κ) «κ σόνὃ 

4. 3 µε ο(κ) - χεύχΣ 8. ϐι µε οι(κ) - τες 


8. θι µε θι(κ) .φελ 


Όμοια οι συναρτήσεις: 

Ἱ. ἓ µε Ε(κ) - Ί0χ5-4χ" 4 

2. 4 µε ο(κ) - κ'-δχ2.8 
3, 

3. Ά µε Β(Χ) - ἆττι 

4. φ µε φίχ; -2-[χ.-1] 


Δείξετε ότι τα σηµεία καμπής της συνάρτησης { µε {(κ) - τσ. 


Βρίσκονται στην ίδια ευθεία. 


Αν η συνάρτηση {: [α,β] «Ἡ είναι κυρτἠ στο [α,β] τότε δείξετε ότι; 
Τ(α)»{(β) Σ εί α»β ) 
2 "αι 


Αν η {: [α,β] »Ἑ είναι κοίλη δείξετε ότι: Γ(α).5(β) Ξ{εί Ρ] 
Δίνεται η συνάρτηση {: Ε, µε Εκ) - χ”/νεΝ”, δείξετε ότι: 


α” νβ’ .( α.β ) 
ο ο 


Δίνεται η συνάρτηση {: [0, -ὖ 1 Ε µε {Ε(Χχ) - ημχ., Δείξετε ότι: 


μα Ἡνβ η 8.) 


Δείξετε ότι Υ α,βΕΒΕ" ισχύει .. Σ Ψάβ κάνοντας χρήση της συνάρτη- 
σης Είχκ) - Ἱηχ, 
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5 β ο. 
5Ί. Δείξετε ότι: - ΣΕΤ 
52, Δείξετε ότι Υ χεἉΕ ισχύει κὸ-κ εκτ χε! ν0ὐ 


53. Αν Ε(χ) - χημχ τότε δείξετε ότι τα σηµεία καμπής της βρίσκονται πά- 
νω στην καμπύλη µε εξίσωση 4οκ' - ί αλ 


5.13. 
Πλήρης µελέτη µιας συνάρτησης. 


. Βρίσκουμε το πεδίο ορισμού της 25). 


. Εξετάζουμε αν εἶναι περιοδική οπότε την μελετούμε σε διάστηµα µιας πε- 
ριόδου (α,αντ). 


. Εξετάζουµε αν είναι άρτια ἡ περιττή οπότε το διάγραµµά της έχει άξονα 
συμμετρίας τον ΥΥ΄ αντίστοιχα κέντρο συμμετρίας την αρχή των αξόνων. 

. Ἐντοπίζουμε τα διαστήµατα στα οποία η { είναι συνεχής, ασυνεχής και πα 
ραγωγίσιμη. 


. Βρίσκουμε την παράγωγο της { και απὀ αυτήν εντοπίζουµε τα διαστήματα 
που είναι μονότονη και τις πιθανὲς θέσεις ακροτάτων που θα είναι οι ρί- 
ζες της εξίσωσης Ε(κ; -0ὐ. 

.. Βρίσκουμε την δεύτερη παράγωγο Ε'' της { απ᾿ όπου εντοπίζουµε τα διασ- 
τήµατα στα οποία η { είναι κυρτή αντίστοιχα κοίλη και τα σηµεία καμπής. 


. Προσδιορίζουµε τις ασύμπτωτες της Ε. 


. Βρίσκουμε τα σηµεία στα οποία η γραφική παράσταση της Ε τέμνει τους ᾱ- 
ξονες. 


. Τα παραπάνω στοιχεία συγκεντρώνουµε σε ένα πίνακα (πίνακας μεταβολών 
της {) που µας βοηθά στην χάραξη της γραφικἠς παράστασης της Ε. 


ΛΥΜΕΝΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ 


{. Να μελετηθεί η συνάρτηση { µε τύπο: Εκ) -κ'αζχ'-Ικ' 4. 


Λύση: α) Πεδίο ορισμού της { είναι ο) -}Ε. 
Ββ) Επειδή η ἔ περιέχει µόνο άρτιες δυνάμεις της μεταβλητής είναι άρτια, 
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δηλαδή ισχύει Εἔί-κ) - εκ). Ρίζες οι: {1 και Εκ) 0 κεΒ. 

γ) Επειδή είναι συνεχής Υ κε Β δεν υπάρχουν κατακόρυφες ασύμπτωτες. 
Επειδή του κ ο και Ε(Χχ) »νω δεν υπάρχουν οὗτε οριζόντιες ασύμπτωτες 
οὗτε πλάγιες, 

ὃ) Ἡ παράγωγος της { είναι: Ε) (κ) - 6χ” θχ1-14χ. Ἔχουμε {" (κ) -0--- 
“ο κ(9χ" νθχ”-7) - 0. Επομένως κρίσιµα σηµεία είναι τα; 

Χι 5 0, Χν - ἲ, χι - «1, 

Η δεύτερη παράγωγος είναι: Ελλ) - 30Οχ" «24χ7-14 και οι ρίζες αυτής εί- 


ναι: «νε ; Τις ονομάζουμε ρ:ρ;. 


ε) Καταστρώνουμε σχετικὀ πίνακα απὀ τον οποίο καθορίζεται πλήρως η µελέ- 
τη της συνάρτησης. η Α. μ--- 


ἔ κα -ἲ . 


1 








2. Να μελετηθεί η συνάρτηση ἔ µε Ε(Χχ) - ημχγσυνκχ͵, 

Λύση: Η Ε είναι περιοδική µε περίοδο 2ῃ γιατί είναι Εκ) - Γ(κκζπ).θα τη 
μελετήσουμε εποµένως στο διάστηµα [0,2π]. 

Η Ε τέμνει τον άξονα Υ Υ στο σηµείο (0,1) και τον άξονα χ’κ στα σηµεία 
για τα οποία είναι ηµχκσυνκ - ϱ-- εκ - -{ - εφί--ᾱ-) ..κχ- κπ- -ᾱ-,κεζ 
--( δα ϱ), (Ἡ 0). Για την μονοτονία και τα ακρότατα της { βρίσκου- 
µε την πρώτη παράγωγο. Είναι Γ.(κ) - συνχ-ημκ -- ΓΕ. (χ) 0. εφχ-1«- 
.εφῇ --κ- κι τν κεζ -οκ ο, α ... (ρίζες της Γ' που βρίσκον- 


ται στο διάστηµα [0,2π]). Για τα σηµεία καμπής της Γ και τα κυρτά Ἅκαι 
κοίλα βρίσκουμε τις ρίζες της δεύτερης παραγώγου. 
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Είναι ΕΙ" (κ) - -ημκ-συνχ -- ΓΕ) (Χ) -0--εφχ - -ί μμ» -- 
ιν Εκ) την ιν. . τ- 


ΜΜ κΧ- -- 


κεζ -- αι ή, 


Χ ..., 


Ασύμπτωτες δεν υπάρ- 
χουν. Ό πίνακας µε- 
ταβολών της { είναι, 





οπότε έχουµε ότι η { - 
στο [0, ΣΤ] είναι αὐ- νζ 

ξουσα και κοίλη στο 0 

( τ. Δι Ἰ φθίνουσα 

και κοίλη στο (-Ἱ- 1, "Ἡ ο] 





φθίνουσα και κά στο | 
( πρ φπ ] ο και -- Σχήμα 1 

κυρτή και στο (7 - «2π] αύξουσα και κοίλη. ΄Εχει τοπικό μέγιστο ο- θέση 
κ -Ί το ε(-σ-) Ξ θὰ, τοπικό ελάχιστο στη θέση κ - τ το {(-8.}« 

- -γδ, τα σηµεία κ - :ν και ὼ είναι σηµεία καμπής και --.. µε τα 


σηµεία τοµής της Γ µε τον Χ᾿χ. Γραφική παράσταση της { είναι: (Σχήμα 1) 
Σύνολο τιµών της { είναι το ὅο(5) -{[-δ,ήδ], 


3. Κα μελετηθεί η συνάρτηση { µε {(κ) - αχ" βχΖ49Υ µε α,βιγεΒ και α / 0 
Η µελέτη να γίνει στο συγκεκριµένο παράδειγµα {(κ) -ἀκ"-σχ1κὂ. 


Λύση: α) Ἔχουμε 24) -Ε. 
Η συνάρτηση είναι συνεχής Υ χεΒβ. Ρίζες της {(κ) - 0 είναι οι: 


Χχ- 341 και κ - εγ5-. Δηλ. το διάγραµµα της { τέμνει τον άξονα των κ στα 


σηµεία -ἵ, Ὕτ. αν Ἱ-. Για κ” 0 έχουμε γ - Ε(0) - 2 και το διάγραµµα 
τέμνει τον άξονα των Υ στο σηµείο (0,2). 


Β) Λόγω της συνέχειας της { δεν υπάρχουν κατακόρυφες ασύμπτωτες, 
Επίσης επειδή για χ- 5 θα έχουµε Ε(κ) -- "ορ έπεται ότι δεν υπάρχουν κα- 


τακόρυφες ασύµπτωτες, και επειδή ] Ἶπ ἐἷκ) - σο δεν υπάρχουν ούτε πλάγι- 
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ες ασύµπτωτες. 
γ) Ἡ παράγωγος της { είναι: Ε’(Χ) - 12χ7-10χ και οι ρίζες αυτής είναι: 


ο, Ύδ, Ὕδ- 
Βρίσκουµε την δεύτερη παράγωγο η οποία είναι: Ε" (κ) - θχ2-10. 
Παρατηρούμε ότι: ϱ''(0) - -ι0«ο, ε..(«γξ-) Ξ Ε) (ΥΣ: Ξ2050, 


Επομένως στο σηµείο 0 έχουμε τοπικό µέγιστο και στα σηµεία Ὕς και 
ο. έχουµε τοπικά ελάχιστα, 


ὅ) Για να βρούμε τα διαστήματα µονοτονίας παρατηρούμε, ότι είναι 
ΓΕ (κ) 0 -- 12χ)-Ί0χ»0--- κε («ΥΣ .0ὐ (Υδ-.νο), ενώ 


(κ) «0 κε (-α ,-} ς-) υ (ο, ). 
Επομένως η { γνησίως αύξουσα στο (- 0) υ()-ὅ- μα) και Ε γνησίως φθί- 


νουσα στο (-0,-|ς-) υ(ομ/ 5) 
ε) Τα σηµεία καμπής θα βρεθούν μεταξύ των ριζών της δεύτερης παραγώγου, 
που είναι οι γα . 


Ἔχουμε: ΕΙ" (Χχ) 0 για κε(-οο,-γμ) υ(γ1ς /"ω) και ΕΙ (κ) «0 για 


κε(-γ{ς γή) και, επομένως για κ - Ὕν και κ 5 γμτ. έχουµε ση- 


µεία καμπής, 
στ) Τα διαστήματα στα οποία η { είναι κυρτή ἡ κοίλη τα βρίσκουμε επίσης 
απὀ το πρόσημο της δεύτερης παραγώγου. 


Προφανώς βάσει του προηγούμενου, στα διαστήματα (-5,/ ᾗς } και 


(2 300) η Ε είναι κυρτή ενώ στο διάστηµα (-γήᾷ- .γ1ς”) η { είναι 
κοίλη. 


ζ) Βρίσκουµε τώρα τα διαστήματα στα οποία είναι Γ(κ) 50 και εκείνα στα 
οποία η είκ) «0. 


Είναι Ε(κ) »0 για χε (-ο.,-1) υ(-γ2., Ἅ }ὐ (1,90ϱ) και Ε(Χχ] «0 για 


κε(-1,Ύ υγ μη. 


η) Καταστρώνουµε τον παρακάτω πίνακα των μεταβολών της συνάρτησης { και 
το διάγραµµα αυτής. 
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Σηµείωση: Επειδή η { είναι άρτια, Θα μπορούσαμε να την μελετήσουμε στο 





4. Να μελετηθεί η συνάρτηση { µε {Ε(χ) - κ)-θκ και να παρασταθεί γραφικά 


Λύση: ᾿Εχούμε 25) - Ἡ και ρίζες της Ε(Χ) -0οι κι » -ᾱ, κε 5 0, αν ” 
- 3. Ἡ παράγωγος είναι Ε" (κ) - 3χ΄-9. Ρίζες της Γ’(κ) - Ὁ, οι -/3 και 
/Τ. Ἡ δεύτερη παράγωγος είναι: ε' ) 5 6χ. Ρίζα. η Ό. 0 πίνακας µεταβο- 
λών: 





δ. Να μελετηθεί η συνάρτηση { µε {(κ) --ός Χίχ-Ί) (κ-2)(κ-3) και να γίνει 
το διάγραµµα αυτής. 

Λύση: Ί. 394) -Κ. 

2. Δέν είναι συμμετρική ως προς τους άξονες ἡ την αρχή. 

1. Τέμνει τον άξονα των χ στα σηµεία 0,1,2,3. 

4, Δεν ἔχει ασύµπτωτες. 
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5, Είναι Ε’ (κ) - τν (2χ1 -9χ2 11 1κ-1) 


Ρίζες αυτής: 3 , ο 


6. Είναι ϱ' (κ) - "η (6χ’ -ΊθχεΤ1) ο αυτής:- μα 
7. Επειδή ελ. 3 2) «Ὁ στο σηµείο Μί 2 . τα) ο... μέγιστο ενύ 


3105 


στα σηµεία παρουσιάζει 


Β. Σηµεία καμπής στις θέσεις 


9-15 . οι/15 
πα 


͵ 
ελάχιστα. Ἱ 
Χι 5 6 και κ; . 


9. Για κ-.ο, Εκ) να. αι 

10. Γραφικἡ παράσταση (πρόχειρη). 

6. Να μελετηθεί η συνάρτηση Ε µε Ε(κ) -. - ασ και να γίνει το 
διάγραµµα αυτής, 

Λύση: 1. Έχουμε: 21) -α- (041,21. 

{, Οι ευθείεςκ-ο,κ - Ἱ, Χ - 2 είναι κατακόρυφες ασύμπτωτες. 

Και επειδή ο ἡπε(κ) Ξ 0 η ευθεία γ - 0 είναι οριζόντια ασύμπτωτη (δηλ. ο 

άξονας των ω). 

3. Τομὲς του διαγράµµατος της Γ µε τον άξονα των κ οι ρίζες της Ε(χ) -0 

ο 2χ7-θχ2 -ϱ, 

4. Είναι Ε)(χ) --' ὃν . πι . ρστε και επειδή Ρ’(χ) «0 Υγ χεχε) ει- 

ναι η Γ γνησίως φθίνουσα στο νὰ 

5. Είναι ϱ'' κ) - 2( αν τς ην ση) και η Γ""(Χχ) - 0 είναι έκτου 

βαθμού. 

Επειδή για χ»2 είναι 

ΕΤ. (κ) »0 και γιακς0 

είναι Ε’"(χ) «0 έπεται 

ότι µεταξύ 0 και 2 βρίσ- 

κονται όλες οι υπάρχου- 

σες πραγματικές ρίζες 

της Γ’ (κ) - 0. Επειδή 


για κ»0.0-. ἆγοε οσο 





είναι Ε'"(χ) 0 και 
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για κο 1-0 ο τη -α είναι ΕΙ" «κ) «0. ΄Ἔπεται ότι μεταξύ ϐ0 και 1 υ- 
πάρχει σηµείο καμπής. Επίσης και μεταξύ Ἱ και 2 υπάρχει σηµείο καμπής, 
Γραφική παράσταση της { φαίνεται στο παραπάνω σχήμα. 


7. Να μελετηθεί η συνάρτηση { µε Γκ) -ἸνΧ1Τ και να παρασταθεί γραφικά 


Λύση: α) ΄Ἔχουμε προφανώς (8) -Ε-(-τ]. 

β) Σηµεία τοµής µε τον ἄξονα των χ, οι ρίζες της ΕίΧ) - 0 δηλ. µόνο το 
σηµείο ϐ. 

Υ) Ασύμπτωτη. Επειδή 1 1πείκ) - ορ και πεί κ) Ξ -σ ὅεν υπάρχουν οριζὀ- 
ντιες ασύμπτωτες. 


Γ δε 
ο ο 


11 πο, "Ἱ και όµοια για χ--ασ έπεται ότι η ευθεία γ - κ-ἲ είναι 


πλάγια αούμπτωτη. 

Ακόμη επειδή {Ε(κ)»0 για χ»0 και Ε(χ) «0 για κ«θ (κ { Ί), το διάγραµ- 
μα της Γ για κ»0 είναι πάνω από τον άξονα των κ και γιακ«ςθ (κ { -ἵ) 
είναι κάτω του άξονα. 

χ7 


ὃ) Ακρότατα. Παρατηρούμε, ότι για κ»0 είναι ε(κ) - τ. 


Τ και γιακς-] 


είναι επίσης Εκ) - -ἳ-.. 


2 


για χε(-.,-Τ) 0 [Ὀ,εαω). Ενώ είναι Ε(χ) - "ποτ 





Επομένως Είκ}) - 
γιαχε(-1,0]. 


Η παράγωγος είναι Ε' (κ) - τά ἥχε (-οο,-1) 0 (0,9οο). 


χ2 
κ 





-ἲ ο 
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Είναι Γ'(χ) 0 για κε([-α,-δ) ὐ (0), Ε"(Χχ' «0 για χε(-δ,-1) και η 
από δειξιά παράγωγος στη θέση κ - 0 είναι (0) --α, 
Στην δεύτερη περίπτωση η παράγωγος είναι: 


(κ) - ας ν κε (-1,0) 
Είναι Ε’ (κ) 20 για κε (-ἶ,0) και Ε' (κ) «0 για κἀνένα κ. Η αριστερἠ πα- 
ράγωγος στη θέση κ - 0 είναι ε'(0) -0, 

Αρα έχουμε: 

Ἡ συνάρτηση { γνησίως αύξουσα στο (-α.,-2], Ε γνησίως φθίνουσα στο 
(-2,-Τ) και ΓΕ γνησίως αύξουσα στο (-1,κορ). 

Επομένως παρουσιάζει µόνο τοπικό μέγιστο στη θέση κ - -ὂ2 και είναι το 
{(-) --ᾱ,. 

ε) Κυρτά - κοίλα - σηµεία καμπής. 

Η δεύτερη παράγωγος είναι: Ε’ (κ) - ράπ.ν χε ([-ω,-1) ῦ [0,ο) 


και ϱ' (κ) -- ιν κε (-1,θ]. 


Είναι Ε) (κ) 0 Υ κ»0 στη πρώτη περίπτωση και {' (κ) «0 Υ κς-! και η 
δεξιά παράγωγος στη θέση κ - 0 είναι ϱ''(0) -52, 

Στη δεύτερη περίπτωση είναι Ε’" (κ) «0 Υ κε(-ἶ,θ] και η αριστερή παράγω- 
γος στην θέση κ - 0 είναι ΕΙ" (0) - -», 

Επομένως η { κυρτή για κ”»0 και η ΓΕ κοίλη για κε (-ο,-1) υ(-1,ο). 

Και επειδή στη µια περιοχή του µηδενός αλλάζει πρόσημο έχουµε εκεί ση- 
µείο καμπής. 

στ) Καταστρώνουμε τώρα τον παραπάνω πίνακα και το διάγραμμα. 


(Η ασύμπτωτη Υ - κ-] τέμνει το διάγραµµα της στο σηµείο για το οποίο 


αλ 


| 
: Ίτ 5 α-Τν η οποία έχει λύση γιακ - - -) 


υχ.] 
ΑΛΥΤΕΣ ΑΣΚ ΗΣΕ Ι Σ 


Ἱ. Να μελετηθούν και να παρασταθούν γραφικά οι συναρτήσεις: 


1. ε(κ) - κ) 5. Ει(κ) -(κ-Τ)(κκ{)2 
2. ο(κ) -χ7-δχις 6. αι(κ; -/χΤ-κ-δ 
1. (κ) -κχ)-12χ-16 7. ι(κ) - χ'-2χ2-6 


4. φίκ) - (κ-Τ)(κ-δ)(κ-1) 8δ. φι(κ) 5 χὶικ2-δ, 


2. Να μελετηθούν οι συναρτήσεις µε τύπους: 
Εκ) - κξ- 2χ1/ Γι(κ) κ χκ»0 


41] 


ο(χ) - συν(π/χ) σι (κ) - εφχ»σφχ 
(κ) «απ! Πι(Χκ) - ημχ/2-ουνκ 
φίΧχ) - ημκ-] φι(κ) - (1-συνχ]συνκ 


3. ΄Όμοια να μελετηθούν οι συναρτήσεις και να παρασταθούν γραφικά. 


ημὲκ 
Ίκημχ 


3. κ) - κχ- 1. 4 φί(χ) ποτ Ἰ 


4. Να µελετήσετε και να παραστήσετε γραφικά τις συναρτήσεις µε τύπους: 


1. Εκ) - συν χεημκε! 2. ο(χ' - 


εκ) «Έλι εν(κ) « Ἀ οι 
οίκ) --ᾱνς οιίκ) «η 
ία) «δις πι(κ) - αν 
(κ) «22 ΦΧΑΤ. φι(κ) - 2." 
θίκ) » ἅοα. θι(κ) «δαν 


5. ΄Όμοια να μελετηθούν και να παρασταθούν γραφικά οι συναρτήσεις: 


212 2 
Ἡν ία) σα ν- 4. φίκ) - μαι στο ο, -Ἱ-)υ [πα .π] 
ὃ. ο(κ) «ἹησατάχἩ δ. θίχ) «κά, χ»0 
3. Π(χ) - "ο]ηκ 6. ἴ(χ) - (κκ2)οἳ 


χ]Ίηζχ, κ»0 
ο κ «0 
Να μελετηθεί και να παρασταθεί γραφικά. 


6. Δίνεται η συνάρτηση { µε Ε(Χ) - 


7. Γραφικά να βρεθεί το πλήθος των ριζών της εξίσωσης /Τ-κ7-λχελ - 


Β. θεωρούμε την συνάρτηση µε τύπο {κ} .-2 αν 8, 


Ί. Να προσδιορίσετε τα α,β ώστε {ί-Τ} - 0 και να διέρχεται η γραφική 
παράσταση της απὀ σηµείο µε ελάχιστο κ - 2. 
Ἡ. Να γίνει γραφική παράσταση της ϐ, 
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Π.Μ. Γεωργιακάκης {| Π.ΔΜ.Γεωργιακόκης Π.Μ. Γεωργιακάκης Π.Μ. Γεωργιακάκης α. 
ΑΛΓΕΒΡΑ 1 ΑΛΓΕΒΡΑ 2 ΑΛΓΕΒΡΑ 3 ΑΛΓΕΒΡΑ 4 | 
4ης δέσµης «Μιγαδικοί »Ορίζουσες-Πίνακες Ἰ «Στατιστική 
«Πίνακες-Ορίζουσες | θεωρία-Σχόλια «Γραμ. Συστήματα Συνδυασ.-Πιθαν. 
«Γραμμικά συστήµατα µέβοδοι θεωρία- Σχόλια θεωρία- Σχόλια 
«Στατιστική Λυμένα θέµατα Μέθοδοι Μέθοδοι 
«Συναρτήσεις Άλυτα θέµατα Λυμένα-άλυτα θέµ. | Λυμένα-όλυτα θέµ. 
ΓΠ.Μ.Γεωργιακάκης Ἰ Π.ΔΜ.Γεωργιακάκης  Π.ΣΜ.Γεωργιακάκης ᾖ Π.ΣΝ.Γεωργιακάκης 
ΛΛΓΕΒΡΑ 5 ΑΛΓΕΒΡΑ 6Λ ΑΛΓΕΒΡΑ 68 ΑΛΓΕΒΡΑ ϱΓ 
'.. Δομές . Συναρτήσεις . Όριο-Συνέχεια «Παράγωγοι -ολοκληρ. 
θεωρία- Σχόλια θεωρία- Σχόλια θεωρία- Σχόλια θεωρία- Σχόλια 
Μέθοδοι Μέθοδοι Μέθοδοι Μέθοδοι 
Λυμένα θέµατα Λυμένα θέµατα Λυμένα θέµατα Λυμένα θέµατα 
Άλυτα θέµατα Άλυτα θέµατα Άλυτα θέµατα Άλυτα θέµατα 
| Π.ΔΜ.Γεωργιακάκης | Π.ΜΜ.Γεωργιακάκης { Π.δΗ.Γεωργιακάκης { Π.ΔΜ.Γεωργιακάκης 
ΑΛΓΕΒΡΑ 7 ΑΛΓΕΒΡΑ Β ΛΛΓΕΒΡΑ 8 ΛΛΓΕΒΡΑ 10 
. Ακολουθίες «Ειδικά θέμ. Της Δέσ. Ἰ «Δομές-θ.Αριθμών . Σειρές 
θεωρία- Σχόλια Λυμένα Βέματα .Πολυώνυμα-Μιγαδ. ᾖ} θεωρία- Σχόλια 
Μέθοδοι Διανυσ. χώροι θεωρία- Σχόλια Μέθοδοι 
Λυμένα θέµατα Γραμ. συνδυασμοί ἸμµΜέθοδοι Λυμένα θέµατα 
| Άλυτα θέµατα Λιανύσματα κ.λ.π. ' Λυμένα-άλυτα θέμ. Άλυτα θέµατα 







ο. ο -- 


Ν. Αντωνόπουλος Λ. Κουκλάδας 





Ν. Αντωνόπουλος 















































Π,.Γεωργιακάκης ' Π.Γεωργιακάκης Π,Γεωργιακάκης Π,Γεωργιακάκης 
ΑΛΓΕΒΡΑ β΄ ΛΥΚ. {| ΑΛΓΕΒΡΑ α΄ ΛΥΚ. ΑΛΓΕΒΡΑ 2 ΑΛΓΕΒΡΑ. 1 | 
θεωρία- Σχόλια θεωρία- Σχόλια «Πρόοδοι -Σειρές 

Μέθοδοι Μέθοδοι «Σύκλιση- Συνέχεια 
Λυμένα θέµατα Λυμένα θέµατα | θεωρία- Σχόλια θεωρία- Σχόλια 
Άλυτα θέµατα | Άλυτα θέµατα | Λυμένα-άλυτα θέμ. Λυμένα-άλυτα Βέµ. | 
Μ.ΣΠ.Γεωργιακάκης { Μ.δΠ.Γεωργιακάκης Μ.ΔΠ, Γεωργιακάκης Μ.ΜΠ.Γεωργιακάκης 

| ΓΕΩΟΜΕΤΡΙΑ ΓΕΩΜΕΤΡΙΑ ΓΕΩΜΕΤΡΙΑ ΓΕΩΜΕΤΡΙΑ 

Ἱ  Διανυσματική «Αναλυτική [β΄ Λυκείου α΄ Λυκείου 
θεωρία-Σχόλια θεωρία- Σχόλια θεωρία- Σχόλια θεωρία- Σχόλια 
Μέθοδοι Μέθοδοι Μέθοδοι | Μέθοδοι 

| Λυμένα θέµατα Λυμένα θέµατα Λυμένα θέµατα |. Λυμένα θέµατα 

ι Άλυτα θέµατα Άλυτα θέµατα Άλυτα θέµατα | Άλυτα θέµατα | 
ΓΚΔΟΣΕΙΣ "'ΚΥΚΛΟΣ ἃ ΑΡΚΑΔΙ" Μαυροκορδάτου 3 Τηλ, 36.386.063 10678 ΑΘΗΝΑ 


Εκκοκες ΚΥΚΛΟΣ δα ΑΡΚΑ ΔΙ" 


Μουροκορόότου 3 τή 16.316 067 κος, 
ον λος ΚΛΤΑΛΟΓΟΣ 


ΒΙΒΛΙΑ ΠΩΛ. Ἡ ΜΑΝ. ΓΕΩΡΓ ΙΛΚΑΚΗ 
μαθηματ ικἀ 4ης Δέσμης, ο ο ὁ ο εφ τη 
Ἠιγαδικοί αριθμοί (Μεθοδολογία) ο κά ε 
Πρίζουσες - Πίνακες - - Γραμμικά συστήματα. κος 
Στατιστική - Συνδυσστική. - Πιθα 
Ἀλγεβρικές δοµές (Μεθοδολογία)... μ.ο 
Συναρτήσεις ος ο οσα . . 
Συναρτήσεις (Σύγκλιση - - κ ὦ ο ον 
Παράγωνοι - Ολοκληρώματα. . . ν ν ν νν νν. 
Ακολουθίες (Μεθοδολογία). . ν ν ων ων ων εν 
Ε δικά Βέματα ης Δέσμης ο χύροι, κ.λ.π ο, 
Λυμ..Λοκήσειε ς { ος “Πολ/μµα-Μιγαδικοί-θ. οιθιών) 
Σειρές . νο 
Διανυσματ ώς. Γ” Λυκείου. 
Αναλυτική Γ΄ Λυκείου. ν νο ν 
Μεβοδολογία Β᾽ Λυκείου. . . . . νο αλ 
Μεθοδολυγία Δ΄ Λυκείου (υπό ἐκδοση] ο ον 
Ν.ΑΝΤΩΝΟΠΟΥΛΟΥ - Π, ΓΕΩΡΓ ΙΛΚΛΚΗ Β΄ Λυκείου . 
Ν.ΛΝΤΩΝΟΠΟΥΛΟΥ Α΄ Λυκείου , 
νωντκω ΊΑΚΑΚΗ (ακολουθίες) . . 
Ἅ ' (Πρόρδοι, Σειρές Σύγκλ. είς ὰ 
α ". (Παράγωγοι-Ολοκληρύματα) .. .. 
μεθυ! π ". (Λπόλυτα-Μιγαῦικοί). . « « » ». . 
ΙΣΤΟΡΙΑ ΤΗΣ ΚΡΗΤΗΣ ΜΙΛΑΚΗ Μεταγλωτισμένη 4 Τόμοι... ν ων εν 
ΕΚΘΕΣΕΙΣ ΤΖΛΗΟΥΛΑΚΗ-ΕΓΓΛΕΖΑΚΗ 1 Γ) Λυκείοῦ ν ων νὰ 
ΜΑΘΗΗΑΤ ΙΚΑ χ, ΣΤΕΛΛΑ Ποήθηµα ΑΛ’, Ε., Γ" Γυμνασίου. . . ἀπὸ 


ρ6. 





